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Vorwort  zur  deutschen  Ausgabe. 


Vor  nun  fast  einem  halben  Jahrhundert  erscholl  der  Ruf: 
Zurück  zu  Kant!  und  daß  dieser  Ruf  nicht  ungehört  geblieben 
ist,  kann  niemandem  auch  bei  dem  flüchtigsten  Blich  auf  die  seit- 
herige Entwicklung  der  Philosophie  entgehen.  Nicht  so  offen- 
kundig tritt  eine  andere  Tatsache  zutage,  wenngleich  sie  dem 
geschärften  Blick  sich  ebensowenig  wie  jene  entziehen  kann  — 
die  Tatsache  nämlich,  daß  die  zunächst  ausschließlich  auf  die 
kritische  Philosophie  gerichteten  Wiederbelebungsbestrebungen  de 
facto  bei  Kant  nicht  stehen  geblieben  sind,  sondern  mehr  und 
mehr  über  diesen  hinausgreifen.  So  hat  die  Erneuerung  des 
Kantianismus  auf  der  einen  Seite  dazu  geführt,  daß  man  der 
seinerzeitigen  historischen  Entwicklung  folgend  über  Kant  zu 
Fichte  oder  Hegel  (und  neuestens  auch  zu  Schelling)  fortgeschritten 
ist.  Und  das  gleiche  offenbar  metaphysische  Bedürfnis  ist  wohl 
der  Grund  dafür,  daß  man  auf  der  anderen  Seite  wieder  sich  von 
Kant  entfernend  hinter  die  kritische  Philosophie  zurückgeht  und  — 
z.  T.  freilich  unbewußt  — die  Ideen  eines  der  universellsten  Geister, 
die  es  in  der  Geschichte  der  Philosophie  je  gegeben  hat,  wie- 
der zu  Ehren  bringt,  die  Ideen  eines  Leibniz. 

Wer  möchte  z.  B.  solche  Ideen  in  der  gegenwärtigen  Natur- 
philosophie verkennen  wollen?  Wenn  Ostwald  die  Materie 
in  einzelne  Energien  auflöst  und  die  Energie  schlechtweg  als 
alleinigen  Substanzbegriff  eingeführt  und  anerkannt  wissen  will, 
so  trifft  er  von  ungefähr  mit  den  Bestrebungen  des  um  zwei 
Jahrhunderte  älteren  Philosophen  und  Physikers  zusammen,  für 
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den  Substanz  = tätige  Kraft  ist.  Versteht  doch  Leibniz  unter 
Kraft  gerade  das,  was  wir  heute  Ärbeitsvorrat  oder  Energie 
nennen.  Und  ebenso  wie  auf  die  moderne  Energetik  kann  in 
diesem  Zusammenhänge  auf  den  neu  aufblühenden  Vitalismus 
der  organischen  Naturwissenschaften  und  insbesondere  die  Ten- 
denz, die  Kausalität  als  im  Dienste  einer  organischen  Zielstrebig- 
keit stehend  aufzufassen,  hingewiesen  werden.  Reinkes  Domi- 
nantenlehre, die  einen  der  markantesten  Versuche  der  Gegenwart 
eine  naturwissenschaftliche  Teleologie  auf  objektiven  Idealismus 
im  Sinne  eines  Leibniz  zu  begründen  darstellt,  mag  hier  als 
Beispiel  dienen. 

Doch  noch  auf  ganz  anderen  philosophischen  Gebieten  kommt 
heute  der  große  Leibniz  wieder  zu  Ehren  — und  hier  jedenfalls 
mit  unbestreitbarem  Rechte  — auf  dem  Gebiete  der  Logik  und 
der  Philosophie  der  Mathematik.  Der  moderne  logische 
Kalkül,  dessen  Ausbildung  wir  heute  einem  Boole,  Peirce,  Peano, 
Schröder  u.  a.  verdanken,  hat  Leibniz  klar  und  deutlich  als  die 
dringendste  Aufgabe  der  Logik  vorgeschwebt,  ja  er  hat  immer 
wieder  bedeutsame  Ansätze  zu  demselben  gemacht  und  so  jeden- 
falls nach  dieser  Richtung  einen  viel  weiterschauenden  Blich  ge- 
offenbart  als  ein  Kant,  der  die  Logik  als  eine  mit  Aristoteles  im 
wesentlichen  ein  für  allemal  abgeschlossene  Disziplin  erachtete. 
Ebenso  führt  auch  die  Entwicklung  der  modernen  Mathematik 
mehr  und  mehr  ab  von  Kants  diesbezüglichen  prinzipiellen  Ideen 
zurück  zu  Leibnizischen  Positionen.  Die  Arithmetik  erscheint 
wieder  als  ein  auf  den  Satz  des  Widerspruches  oder  doch 
wenigstens  auf  rein  logische  Grundsätze  gestütztes  System,  die 
Geometrie  stellt  sich  wieder  als  Wissenschaft  dar  von  der  Ord- 
nung des  Zugleichseienden. 

Dieses  Zusammentreffen  der  Moderne  mit  Leibniz  auf  logisch- 
mathematischem Gebiete  in  helles  Licht  gerückt  zu  haben  darf  vom 
philosophischen  Standpunkte  aus  als  eins  der  Hauptverdienste 
Couturats  angesehen  werden,  dessen  1905  veröffentlichtes  Werk: 
Les  Principes  des  Mathematiques  hiermit  in  deutscher  Über- 
setzung erscheint  und  so  einem  möglichst  weiten  Leserkreis  be- 
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quem  zugänglich  gemacht  werden  soll.  Jenen  Nachweis  zu  er- 
bringen war  kaum  ein  zweiter  so  berufen,  wie  der  Verfasser  der 
vorliegenden  Prinzipien  der  Mathematik:  Hat  dodi  Couturat,  dem 
wir  eine  Reihe  trefflicher  Schriften  aus  dem  Gebiete  der  mathe- 
matischen Logik  verdanken,  ein  ebenso  enges  Verhältnis  wie  zu 
diesem  Gegenstand  zur  Leibnizisdien  Philosophie  dokumentiert. 
Nach  einem  umfangreidien  und  sehr  interessanten  Werke  über 
die  Leibnizische  Logik,  in  weldiem  der  Nadiweis  versucht  wird, 
daß  die  ganze  Metaphysik  Leibniz’  in  dessen  Logik  wurzelt,  hat 
Couturat  die  Mühe  nidit  gescheut,  sämtliche  in  Hannover  auf- 
bewahrten, noch  unveröffentlichten  Schriften  des  großen  Philo- 
sophen zur  Logik  nadi  Grundsätzen  peinlichster  Sorgfalt  und  Ge- 
nauigkeit herauszugeben.  Nimmt  man  noch  hinzu,  daß  Couturat 
andrerseits  schon  vorher  mit  der  Philosophie  der  Mathematik 
beschäftigt  war,  wie  dies  sein  gehaltvolles  Werk  über  das  Un- 
endliche in  der  Mathematik  (De  l’Infini  mathematique,  1896)  ge- 
nügend beweist,  so  kann  man  wohl  sagen:  Es  hätte  für  Cou- 
turat kaum  eines  äußeren  Änstoßes  bedurft,  wie  er  durch  das 
Erscheinen  des  ähnliche  Ziele  verfolgenden  englischen  Werkes  von 
Bertrand  Rüssel,  The  principles  of  Mathematics  (1903),  allerdings 
überdies  gegeben  war  (vgl.  Couturats  Vorwort),  um  bei  ihm  jene 
Synthese  überhaupt  hervorzubringen,  als  deren  Ausdruck  das 
vorliegende  Werk  zu  betradhten  ist. 

Aus  der  in  den  vorstehenden  Zeilen  zunächst  spezieii  vom 
philosophischen  Standpunkte  versuchten  Würdigung  des  vor- 
liegenden Werkes  ergibt  sich  mittelbar  nun  auch  die  mehrfache 
praktische  Bedeutung  desselben.  Sie  liegt  vornehmlich  in 
drei  Richtungen:  Couturats  Philosophische  Prinzipien  der  Mathe- 
matik gewähren  erstens  dem  mathematisch  Nichtorientierten  einen 
überaus  klaren  und  verhältnismäßig  weitgehenden  Einblick  in  alle 
jene  Disziplinen,  weldie  die  moderne  und  modernste  Mathematik 
ausmachen,  wie  projektive  Geometrie,  Topologie,  Mengenlehre, 
Gruppentheorie  usf.  Sie  lehren  ferner  den  für  mathematische 
Logik  Interessierten,  ohne  spezielle  Kenntnisse  nach  dieser  Ridi- 
tung  vorauszusetzen,  die  fruchtbarste  Anwendung  kennen,  die 
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jene  überhaupt  bisher  gefunden  hat.  Endlich  wird  für  den  philo- 
sophischen Fachmann,  der  vielfach  ohnehin  den  schon  genannten 
Interessentengruppen  angehören  dürfte,  überdies  der  sog.  An- 
hang, die  Auseinandersetzung  mit  Kants  Philosophie  der 
Mathematik,  von  besonderem  Interesse  und  großer  Bedeu- 
tung sein. 

Es  sei  darum  auch  gestattet,  über  diesen  letzten  Punkt  schon 
hier  einige  orientierende  Bemerkungen  vorauszuschicken.  Cou- 
turat  geht  in  jenem  Anhang  von  der  treffenden  Bemerkung  des 
österreichischen  Philosophen  Robert  Zimmermann  aus:  „Wenn 
die  mathematischen  Urteile  nicht  synthetisch  sind,  so  fehlt  Kants 
ganzer  Vernunftkritik  der  Boden,“  und  wirft  demnach  die  Frage 
auf:  Hat  Kant  recht,  wenn  er  die  mathematischen  Sätze  als  syn- 
thetische (oder  also  als  nicht  rein  logisch  begründete)  Urteile 
voraussetzt?  Natürlich  sind  dabei  unter  „Sätzen“  nur  die  Axiome 
zu  verstehen,  denn  alle  Lehrsätze  müssen  ja  in  einer  wahrhaft 
exakt  durchgeführten  Mathematik  sich  streng  logisch  (ohne  Be- 
rufung auf  die  Anschauung)  aus  den  Axiomen  ableiten  lassen. 
Bei  der  Beantwortung  der  eben  gestellten  Frage  muß  man  Arith- 
metik und  Geometrie  wohl  unterscheiden  und  dabei  folgendes 
beachten:  Die  Axiome  der  Arithmetik  lassen  sich  von  den  rein 
logischen  Grundsätzen  herleiten,  die  der  Geometrie  dagegen  nicht. 
Die  Tatsache,  daß  es  nur  eine  Arithmetik,  aber  mehrere  (logisch 
gleich  mögliche)  Geometrien  gibt,  beweist  das  eben  Gesagte 
schlagend.  Wenn  aber  dem  so  ist,  so  kann  die  Antwort  auf 
jene  Frage,  die  die  ganze  Kritik  der  reinen  Vernunft  an  der 
Wurzel  trifft,  nur  lauten:  Bezüglich  der  Arithmetik  hat  Kant 
jedenfalls  nicht  recht;  die  arithmetischen  Sätze  sind  nicht  syn- 
thetisch, sondern  durchaus  analytisch.  Etwas  günstiger  stellt  sich 
die  Sache  für  Kant  im  Falle  der  Geometrie.  Was  wenigstens  die 
auf  den  gegebenen  Raum  bezogene  Geometrie  betrifft,  so  ist 
Kant  insofern  im  Recht,  als  diese  jedenfalls  als  synthetische  Wissen- 
schaft bezeichnet  werden  muß.  Nur  fragt  es  sich,  ob  solche 
geometrische  Sätze  synthetische  Urteile  a priori  oder  synthetische 
Urteile  a posteriori  sind.  Diese  Frage  läßt  Couturat  als  völlig 
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außerhalb  des  Rahmens  logischer  Betraditungen  liegend  ausdrück- 
lich unbeantwortet.  In  der  Tat  kann  sie  nur  auf  Grund  psgcho- 
logisch-erkenntnistheoretisdier Erwägungen  zu  beantworten 
versucht  werden.  Das  Resultat  soldier  Erwägungen  kann  — 
wenigstens  nadi  Ansidit  des  Unterzeidineten  — nur  ein  ver- 
mittelndes sein  entsprechend  der  Position,  die  Couturat  selbst 
ungefähr  an  einer  Stelle  andeutet:  Der  Raum  ist  keine  reine  An- 
schauung, wohl  aber  eine  durch  die  Natur  des  menschlichen 
Verstandes  mitbestimmte  (verstandesmäßige)  Form  der  empirisch 
gegebenen  Anschauung.  Dementsprechend  müßte  dann  freilich 
der  ganze  Kantische  Kritizismus  zum  mindesten  eine  sehr  wesent- 
liche Umbiegung  im  Sinne  eines  Realismus  oder  besser  Objek- 
tivismus einerseits,  eines  Intellektualismus  andrerseits  sich  gefallen 
lassen.  Und  dies  wäre  somit  die  letzte  philosophische  Konse- 
quenz, die  man  aus  Couturats  von  ebensoviel  Scharfsinn  wie 
umfassender  Kenntnis  der  Kantischen  Lehre  und  der  Kantliteratur 
zeugenden  Studie  über  Kants  Philosophie  der  Mathematik  neuer- 
lich zu  ziehen  veranlaßt  sein  dürfte. 

Vgl.  C.  Siegel,  Versuch  einer  empiristischen  Darstellung  der 
räumlichen  Grundgebilde  u.  geometrischen  Grundbegriffe  (Vierteljahrschr. 
f.  wissensch.  Philosophie  1900,  S.  197—266),  sowie  „Über  Raumvor- 
stellung und  Raumbegriff“  (Wissenschaft!.  Beilage  z.  18.  Jahresbericht  [1905] 
d.  Philos.  Gesellschaft  zu  Wien). 


C.  Siegel. 


Vorwort  des  Verfassers 


Das  vorliegende  Buch  erhebt  keinen  Anspruch  auf  Originalität, 
und  das  ist  es  gerade,  was  es  dem  Leser  empfehlen  soll.  Es 
verdankt  seine  Existenz  dem  Erscheinen  von  H.  Bertrand 
Russells  Meisterwerk,  das  denselben  Titel  führt. Im  Prinzip 
sollte  es  nur  eine  Darstellung  dieses  Werkes  sein^),  allein  be- 
hufs Kommentierung  und  Erläuterung  der  philosophischen  Theo- 
rien unseres  Verfassers  sahen  wir  uns  nach  und  nach  dazu 
geführt,  eine  Analyse  der  meisten  Arbeiten  der  mathemati- 
schen Zeitgenossen  bezüglich  derselben  Frage  in  unsere  Dar- 
stellung eingehen  zu  lassen.  Auf  diesem  Wege  der  Erforschung 
des  gegenwärtigen  Zustandes  der  Philosophie  der  Mathematik 
hat  sich  für  uns  die  Überzeugung  ergeben  (von  der  wir  hoffen,  daß 
sie  vom  Leser  wird  geteilt  werden),  daß  die  Lehre  des  H.  Russell 
keineswegs  nach  Art  gewisser  philosophischer  Modesysteme  ein 
glänzendes  Paradoxon  sei,  eine  individuelle  und  vorübergehende 
Ausgeburt  der  Phantasie  ohne  Wurzeln  in  der  Vergangenheit 
und  ohne  Früchte  in  der  Zukunft,  sondern  der  notwendige  Ab- 
schluß und  die  Krönung  all  der  kritischen  Untersuchungen,  denen 
sich  die  Mathematiker  seit  einem  halben  Jahrhundert  gewidmet 
haben.  Es  ist  eine  notorische  Tatsache,  daß  die  Mathematiker 
der  Gegenwart  beständig  die  Strenge  der  Überlegungen  in  ihren 


The  Principles  of  Mathematics , Bd.  I (Cambridge.  Universitg 
Press,  1903). 

®)  Siehe  die  Revue  de  Metaphgsique  et  de  Morale,  Januar,  März, 
Juli,  November  1904,  März  1905. 
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Schlüssen  und  die  logische  Reinheit  der  Begriffe  angestrebt  haben. 
Diesen  neuen  Bedürfnissen  des  wissensdiaftlichen  Geistes  mußte 
notwendigerweise  eine  immer  exakter  werdende,  feiner  ausge- 
arbeitete Logik  entspredien;  das  unentbehrliche  Werkzeug  der 
neuen  Logik  ist  die  „symbolische  Logik“,  die  von  H.  Peano 
erfunden,  durdi  eine  ganze  Sdiule  von  Mathematikern  geübt  und 
von  H.  Russell  vervollkommt  wurde.  Dieser  Logistik  (wie 
wir  sie  in  Zukunft  nennen  wollen)  verdankt  man  es,  daß  man 
sämtliche  mathematischen  Theorien  einer  genaueren  und  feineren 
Analyse  zu  unterwerfen  und  mittels  einer  kleinen  Zahl  von  grund- 
legenden Daten  (Grundsätzen  und  Grundbegriffen)  logisdi  zu 
rekonstruieren  vermodite.  Ihr  verdankt  man  es,  daß  H.  Russell, 
indem  er  diese  Arbeit  der  logischen  Reduktion  bezüglich  gewisser 
Punkte  vervollständigte,  alle  Ergebnisse  zu  systematisieren  ver- 
mochte, die  in  einer  umfangreichen  und  tiefgehenden  Synthese 
gewonnen  waren,  einer  Synthese,  die  die  Quintessenz  der  älteren 
Arbeiten  darstellt  und  gerade  auch  den  Geist  der  modernen 
Mathematik  offenbart. 

Dieser  Geist  zeigt  sich  als  direkt  entgegengesetzt  (andere 
Philosophen  haben  es,  wie  wir,  bemerkt)  der  Kantischen  Philo- 
sophie der  Mathematik,  die  noch  immer  großes  Ansehen  in  den 
Schulen  genießt.  Dies  ist  der  Grund,  warum  wir  die  uns  dar- 
bietende Gelegenheit  ergriffen  haben,  um  diese  Philosophie  jener 
gegenüberzustellen,  die  sich  unmerklich  aus  der  Mathematik  der 
Gegenwart  herausentwickelt.  ^)  Da  gerade  der  Kontrast  geeignet 
ist,  dies  begreiflicher  erscheinen  und  die  Originalität  des  von  uns 
verdeutlichten  Wissenszweiges  ihrem  Werte  nach  hervortreten  zu 
lassen,  glaubten  wir,  diese  historische  Betrachtung  im  Anhänge 
unserer  Arbeit  anfügen  zu  sollen.  Man  hat  dieser  Studie  den 
Vorwurf  gemacht,  nicht  genug  historisch  zu  sein,  sich  nicht  genug 
auf  den  Standpunkt  und  in  die  Zeit  Kants  zurückzuversetzen.  Zu- 


y In  der  Nummer,  die  die  Revue  de  Metaphysique  et  de  Morale 
dem  hundertjährigen  Todestage  Kants  gewidmet  hat  (Mai  1904).  Vgl. 
Bulletin  de  la  Societe  fran^aise  de  Philosophie,  Nummer  vom  Mai  1904. 
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gegeben;  wir  glaubten  eben,  nicht  alles  kritische  oder  dogmatische 
Geschäft  von  ihr  fernhalten  zu  sollen.  Allein,  da  so  viele  Histo- 
riker den  hundertjährigen  Todestag  Kants  zu  einem  Vergleich 
seiner  Lehre  mit  den  Ideen  der  Gegenwart  benützten,  sowie  hervor- 
heben zu  können  glaubten,  daß  sie  mit  diesen  in  voller  Über- 
einstimmung stehe,  und  ihre  Lebensfähigkeit  und  Zeitgemäßheit 
rühmten,  hatten  auch  wir  wohl  das  Redit,  in  einem  anderen  Ge- 
biete einen  ähnlichen  Vergleich  anzustellen  und  daraus  für  dieses 
Gebiet  dem  Kantianismus  weniger  günstige  Schlußfolgerungen 
zu  ziehen.  Verlangen,  daß  man  immer  einen  Philosophen  „von 
innen  heraus“,  von  seinem  Standpunkt  und  von  dem  seinerzeit  aus 
beurteile,  heißt  annehmen,  daß  es  in  der  Philosophie  keine  Wahr- 
heit gebe,  daß  ein  philosophisches  System  ein  Kunstwerk  sei, 
das  nur  durch  seine  innere  Einheit  und  Harmonie  Wert  besitzt.^) 
In  der  Philosophie  wie  anderwärts  endet  der  abergläubische 
Respekt  vor  der  Tatsache  im  Dilettantismus  und  im  Skeptizismus. 

Wie  recht  und  billig  legen  wir  die  gleiche  Unabhängigkeit 
bezüglich  unserer  eigenen  früheren  Anschauungen  an  den  Tag. 
Wir  können  jenen  unserer  Leser  zuvorkommen,  die  unsere  Arbeit 
De  rinfini  mathematique  kennen,  insofern  wir  einige  der  von  uns 
früher  vertretenen  Behauptungen  nunmehr  ablehnen.  Um  es  zu 
präzisieren:  den  ganzen  didaktischen  und  kritischen  Teil  halten  wir 
fest,  den  positiven  Teil,  insbesondere  die  Lehre  von  der  Zahl 
und  der  Größe  möchten  wir  durch  die  Kapitel  II  und  III  des 
vorliegenden  Buches  ersetzen.  Die  Kritiker  werden  hiermit  an- 
gewiesen, uns  offenbare  Widersprüche  zwischen  unseren  heu- 
tigen und  ehemaligen  Behauptungen  nicht  entgegenzuhalten.  Wenn 
es  einer  Entschuldigung  bedürfte,  sich  geändert  zu  haben,  d.  h. 


Übrigens  bleibt  selbst  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  das  Kantische 
System  noch  der  Kritik  unterworfen.  Hat  nicht  Kants  gelehrter  Kom- 
mentator erklärt:  „Die  Kritik  der  reinen  Vernunft  ist  das  genialste  und 
zugleich  widerspruchsvollste  Werk  in  der  ganzen  Geschichte?“  (Vai- 
hinger,  Kommentar  zu  Kants  Kritik  der  reinen  Vernunft,  Bd.  II,  Vorwort; 
1892.)  Wir  hatten  Gelegenheit  (und  die  Kühnheit),  auf  einige  dieser 
Widersprüche  aufmerksam  zu  machen. 
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wie  wir  glauben,  fortgesdiritten  zu  sein,  so  läge  sie  in  der  Tat- 
sache, daß  fast  alle  Arbeiten,  auf  die  wir  uns  hier  stützen,  in 
den  zehn  Jahren  erschienen  sind,  die  seit  der  Fassung  unserer 
ersten  Arbeit  verflossen  sind. 

Diese  Überlegung  erlaubt  uns  auch  keine  Illusion  bezüglich 
des  endgiltigen  Charakters  unserer  Arbeit,  denn,  selbst  wenn  sie 
heute  am  Laufenden  wäre,  wäre  sie  es  schon  morgen  nicht 
mehr.  Alle  Jahre,  man  könnte  fast  sagen,  alle  Monate  erscheinen 
neue  Arbeiten  über  die  Grundsätze  dieses  oder  jenes  Zweiges 
der  Mathematik,  die  nach  irgend  welcher  Richtung  den  logischen 
Aufbau  der  exakten  Wissenschaften  vollenden.  Die  Zahl  und 
Verschiedenartigkeit  derartiger  in  Italien,  England,  Deutschland 
und  Amerika  erscheinenden  Arbeiten  zeigen  dem  oberflächlichsten 
Beobachter  die  unaufhörlichen  Fortschritte,  welche  die  Logistik  und 
die  Logik  der  Mathematik  machen.  Wir  müssen  mit  Bedauern 
feststellen,  daß  Frankreich  bisher  keinen  Anteil  daran  genommen 
hat;  wir  würden  uns  für  unsere  Mühe  vollauf  bezahlt  halten, 
wenn  unsere  Arbeit  dazu  beitragen  könnte,  in  unserem  Lande 
diese  gewaltige  Gesamtheit  von  Arbeiten  bekannt  zu  machen, 
die  Disziplinen  zu  verbreiten,  denen  sie  ihre  Entstehung  verdanken, 
endlich  und  vor  allem  unter  unseren  Landsleuten  fähige  Forscher 
anzuregen,  mit  den  fremden  Logistikern  wettzueifern,  an  ihrem 
Werke  mitzuarbeiten  und  es  fortzusetzen. 
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Einleitung. 

Bis  zur  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts  hatten  Logik  und  Mathe- 
matik völlig  voneinander  unterschieden,  ja  selbst  getrennt  be- 
standen. Die  Logik  war  in  dem  engen  Gebiete  begrenzt  ver- 
blieben, das  ihr  Aristoteles  zugewiesen  hatte,  d.  h.  im  Studium 
der  Subsumtions-  oder  Aussagebeziehungen  über  allgemeine  und 
abstrakte  Begriffe.  Und  trotz  der  Versuche  von  Jungius,  Leibniz 
und  ihren  Schülern,  die  eben  fehlschlugen  oder  unbeachtet  blieben, 
konnte  nichts  ein  Wiedererstehen  oder  eine  Neuentwicklung  der 
Logik  voraussehen  lassen.  Die  mathematischen  Disziplinen 
ihrerseits  (die  Mehrzahl  ist  bezeichnend)  bildeten  eine  Sammlung 
spezieller  Wissenschaften  von  rein  technischem  Charakter:  eine 
Wissenschaft  von  der  Zahl,  eine  von  der  Größe,  eine  vom 
Raum  und  eine  von  der  Bewegung,  deren  ziemlich  unbestimmte 
Einheit  ausschließlich  in  der  gemeinsamen  Methode  bestand. 
Aber  diese  deduktive  Methode  war  merkwürdigerweise  völlig 
unbekannt  in  der  formalen  Logik,  die  doch  alle  Formen  der 
Deduktion  zu  erforschen  beanspruchte,  derart,  daß  sich  unaus- 
gesprochen eine  Logik  der  Mathematik  herausgebildet  hatte,  die 
gänzlich  verschieden  war  von  der  klassischen  (syllogistischen) 
Logik.  Die  Philosophen  begnügten  sich  zur  Erklärung  dieses 
Zwiespalts  der  Logik  der  Qualität  eine  Logik  der  Quantität  gegen- 
überzustellen, ohne  das  Band  zu  suchen,  das  sie  als  Teile  einer 
und  derselben  Logik  hätte  erscheinen  lassen. 

Dieser  Stand  der  Dinge  hat  sich  während  der  zweiten  Hälfte 
des  19.  Jahrhunderts  vollständig  geändert.  Auf  der  einen  Seite 
erfaßten  die  Mathematiker  ihren  Vorgängern  unbekannte  logische 
Bedenken;  sie  begannen  ihre  Beweismethoden  zu  analysieren, 
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die  Verkettung  ihrer  Lehrsätze  zu  verifizieren,  die  Hypothesen 
oder  Postulate  aufzusuchen,  die  sich  in  ihre  Überlegung  unver- 
vermerkt  einschlichen,  und  endlich  die  Prinzipien  oder  Axiome 
bloßzulegen,  von  denen  ihre  Deduktionen  den  Ausgang  nehmen 
und  alle  ihre  Theorien  abhängen  mochten.  Der  Infinitesimalkalkül, 
dessen  Grundlage  etwas  Paradoxes  und  Geheimnisvolles  be- 
halten hatte,  wurde  endlidi  auf  eine  strenge  Theorie  von  den 
Grenzwerten  gegründet.  Die  Funktionentheorie,  in  der  lange 
Zeit  der  bloßen  Anschauung  entstammende  Vorurteile  geherrsdit 
hatten,  wurde  gereinigt  und  vertieft.  Die  Geometrie  und  Mechanik, 
soviel  als  möglich  von  der  Ansdiauung  unabhängig  gemacht, 
wurden  zu  „hypothetisch -deduktiven  Systemen“  — gegründet 
auf  eine  bestimmte  Zahl  von  Axiomen  oder  Postulaten,  von 
denen  alles  übrige  sich  rein  logisch  ableiten  läßt.  Schließlich 
wurden  die  Mathematiker,  indem  sie  sozusagen  die  Grundpfeiler 
ihrer  Wissenschaft  aushöhlten  und  das  ganze  Gebäude  einem 
Umbau  unterzogen,  dazu  geführt,  zwei  neue  Theorien  zu  be- 
gründen, die  seither  als  Grundlagen  für  alle  anderen  zu  dienen 
haben:  die  Mengenlehre  und  die  Gruppentheorie;  mit  anderen 
Worten,  die  Wissenschaft  von  den  Vielheiten  und  die  Wissen- 
schaft von  der  Anordnung.  So  zeigte  es  sich,  daß  die  Wissen- 
schaften der  Zahl  und  der  Größe  keine  ursprünglichen  seien, 
sondern  auf  Lehrgebäuden  mit  einem  eher  logischen  als  mathe- 
matischen Charakter  und  auf  Begriffen  ruhen,  die  nichts  mehr 
von  Quantität  enthalten. 

Andererseits  erwachte  die  Logik,  dank  den  Bemühungen 
der  Mathematiker,  ungefähr  um  die  gleiche  Zeit  aus  ihrer  jahr- 
hundertelangen Erstarrung:  Vor  allem  wurde  sie  sich  bewußt, 
daß  sie  nicht  einmal  das  ganze  Feld,  auf  das  sie  Aristoteles 
beschränkt  hatte,  erforscht  und  erschlossen  hatte.  Auch  entdeckte 
sie  in  dem  eng  umschriebenen  Gebiet  der  Subsumtionsbeziehungen 
von  Begriffen  noch  viele  andere  Formen  der  Deduktion  außer 
den  nur  allzu  berühmten  Modis  des  Syllogismus  (von  denen  sich 
überdies  vier  als  falsch  erwiesen).  Unter  Entlehnung  zwar  nicht 
der  Prinzipien,  wohl  aber  der  Methode  und  des  Symbolismus 
der  Algebra  ward  die  formale  Logik  zum  erstenmal  unter  der 
doppelten  Form  eines  Klassen-  und  eines  Urteilskalküls  be- 
gründet, die  unter  sich  eine  überraschende  Analogie  darbieten. 
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Sodann  bemerkte  die  Logik,  daß  der  menschliche  Verstand  im 
täglichen  Leben  wie  in  den  Wissenschaften  viele  andere  Be- 
ziehungen außer  denen  der  Unterordnung  von  Begriffen  be- 
trachte und  handhabe,  und  sie  unternahm  alle  diese  Beziehungen 
zu  ordnen  und  zu  analysieren  auf  Grund  eines  Studiums  jener 
formalen  Eigenschaften,  die  sie  der  Deduktion  fähig  machen. 
Indem  sie  auf  diese  Art  ihren  früher  so  beschränkten  Horizont 
ins  Unbestimmte  erweiterte,  wurde  sie  zur  Logik  der  Relationen. 
Und  da  die  einfachsten  und  elementarsten  Beziehungen  sich  in 
den  mathematischen  Theorien  finden,  ließ  sie  sich  die  Analyse 
und  Verifikation  der  Verkettung  mathematischer  Lehrsätze,  ja 
selbst  die  Beweise  der  angeblichen  Axiome  durch  Zurückführung 
derselben  auf  rein  logische  Grundsätze  angelegen  sein.  Von  da 
an  war  die  Brücke  zwischen  den  beiden  ehemals  getrennten 
Gebieten  der  Logik  und  Mathematik  geschlagen.  Der  Klassen- 
kalkül erscheint  als  der  elementarste  Teil  der  Mengenlehre, 
und  die  Logik  der  Relationen  ist  die  unentbehrlidie  Grund- 
lage der  Gruppen-  und  Funktionentheorie:  So  hat  sidi  die 
Vereinigung  — um  nidit  zu  sagen  — Verschmelzung  der  Logik 
und  Mathematik  in  unseren  Tagen  vollzogen.  Man  kann  nicht 
mehr  abgrenzen,  wo  die  Logik  aufhört  und  wo  die  Mathematik 
beginnt,  und  man  kann  diese  beiden  Disziplinen  nur  so  von- 
einander scheiden,  daß  man  mit  H.  RusselU)  sagt,  die  Logik 
stelle  den  allgemeinen  und  grundlegenden  Teil  der  Mathematik 
dar,  und  die  Mathematik  bestehe  in  der  Anwendung  der  logi- 
schen Grundsätze  auf  besondere  Beziehungen.^) 

Wohlgemerkt  handelt  es  sich  bei  alledem  nur  um  die  reine 
Mathematik,  die  nach  einem  Ausdruck  von  Herrn  Pieri  als  ein 
„hypothetisch-deduktives  System“  aufzufassen  ist,  d.  h.  als  eine 
Gesamtheit  von  Lehrsätzen,  deren  Wahrheit  bestimmten  Hypo- 
thesen untergeordnet  ist,  von  weldien  sie  sich  logisch  ableiten 
lassen.  Bekanntlich  ist  jede  mathematische  Theorie  von  gewissen 
Hypothesen,  bzw.  ausgesprochenen  oder  unausgesprochenen  Be- 
dingungen abhängig:  Wenn  diese  Hypothesen  wahr  sind  (in 


y a.  a.  0.,  S.  9. 

2)  Die  Beziehungen  von  Logik  und  Mathematik  sind  in  unserem 
„Beschluß“  präzisiert. 
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diesem  besonderen  Falle),  so  ist  der  Lehrsatz  wahr  (in  dem 
gleichen  Falle).  Dies  zeigt  deutlich  den  logischen  Charakter 
der  mathematischen  Wahrheiten,  sowie  die  Ärt  der  Geltung,  die 
sie  besitzen  und  die  man  eine  hypothetische  Notwendigkeit 
nennen  kann.  Von  hier  aus  versteht  man  dann  die  Definition,  mit 
der  H.  Russell  sein  Werk  eröffnet:  „Die  reine  Mathematik  ist 
die  Gesamtheit  der  Urteile  von  der  Form:  ,Äus  p folgt  q\  wobei 
p und  q Urteile  bedeuten,  die  die  gleichen  Variablen  und  nur 
logische  Konstanten  enthalten.“^)  Mit  anderen  Worten:  die  reine 
Mathematik  ist  eine  Gesamtheit  rein  formaler,  von  allem  Inhalt 
unabhängiger  Abhängigkeitsbeziehungen.  Und  dies  macht 
die  widersinnig  scheinende  und  humoristisch  klingende  Behaup- 
tung wahr,  die  derselbe  Autor  anderswo  aufstellt:  „Die  Mathe- 
matik ist  eine  Wissenschaft,  wo  man  niemals  weiß,  wovon  man 
spricht,  noch  auch  ob  das,  was  man  sagt,  wahr  ist.“^)  In  der 
Tat  weiß  man  nicht,  wovon  man  spricht,  weil  der  Inhalt  der  Ab- 
hängigkeiten unbestimmt  ist,  und  man  weiß  nicht,  ob  das,  was 
man  sagt,  wahr  ist,  weil  die  Wahrheit  der  Folgerung  von  der 
Wahrheit  der  Hypothesen  abhängt,  die  ihrerseits  abhängt  von 
dem  Inhalt,  den  man  ihnen  gibt.®)  Die  angewandte  Mathe- 
matik besteht  gerade  in  der  Anwendung  dieser  formalen  Ab- 
hängigkeitsbeziehungen auf  inhaltliche  Daten;  daher  werden  die 
Behauptungen  der  Theoreme  wahr  in  jenen  Fällen  und  in  dem 
Maße,  wo,  resp.  als  ihre  Voraussetzungen  durch  jene  Daten 
erfüllt  werden.  Allein  die  Theoreme  selbst  sind  immer  wahr, 
insoferne  sie  formale  Abhängigkeitsbeziehungen  sind,  die,  wie 
sich  zeigen  wird,  weder  die  Wahrheit  ihrer  Vordersätze  noch 


^)  Diese  Äusdrücke : Konstanten  und  Variable  werden  später  erklärt 
werden. 

2)  Recent  work  on  the  principles  of  Mathematics,  The  International 
Monthly,  Bd.  IV,  1,  S.  84.  Burlington,  Juli  1901. 

3)  Man  braucht  daraus  nicht  zu  schließen,  wie  die  modernen  Skeptiker 
es  zu  tun  sich  beeilt  haben,  daß  es  gar  keine  Wahrheit  in  der  Mathe- 
matik gebe,  denn  wie  es  immer  auch  mit  der  Wahrheit  der  Voraus- 
setzungen und  der  Folgerungen  sich  verhalten  mag,  die  sic  verbindenden 
Äbhängigkeitsbeziehungen  bleiben  wahr  und  sind  somit  schlechthin  wahr. 
Der  gemeine  Menschenverstand  hat  somit  recht,  die  (in  diesem  Sinn 
verstandenen)  mathematischen  Sätze  als  Typus  der  allgemeinen  und  not- 
wendigen Wahrheit  zu  betrachten. 
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die  ihrer  Nachsätze  voraussetzen.  Die  angewandte  Mathematik 
umfaßt  die  Geometrie  und  die  Mechanik,  soweit  sie  sich  auf  den 
wirklichen  Raum  und  die  reale  Welt  (oder  vielmehr  aktuale, 
wie  man  im  Englisdien  sagt)  beziehen,  aber  nicht,  sofern  sie 
über  einen  idealen  Raum  und  eine  mögliche  Welt  spekulieren. 
Desgleichen  umfaßt  sie  die  Mathematik  der  „konkreten“  Zahlen, 
d.  h.  aller  Anwendungen  der  Zahlen  auf  die  Abzählung  realer 
Objekte  oder  auf  die  Abmessung  realer  Größen.  Derart  ist  die 
reinliche  und  logische  Scheidung  der  reinen  und  angewandten 
Mathematik,  die  man  neuerlich,  wie  uns  scheint  mit  Unrecht, 
bestritten  hat.^) 

Diese  fortschreitende  Verschmelzung  der  Logik  und  reinen 
Mathematik,  die  unausgesprochen  und  fast  unbewußt  durch  die 
Arbeiten  von  Boole,  Schröder  und  Peirce  auf  der  einen,  von 
Weierstraß,  Georg  Cantor  und  Peano  auf  der  anderen  Seite  ver- 
wirklicht worden  ist,  begründet  offenkundig  eine  Revolution  in 
der  Philosophie  der  Mathematik  und  demzufolge  in  der  Er- 
kenntnistheorie. Sie  war  reif  für  eine  systematische  Darstellung, 
welche  die  Zusammenfassung  all  dieser  verstreuten  Arbeiten  sein 
mußte.  Und  diese  Synthese,  die  wir  seit  einigen  Jahren  un- 
geduldig erwarteten,  ist  heute  vorhanden.  Die  Arbeit  von 
H.  Russell  faßt  die  Ergebnisse  der  kritischen  Forschungen  der 
modernen  Mathematiker,  sowie  die  neuen,  diesen  Forschungen 
entsprossenen  Theorien  zusammen  und  ordnet  sie.  Es  ist  das 
eine  logische  Rekonstruktion  der  ganzen  reinen  Mathematik 
mittelst  der  „Logistik“  von  H.  Peano  auf  dem  noch  neuen  Gebiet 
der  Logik  der  Beziehungen,  die  der  Verfasser  vervollständigt 
und  vollendet  hat.^)  Alles  in  allem  — ist  diese  Arbeit  be- 
stimmt, die  Behauptung  von  der  fundamentalen  Identität  der 
Logik  und  Mathematik  zu  erhärten,  indem  sie  zeigt,  daß  alle 
Urteile  der  letzteren  sich  auf  neun  undefinierbare  Begriffe  und 
zwanzig  unbeweisbare  Grundsätze  stützen,  welche  zugleich  die 
Grundbegriffe  und  Grundsätze  der  Logik  selbst  sind. 

1)  L.  Weber,  Vers  le  positivisme  absolue  par  ridcalisme,  S.  242  ff. 
Paris,  Älcan  1903, 

2)  Siehe  Russell,  Sur  la  logique  des  relations,  avec  des  appli- 
cations  ä la  theorie  des  series,  Revue  de  Mathematiques  de  G.  Peano, 
Bd.  VII,  S.  115-147.  Turin  1902. 
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Um  die  Wahrheit  zu  sagen,  der  formelle  Beweis  für  diese 
Behauptung  (mittels  der  symbolischen  Logik,  die  allein  strenger 
und  sicherer  Schlußweise  entstammt)  wird  erst  im  zweiten  Bande 
zu  finden  sein , den  H.  Russell  unter  Mitwirkung  von  H.  White- 
head,  dem  Verfasser  des  schönen  Traktats  „Über  allgemeine 
Algebra“,  vorbereitet.^)  Aber  unausgesprochen  findet  er  sich 
schon  in  den  Arbeiten  von  H.  Peano  und  seiner  Schule,  und 
insbesondere  in  dem  Formulaire  de  Mathematiques,  das 
deren  Hauptfrucht  ist. 

Das  ist  nun  der  Beweis,  den  wir  summarisch  darlegen 
wollen,  freilich  in  einer  zweifellos  weniger  strengen,  aber  auch 
weniger  fachmäßigen  und  den  in  der  Logistik  nicht  bewanderten 
Philosophen  leichter  zugänglichen  Form.  Doch  empfiehlt  es  sich, 
vorher  die  Grundsätze  und  die  Grundbegriffe  der  Logik  auf- 
zuführen, weil  es  die  Grundsätze  und  Grundbegriffe  der  ganzen 
Mathematik  sind,  und  man  in  jedem  Fall,  um  diese  Behauptung 
beurteilen  zu  können,  die  Methode  kennen  muß,  durch  die  sie  er- 
härtet werden  zu  können  scheint.  Überdies  haben  wir  gesagt, 
daß  die  klassische  Logik  von  Grund  aus  unzureichend  war,  von 
den  mathematischen  Überlegungen  Rechenschaft  zu  geben;  es 
ist  demnach  interessant,  ja  selbst  notwendig,  einen  gedrängten 
Bericht  über  die  moderne  Logik  zu  geben,  welche  die  klassische 
Logik  ganz  in  sich  enthält,  aber  unendlich  viel  weiter  und  um- 
fassender als  diese  und  die  wahre  Logik  der  mathematischen 
Disziplinen  ist. 


y Ä treatise  on  Universal  Algebra.  Bd.  I (Cambridge  1898).  Vgl. 
unseren  Aufsatz  über:  L’Algebre  universelle  de  M.  Whitehead,  Revue  de 
M^taphgsique  et  de  Morale,  Bd.  VIII,  S.  323—362.  Mai  1900. 
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Grundsätze  der  Logik.^) 

Wie  jede  deduktive  Theorie  ruht  die  formale  Logik  auf 
einer  bestimmten  Zahl  von  (nidit  definierten)  Grundbegriffen  und 
(ohne  Beweis  zugelassenen)  Grundsätzen.  Das  Ideal  wäre  augen- 
sdieinlidi,  die  Grundsätze  und  Grundbegriffe  auf  die  kleinstmög- 
liehe  Zahl  zu  reduzieren,  und  dies  ist  es,  worum  sidi  H.  Russell 
in  seiner  Arbeit  bemüht  hat.  Nur  sieht  er  sich,  um  die  Formeln 
und  Ableitungen  auf  ein  Mindestmaß  von  formaler  Einfachheit 
zu  bringen,  dahin  geführt,  seine  Grundsätze  in  einer  Form  aus- 
zusprechen, die  manchmal  künstlich  und  paradox  scheint  und  die 
nicht  immer  jene  Evidenz  aufweist,  welche  der  gesunde  Menschen- 
verstand anscheinend  fordern  möchte.  Man  muß  zweifellos  auf 
diese  Evidenz  verzichten,  die  nicht  nur  keine  Bedingung,  son- 
dern eher  ein  Hindernis  logischer  Strenge  ist.  Wie  viele  Lehr- 
sätze der  Arithmetik  und  Geometrie  sind  „evidenter“  als  die 
Axiome,  auf  die  man  sie  gründet!  Niemals  wären  die  mathe- 
matischen Disziplinen  als  deduktive  Wissenschaften  begründet 
worden,  wenn  man  alle  als  evident  anerkannten  Sätze  ohne 
weiters  angenommen  hätte,  und  wenn  sich  nicht  scharf- 
sinnige Denker  gefunden  hätten,  um  Wahrheiten  des  gesunden 
Menschenverstandes  zu  erweisen  wie  „2X2  = 4“.  Wenn 
man  nach  der  Vorschrift  von  Leibniz  „die  Axiome  zu  beweisen“ 
sucht,  so  ist  es  unvermeidlich,  daß  man  schließlich  evidente 


^)  Vgl.  unseren  Artikel:  La  Logique  mathematique  de  M.  Peano. 
Revue  de  Metaphgsique,  Bd.  VII,  S.  616—646  (Sept.  1899).  Allerdings 
müssen  wir  sagen,  daß  wir  heute  nicht  mehr  alle  kritischen  Folgerungen 
dieses  Artikels  unterschreiben  möchten. 
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Sätze  von  soldien  ableitet,  die  weniger  evident  sind,  und  man 
infolgedessen  das  Klare  durch  das  Dunkle,  das  Gewisse  durch 
das  Zweifelhafte  zu  erhärten  scheint.  Allein  das  Wesentliche  ist 
die  logische  Ableitung  der  Gesamtheit  der  angenommenen  Wahr- 
heiten von  der  kleinstmöglichen  Zahl  von  Grundsätzen.  Darum 
muß  man  die  Evidenz  weniger  hoch  anschlagen,  ein  Moment, 
das  ganz  subjektiv,  also  veränderlich  und  rein  psychologisch,  also 
der  Logik  fremd  ist.  Überdies  haben  die  Grundsätze  teil  an  der 
Evidenz,  die  der  gesunde  Verstand  ihren  Folgerungen  zubilligt. 

Nichtsdestoweniger  werden  wir,  um  den  Leser  nicht  zurück- 
zustoßen oder  ihm  Ärgernis  zu  geben,  da  und  dort  von  der 
Ausdrucksweise  der  Grundsätze  bei  H.  Russell  abweichen.^)  Man 
weiß  übrigens,  daß  es  immer  möglich  ist,  die  Grundsätze  einer 
deduktiven  Theorie  durch  andere  zu  ersetzen:  Es  genügt  dazu 
oft,  die  Wahl  oder  die  Reihenfolge  der  Grundsätze  zu  ändern.^) 
Ganz  verschiedene  Zusammenstellungen  von  Grundsätzen  ver- 
mögen das  gleiche  System  von  Folgerungen  zu  erzeugen.  Daher 
ist  das  Wesentliche  in  einer  logischen  Theorie  weniger  die  ab- 
änderungsfähige Gesamtheit  der  Grundsätze,  als  vielmehr  die 
bestandhabende  Gesamtheit  von  Folgerungen.  Möge  es  dem 
Leser  genügen  zu  wissen,  daß  die  Grundsätze,  die  wir  zur 
größeren  Klarheit  an  die  Stelle  gewisser  Grundsätze  von  H.  Russell 
setzen  werden,  sich  formal  von  diesen  ableiten,  derart,  daß  sie, 
wenn  nicht  notwendig,  so  doch  jedenfalls  hinreichend  sind 
zur  Begründung  der  Logik  und  infolgedessen  auch  der  reinen 
Mathematik.®) 

§ A.  Urteilskalkül.") 

Der  grundlegende  Teil  der  Logik  ist  der  Urteilskalkül.  Wollte 
man  in  der  Tat  mit  irgend  einer  anderen  Lehre  beginnen,  man 

y a.  a.  0.  Kap.  II:  Symbolic  Logic. 

2)  Vgl.  G.  Pcano,  Lcs  d^finitions  mathematiques,  Bibliotheque  du 
Congres  de  Philosophie,  Bd.  III,  S.  280;  Ä.  Padoa,  Introduction  logique 
ä une  theorie  deductive  quelconque,  ebd.  S.  315. 

3)  Für  eine  eingehendere  Darstellung  der  Grundlagen  der  Logik 
verweisen  wir  den  Leser  auf  unseren  Traktat  der  Logistik,  von  dem  das 
vorliegende  Kapitel  einen  Äuszug  darstellt. 

4)  Russell  a.  a.  O.  § 14—19;  insbes.  § 18.  Hufzählung  der  zehn 
Äxiome  des  ürteilskalküls. 
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könnte  nichts  aus  den  Grundsätzen  dieser  Lehre  ableiten,  solange 
man  nicht  die  Grundsätze  des  Urteilskalküls  angenommen  hätte, 
die  der  Nerv  jedes  Schlusses  sind.  Die  wichtigste  Beziehung  in 
diesem  Kalkül  ist  die  Äbhängigkeitsbeziehung  zwischen  zwei 
Sätzen:  sie  ist  der  erste  undefinierbare  Begriff  in  demselben. 
Man  bezeichnet  die  Urteile  durch  die  Buchstaben  /?,  <7,  r . . . 
und  schreibt  „p  schließt  q ein“  in  folgender  Form: 

P 0 

Diese  Formel  bezeichnet,  daß  „wenn  p wahr,  auch  q wahr“ 
ist,  oder  „wenn  q falsch,  so  auch  p“  oder  p kann  nicht  wahr 
und  zugleich  q falsch  sein;  oder  endlich  „entweder  ist  p falsch, 
oder  q wahr“.^)  Alle  diese  gleichwertigen  (aber  abgeleiteten) 
Behauptungen  können  nur  zur  Erläuterung,  aber  nidit  zur 
Definition  der  Abhängigkeit  poq  dienen. 

H.  Russell  definiert  die  Urteile  wie  folgt:  „ein  Urteil  ist 
das,  was  sich  selbst  einschließt.“  Anders  ausgesprochen:  er  be- 
nützt als  Definition  des  Urteilsbegriffes  das  Identitätsprinzip. 
Um  auszudrücken,  daß  p,  ^ . Urteile  sind,  schreibt  er:  pdp, 

qoq  usw.  Man  sieht  schon  hier  den  Unterschied  zwischen  den 
mathematischen  und  den  philosophischen  Definitionen.  Vom 
philosophischen  Standpunkt  aus  scheint  der  Abhängigkeitsbegriff 
den  des  Urteils  vorauszusetzen,  gerade  weil  die  Urteile  allein 
einschließen  oder  eingeschlossen  sein  können.^) 

Es  folgt  sodann  die  Definition  des  logischen  Produkts  von 
zwei  Urteilen.  Wir  übergehen  sie  wegen  ihrer  Dunkelheit  und 
Kompliziertheit;  wir  ziehen  es  vor,  diesen  Begriff  als  undefinier- 
bar anzunehmen  und  ihn  mit  Worten  zu  erklären.  Das  logische 
Produkt  von  zwei  oder  mehreren  Urteilen  p,  q , . , ist  die 
gleichzeitige  Behauptung  dieser  Urteile:  Es  besteht  in  der 
Aussage,  daß  p,  g . , . . alle  zugleich  wahr  seien.  Man  schreibt 
es  pr\q  oder  einfach  pq,  wie  ein  arithmetisches  Produkt. 

Die  letzte  dieser  sprachlichen  Ausdeutungen  verdient  den  Vorzug, 
weil  sie  die  wenigst  zweideutige  ist. 

2)  H.  Russell  wird  so  zur  Formulierung  zweier  anderer  Grundsätze 
geführt,  die  uns  philosophisch  unnütz  oder  nichtssagend  erscheinen; 

pD  q •D  -po p 
pD  q-o  ' qo  q 

d.  h.  „Wenn  p q einschließt,  so  ist  p ein  Urteil  und  q ein  Urteil.“ 
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Die  Gleichwertigkeit  von  zwei  Urteilen  läßt  sich  jetzt  wie 
folgt  definieren^): 

p = q^  = -poq-qop, 

„Die  Aussage  p ist  gleidi  q heißt  soviel,  als  p sciiließt  q 
und  q p ein.“^) 

Wir  können  jetzt  die  folgenden  fünf  Grundsätze  aufzählen, 
indem  wir  ihnen  symbolische  Form  geben.  (Im  folgenden  wer- 
den wir  zur  Vereinfachung  der  Formeln  ein  für  allemal  voraus- 
setzen, daß  p,  qy  r Urteile  sind.) 

1.  Das  Kommutationsgesetz:  pr^q==q r^p. 

2.  Das  Assoziationsgesetz:  p r^{q  r^r)  = {p  r^q)r\r, 

3.  Das  Vereinfachungsprinzip:  pr^qop. 

„Die  gleichzeitige  Behauptung  von  p und  q schließt  die  Be- 
hauptung von  p ein.“ 

4.  Das  Zusammensetzungsprinzip:  poq-por-opoqr^r. 

„Wenn  p einzeln  q und  r einschließt,  so  schließt  p (die 
gleichzeitige  Behauptung  von  q und  r)  qr\r  ein.“ 

y Die  Punkte  in  den  folgenden  Formeln  vertreten  (mit  Vorteil) 
Klammern.  Sie  dienen  zur  Trennung  der  verschiedenen  Teile  einer 
Formel.  Man  hat  zunächst  die  durch  einen  einzigen  Punkt,  dann  die 
durch  zwei  Punkte  getrennten  Teile  usw.  zu  vereinigen.  Daraus  ergibt 
sich,  daß  die  Hauptkopula  (die,  weiche  das  Gesamturteil  darstellt)  die- 
jenige ist,  welche  von  der  größten  Punktzahl  umrahmt  erscheint.  Man 
erspart  Punkte  mit  Hilfe  gewisser  Vereinbarungen;  z.  B.  durch  die  An- 
nahme, daß  pqo  r {pq)  or  bezeichnet,  wird  man  p-q-o-r  statt  p»q:o  -r 
schreiben  können. 

2)  Man  darf  nicht  glauben,  daß  diese  Formel  einen  Zirkelschluß  be- 
gründet, weil  man  in  ihr  als  Hauptkopula  das  zu  definierende  Zeichen  = 
anwendet.  Dieses  Zeichen  hat  nicht  den  gleichen  Sinn  in  den  beiden 
Fällen.  Als  Hauptkopula  bezeichnet  es:  „Gleich  nach  Definition“,  und 
diese  Art  von  Gleichheit,  konventionell  und  willkürlich  in  gewissem  Sinne, 
ist  wohl  verschieden  von  dem  der  Gleichwertigkeit.  Eine  Definition 
besteht  in  der  Mathematik  und  Logistik  darin,  daß  man  einem  Symbol 
einen  Sinn  erteilt,  das  noch  keinen  hat,  indem  man  es  als  gleich- 
wertig ansetzt  mit  einer  Vereinigung  von  Symbolen,  in  der  es  nicht  vor- 
kommt und  die  schon  einen  Sinn  hat.  Auch  ist  die  mathematische 
oder  logische  JDefinition  nur  ein  Übereinkommen  in  der  Schreibweise, 
eine  Abkürzung.  Sie  ist  nicht  ein  Urteil  (das  notwendigerweise  wahr 
oder  falsch  wäre)  und  noch  weniger  ein  Grundsatz.  Vgl.  § D;  Methoden- 
lehrc. 
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5.  Das  Prinzip  des  (hypothetischen)  Schlusses: 

poq-qor-opor. 

„Wenn  p q einsdiließt  und  q r,  so  schließt  p audi  r ein.“ 
In  der  Sprache  der  Logik  der  Beziehungen  besagt  dieses  Prinzip, 
daß  die  Äbhängigkeitsbeziehung  transitiv  ist. 

Man  betrachtet  im  allgemeinen  das  Prinzip  des  Syllogismus 
als  die  Grundlage  oder  als  den  Typus  aller  Deduktion.  Es 
können  jedodi  alle  anderen  Prinzipien  der  Logik,  die  von  diesem 
unabhängig  sind,  als  Typus  und  Grundlage  von  deduktiven 
Schlüssen  dienen  und  tun  es  auch  wirklich.  Ja  noch  mehr:  Das 
Prinzip  des  Syllogismus  kann  wie  die  anderen  irgend  weldie 
einzelne  Folgerung  nur  kraft  eines  anderen  Prinzips  rechtfertigen, 
welches  sich  so  aussprechen  läßt:  „Wenn  man  eine  (gültige)  Ab- 
hängigkeit poq  hat,  und  wenn  die  Voraussetzung  p wahr  ist,  so 
ist  auch  der  Satz  q wahr,  derart,  daß  man  ihn  für  sich  allein 
behaupten  kann.“  Und  in  der  Tat,  worin  besteht  eine  Folgerung, 
z.  B.  eine  syllogistische  Folgerung?  Sie  besteht  nicht  einfach  in 
der  Konstatierung  und  Behauptung  einer  Abhängigkeitsbeziehung 
zwischen  den  Prämissen  und  dem  Schlußsätze:  sie  besteht  viel- 
mehr außerdem  in  der  Konstatierung  der  Gültigkeit  (oder  Gültig- 
keitsannahme) der  Prämissen,  und  in  der  Behauptung,  daß  der 
Schlußsatz  „schlechthin“,  d.  h.  für  sich  allein  Geltung  hat.  Aber 
das  kann  nur  kraft  des  vorstehenden  Prinzips  geschehen.  Das- 
selbe ist  also  unentbehrlich  und  grundlegend  in  der  Logik,  es 
ist  der  Nerv  einer  jeden  Deduktion,  weil  dieses  Prinzip  allein 
von  den  Prämissen  zum  Schlußsatz  überzugehen  gestattet:  an 
die  Stelle  jener  diese  zu  setzen  und  infolgedessen  schrittweise 
auf  dem  Wege  des  Schlusses  fortzuschreiten.  Aus  diesem 
Grunde  werden  wir  es  von  nun  ab  das  Prinzip  der  Deduk- 
tion nennen.^) 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  daß  dieses  Prinzip  sich 


^)  Es  ist  auch  das  Prinzip  des  hypothetischen  Schlusses  (modus 
ponens):  „Wenn  p gilt,  gilt  auch  q\  p gilt,  also  gilt  auch  Der 
modus  tollens(^ist  falsch,  folglich  ist  auch  p falsch)  leitet  sich  von 
dem  vorstehenden  mittels  des  Kontrapositionsprinzips  ab.  (Siehe 
weiter  unten.) 
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nicht  symbolisch  ausdrüdcen  läßt.  Man  könnte  zwar  versucht 
sein,  es  so  zu  schreiben: 

p-poq^d^q. 

Allein  diese  Formel  ist  nicht  auflösbar  und  gestattet  nicht, 
daß  q für  sich  allein  bejaht  wird.  Um  dies  tun  zu  können, 
müßte  man  den  Vordersatz  P'poq  unterdrücken  können,  was 
nur  kraft  des  in  Rede  stehenden  Prinzips  möglich  ist.  Wie 
H.  Russell  bemerkt,  gibt  dieses  Prinzip  die  Grenzen  der  sym- 
bolischen Bezeichungsweise  an.  Übrigens  liegt  nichts  Erstaun- 
liches darin,  daß  es  jener  Bezeichnungsweise  nicht  gelingt, 
alle  Grundsätze  zu  übersetzen,  denn  man  muß  augenschein- 
lich die  Anfangssymbole  und  Grundformeln  in  der  Wortsprache 
definieren. 

Doch  das  ist  noch  nicht  alles:  Diesen  Grundsätzen  muß  man 
das  Substitutionsprinzip  hinzugesellen,  das  sich  folgender- 
maßen aussprechen  läßt:  „In  einer  allgemeinen  Formel  läßt  sich 
an  Stelle  eines  allgemeinen  oder  unbestimmten  Ausdrucks  ein 
besonderer  oder  individueller  Ausdruck  setzen.“  Dies  ist  evident, 
weil  eine  allgemeine  Formel  nur  Wert  und  Sinn  hat,  soweit  sie 
sich  auf  besondere  Ausdrücke  anwenden  läßt.  Dieses  Prinzip 
läßt  sich  deswegen  wie  das  vorhergehende  in  Zeichen  über- 
tragen, gerade  deshalb,  weil  es  auf  dem  Gebrauch  der  Zeichen 
beruht;  und  in  der  Tat  könnte  man  es  mit  Einschluß  des  Be- 
griffs „besonderer  Ausdruck“  nur  mit  Hilfe  allgemeiner  Zeichen 
ausdrücken;  aber  um  es  auf  wirkliche  Einzelausdrücke  anzu- 
wenden, müßte  man  diese  an  Stelle  derjenigen  allgemeinen  Aus- 
drücke setzen  können,  die  besondere  in  der  Formel  vertreten, 
was  nur  kraft  des  Prinzips  selbst  möglich  ist.^) 

Es  empfiehlt  sich,  in  den  logischen  Kalkül  zwei  besondere 


y Was  das  von  Stanley  Jevons  in  den  Vordergrund  gerückte 
Prinzip  von  der  Substitution  des  Gleichwertigen  betrifft,  so  ist  dieses 
nicht  ein  Axiom,  sondern  ein  Lehrsatz  oder  vielmehr  eine  Vereinigung 
von  Lehrsätzen,  die  man  für  jede  besondere  Beziehung  oder  Rechnungs- 
art beweist.  Es  macht  in  der  Tat  eine  besondere  Eigenschaft  gewisser 
Beziehungen  oder  Operationen  aus,  d.  i.  nämlich  die  Eindeutigkeit.  Das 
euklidische  Axiom  z.  B.  „gleiches  zu  gleichem  gibt  gleiches*  drückt  aus, 
daß  die  Addition  eine  eindeutige  Rechnungsart  ist  usw. 
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Äusdrücke  einzuführen,  das  Wahre  (V)  und  das  Falsche  (A). 
Man  kann  sie  auf  formale  Art  folgendermaßen  definieren: 

A^x,  xoy 

was  immer  auch  das  Urteil  x sei;  anders  ausgedrückt:  „Das 
Falsche  schließt  alles  ein  und  das  Wahre  wird  von  allem  ein- 
geschlossen.“  Es  läßt  sich  zeigen,  daß  die  so  definierten  Aus- 
drücke einzig  sind.  Diese  ein  wenig  widersinnig  erscheinende 
Definition  rechtfertigt  sich  durch  sämtliche  Folgerungen,  die  man 
aus  der  Formel  ziehen  kann. 

Man  kann  dann  die  logische  Summe  zweier  Urteile  und 
zwar  folgendermaßen  definieren:  Die  logische  Summe  zweier 
Urteile  p und  q ist  ein  Urteil  5,  das  von  jedem  von  ihnen  ein- 
geschlossen wird  und  selbst  jedes  Urteil  einschließt,  das  von 
jedem  von  ihnen  eingeschlossen  wird.  Diese  formale  Definition 
läßt  sich  in  die  Formel  kleiden: 

pos-qosipox-qox-sox. 

Man  wird  sich  mühelos  klar,  daß  die  logische  Summe  zweier 
Urteile  ihre  Disjunktion  ist:  „Entweder  gilt  p oder  gilt  g“ 
oder  einfach:  „p  oder  g“.  Man  stellt  sie  dar  durch  p^q.  Die 
vorstehenden  Formeln  werden  infolgedessen: 

pop^q-qopvjq:pox-qDX»pKjqDX. 

Die  beiden  ersten  heißen  nach  Analogie  Vereinfachungs- 
prinzip, die  letzte  Zusammensetzungsprinzip. 

Nun  kann  man  die  Negation  auf  formale  Art  definieren. 
Die  Verneinung  (oder  besser  das  Negativ)  eines  Urteils  p stellt 
sich  durch  -p  dar,  was  sich  als  nicht-p  ausspricht.  Das  ist  gemäß 
der  Definition  ein  Urteil,  welches  mit  p die  folgenden  zwei  Be- 
ziehungen befriedigt: 

po-p=A  pKjp-  = y, 

„Die  gleichzeitige  Bejahung  von  p und  nicht  p ist  falsch; 
die  Disjunktion  von  p und  nicht  p ist  wahr.“  Die  erste  dieser 
beiden  Formeln  bildet  das  Prinzip  vom  Widerspruch:  „P  und 
nicht  p können  nicht  zugleich  wahr  sein.“  Das  zweite  ist  das 
Prinzip  vom  ausgeschlossenen  Dritten  „entweder  p oder 
nicht  p ist  wahr.“  So  stellen  diese  zwei  „Prinzipe“  vereinigt  in 
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Wahrheit  die  Definition  der  Verneinung  dar.  Sie  sind  somit 
unabhängig  voneinander  und  jedes  unabhängig  vom  Identitäts- 
prinzip.^) 

Zum  Beweis,  daß  das  Negativ  eines  Urteils  einzig  sei,  muß 
man  nodi  ein  Grundurteil  annehmen,  das  Kontrapositions- 
prinzip^): 

poq-o-qo-p. 

„Wenn  p q einsdiließt,  so  schließt  nidit-^  das  nicht-/?  ein,“ 
woraus  man  das  Gesetz  der  doppelten  Verneinung  ableitet: 

- (-P)  = A 

„Das  Negativ  von  nicht-/?  ist  mit  p gleichwertig“  oder,  wie 
man  gewöhnlich  sagt:  Zwei  Verneinungen  ergeben  eine  Be- 
jahung. 

Zur  Vervollständigung  des  Urteilskalküls  mußte  man  ein 
letztes  Prinzip  einführen,  das  wir  das  Behauptungsprinzip 
benennen  werden  und  das  sich  in  der  einen  oder  anderen  der 
folgenden  Formeln  ausdrückt®): 

P = (P  = V)  -P  = (P=M 

was  immer  auch  das  Urteil  p sei.  Mit  anderen  Worten,  ein 
beliebiges  Urteil  p ist  mit  der  Behauptung  gleichwertig:  „/?  gilt“ 
oder  „nicht-/?  gilt  nicht“/) 


^)  Älle  Beweise,  durch  die  man  diese  zwei  Prinzipien  abzuleiten 
beansprucht  hat,  sei  es  eins  vom  anderen,  sei  es  vom  Identitätsprinzip, 
setzen  schon  den  Verneinungsbegriff  voraus  und  begründen  infolgedessen 
einen  Zirkelschluß  (oder  zum  mindesten  eine  petitio  principii,  sobald  man 
die  Verneinung  als  Grundbegriff  annimmt). 

2)  So  benannt,  weil  es  die  Grundlage  des  klassischen  Kontraposi- 
tionsprinzips ist  (nach  welchem  man  aus  „alle  a sind  6“  schließt:  „alle 
nicht-ö  sind  nkht-a“).  Dasselbe  ist  auch,  wie  schon  gesagt,  die  Grund- 
lage des  hypothetischen  Schlusses  (modus  tollen s)  und  demzufolge  aller 
sog.  Beweise  ad  absurdum,  wie  sie  so  oft  in  der  Mathematik  gebraucht 
werden. 

®)  Diese  beiden  Formeln  sind  gleichwertig,  denn  es  läßt  sich  mit 
Hilfe  der  vorstehenden  Prinzipe  beweisen,  daß  -V  = A»  ‘^^ß: 

(P  = 9)  = (-/’  = -?)• 

*)  Diese  Übersetzung  ist  berechtigt,  denn  kraft  des  Gesetzes  von 
der  doppelten  Verneinung  ist  die  Verneinung  von  -a  a. 
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Vom  Bchauptungsprinzip  läßt  sich  wieder  das  Prinzip 
der  Hineinsdiaffung  oder  Herausstellung  ableiten,  das  Herr 
Peano  als  Grundurteil  benützt: 

p.d.qdr:  = -pr^qdr, 

„Die  Aussage:  p schließt  die  Abhängigkeit  des  r vom  q 
ein,  heißt  soviel  als  die,  daß  p und  q vereint  r einsdiließen.“ 
Dieser  Grundsatz  läßt  sich  in  zwei  umgekehrt  gerichtete  Ab- 
hängigkeiten zerlegen; 

in  das  Hineinschaffungsprinzip: 

p-Dqor:o-pr^qor 

kraft  dessen  man  in  die  Abhängigkeit  qor  den  Vordersatz  /?, 
der  die  Bedingung  davon  ist,  hineinschaffen  kann; 

und  in  das  Prinzip  der  Herausstellung: 

pr^qor-d:p-o-  qor 

kraft  dessen  man  aus  der  Abhängigkeit  pr\qor  einen  ihrer 
Vordersätze  p heraussteilen  kann. 

Das  Behauptungsprinzip  gestattet  nodi,  eine  Abhängigkeit 
auf  eine  Disjunktion  zurückzuführen,  mittels  der  Gleichwertigkeit: 

poq.=:.-pr\q. 

„Die  Aussage:  p schließt  q ein,  heißt  soviel,  als  nicht-/? 
oder  q behaupten,“  d.  h.  „entweder  ist  p falsch,  oder  ist  q 
wahr.“  Man  erinnert  sich,  daß  wir  eben  durch  diese  Disjunk- 
tion weiter  oben  die  Abhängigkeitsbeziehung  erläutert  haben. 

Das  Behauptungsprinzip  hat  noch  eine  Menge  von  wichtigen 
Konsequenzen,  von  denen  die  einen  evident  sind  und  dem  ge- 
sunden Menschenverstand  entsprechen  und  die  anderen  wider- 
sinnig erscheinen.  Kraft  des  Satzes  vom  ausgeschlossenen  Dritten 
kann  man  behaupten,  daß  jedes  Urteil  wahr  oder  falsdi  ist,  und 
kraft  des  Satzes  vom  Widerspruch,  daß  es  nicht  zugleich  wahr 
und  falsch  sein  kann.^)  Das  wahr  und  falsch  sind  somit  zwei 


Das  Bchauptungsprinzip  allein  gestattet,  zu  beweisen,  daß  „das 
Wahre  nicht  das  Falsche  sei“,  in  Zeichen:  1/-=/!,.  Diese  Formel  läßt 
sich  von  anderen  Grundsätzen  herlcitcn,  wie  dies  der  Klassenkalkül 
beweist. 
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einander  ausschließende  Werte  und  die  einzigen,  welche 
jedes  beliebige  Urteil  annehmen  kann. 

Aus  diesem  Gemeinplatz  ergeben  sich  jedoch  Folgerungen 
wie  diese: 

p = q,Kj-p==-q 

d.  h.  ein  beliebiges  Urteil  ist  einem  anderen  beliebigen  Urteil  oder 
seinem  Negativ  gleichwertig  (und  von  zwei  Urteilen,  von  denen 
das  eine  das  Negativ  des  anderen  ist,  ist  in  der  Tat  not- 
wendigerweise das  eine  wahr  oder  falsch).  Alle  wahren  Urteile 
sind  gleichwertig;  alle  falschen  desgleichen.  Jedes  falsche  Urteil 
schließt  sämtliche  (wahre  und  falsche)  Urteile  ein;  jedes  wahre 
Urteil  wird  von  allen  Urteilen  (falschen  und  wahren)  ein- 
geschlossen. Diese  nicht  zu  vermeidenden  Paradoxa  (denn  das 
sind  notwendige  Konsequenzen  des  Kalküls  und  zwar  in  jedem 
beliebigen  System  der  Logik)  erklären  sich  durch  die  Tatsache, 
daß  die  hier  betrachtete  Abhängigkeit  die  inhaltliche  und  nicht 
bloß  formale  Abhängigkeit  ist,  die  weiter  unten  definiert  wer- 
den wird,  und  an  die  jedermann  denkt,  wenn  man  von  Ab- 
hängigkeit spricht.  Die  inhaltliche  Abhängigkeit  (poq)  bezeichnet 
nichts  mehr  als  das:  „Entweder  ist  p falsch,  oder  ist  q wahr.“  ^) 
Es  kommt  wenig  darauf  an,  ob  die  Urteile  p und  q in  einem 
logischen  oder  irgend  welchen  empirischen  Zusammenhang  zu- 
einander stehen;  die  Abhängigkeit  ist  bewahrheitet,  sobald  p 
falsch  ist  (was  q auch  immer  sein  mag).  Das  ist  der  Grund, 
weshalb  man  zu  diesem  scheinbar  widersinnigen  Resultat  ge- 
langt, daß  das  Falsche  das  Wahre  einschließt. 

Diese  widersinnig  scheinenden  Wahrheiten  dienen  übrigens 
dazu,  gewisse  Paralogismen  oder  gewisse  Paradoxa  richtig  auf- 
zulösen, bei  welchen  der  gesunde  Menschenverstand  in  Ver- 
wirrung zu  geraten  Gefahr  liefe.  Derart  ist  z.  B.  das  Problem 
von  Lewis  Caroll:  „q  schließt  r ein;  aber  p bringt  mit  sich,  daß 
q nicht  r einschließe;  was  hat  man  da  zu  folgern?“  Man  wird 
folgendermaßen  schließen:  p schließt  nicht-g  oder  nicht-r  ein; 
nicht-r  schließt  jedoch  nicht-g'  ein;  somit  schließt  p nichi-q  ein. 


^)  Diese  Formel  ist  in  der  klassischen  Logik  wohlbekannt,  denn  sie 
ist  es,  die  zur  Umwandlung  eines  hypothetischen  Urteils  in  eine  Disjunk- 
tion oder  umgekehrt  dient. 
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d.  h.  die  Wahrheit  von  p schließt  die  Ungültigkeit  von  q ein. 
Äber  Lewis  Caroll  schließt  anders:  Wenn  q r einschließt,  so  ist 
es  unmöglich,  daß  q nicht-r  einschließe,  folglidi  schließt  p das 
Unmögliche  ein  und  ist  infolgedessen  falsch.  Diese  Schlußweise 
ist  unrichtig,  weil  es  möglich  ist,  daß  q zugleich  r und  nicht-r 
einschließe;  nur  ist  dann  q (als  zwei  kontradiktorische  Urteile 
einschließend)  falsch.^) 

§ B.  Klassenkalkül.^) 

Während  Boole  und  Schröder  unter  dem  Einfluß  der  klassi- 
schen Logik  den  Klassenkalkül  als  dem  Urteilskalkül  voraus- 
gehend betrachteten,  sieht  H.  Russell  denselben  als  den  späteren 
an.  Für  ihn  ist  der  Klassenbegriff  ein  abgeleiteter  Begriff,  der 
dem  des  Urteils  und  selbst  der  Funktion  untergeordnet  ist. 
Man  nennt  Funktion  in  der  Logik  wie  in  der  Mathematik 
jeden  Ausdruck,  der  eine  oder  mehrere  Veränderliche  enthält.^ 
Doch  ist  der  logische  Funktionsbegriff  viel  weiter  als  der  mathe- 
matische, denn  er  umfaßt  auch  die  bejahten  Beziehungen  und 
Sätze  (die  man  in  der  Mathematik  als  Gleichungen  bezeichnet). 
Z.  B.  ist  „sin  :x“  in  der  Mathematik  eine  Funktion,  „sin  x=/“ 
eine  Gleichung;  in  der  Logik  jedoch  sind  diese  beiden  Ausdrücke 
Funktionen. 

Was  aber  ist  nun  das,  eine  Veränderliche?  Die  Antwort 
auf  diese  Frage  ist  sehr  schwierig:  Ganz  roh  kann  man  sagen, 
eine  Veränderliche  sei  ein  unbestimmter  Ausdruck,  an  dessen 
Stelle  sich  irgendwelcher  bestimmter  Ausdruck  setzen  läßt,  den 
man  einen  konstanten  Wert  der  Veränderlichen  nennt.  Urteils- 
mäßige Funktion  nennt  man  eine  logische  Funktion,  die  für 
jeden  der  (oder  den)  Veränderlichen  erteilten  Wert  ein  Urteil 
wird.  Eine  urteilsmäßige  Funktion  ist  nicht  an  und  für  sich 
ein  Urteil,  denn  sie  ist  weder  wahr  noch  falsch,  sie  ist  un- 
bestimmt. Sie  wird  nur  ein  wahres  oder  falsches  Urteil,  wenn 


^)  Siehe  den  „Mind“  Hpril  und  Juli  1905  (S.  293,  ^00), 

2)  Russell  a.  a.  O.  § 20—26. 

*)  Siehe  Frege:  Funktion  und  Begriff  (Jena,  Pohle.  1891),  und 
,Was  ist  eine  Funktion?“  Boltzmann '-Festschrift  (Leipzig,  Barth. 
1904). 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik. 
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man  den  Sinn  näher  bestimmt,  indem  man  an  Stelle  der  Ver- 
änderlichen einen  besonderen  Wert  setzt. 

Nadi  dieser  Festsetzung  sei^)  g)X  eine  urteilsmäßige  Funk- 
tion einer  Veränderlichen  x.  Diese  Funktion  hat  einen  Sinn  (ist 
ein  Urteil)  für  jeden  dem  x erteilten  Wert;  sie  ist  also  (im  all- 
gemeinen) gültig  für  gewisse  Werte  und  ungültig  für  die  anderen. 
Sie  bestimmt  so  eine  Klasse,  d.  h.  die  Mannigfaltigkeit  der 
Werte  von  x,  für  welche  sie  gilt.  Diese  Klasse  bezeichnet  man 
durch  das  Symbol:  xscpx,  das  zu  lesen  ist:  „Die  Mannigfaltig- 
keit der  X,  die  (fX  befriedigen.  Das  Zeichen  s ist  somit  ein 
Operationszeidien , das  eine  Klasse  einem  Urteil  entsprechen 
macht.^)  Es  führt  zu  einem  Axiom,  das  sidi  folgendermaßen 
formulieren  läßt: 

(pX  — lpX»D:X3  (pX>  = ‘3  Xl/JX, 

was  ausdrüd^t:  „Wenn  die  zwei  urteilsmäßigen  Funktionen  (px 
und  ipx  gleichwertig  sind,  so  sind  die  entsprechenden  Klassen 
gleidi  (identisch).“  In  mathematischen  Ausdrücken  will  dies 
sagen,  daß  die  Verwandtschaft  der  Klassen  mit  den  urteils- 
mäßigen Funktionen  eindeutig  (uniform)  ist. 

Das  entgegengesetzte  Zeichen  e macht  umgekehrt  ein  Urteil 
einer  Klasse  entsprechen.  Es  bezeichnet,  daß  ein  Einzelausdruck 
(ein  logisches  Individuum)  einer  Klasse  an  gehört;  sei  a eine 
Klasse^),  so  bezeidinet  die  Formel:  kea,  daß  das  Individuum  k 
der  Klasse  a angehört  oder,  wie  man  sagt,  ein  a ist.^) 


^)  Wir  werden  die  Funktionen  durch  griechische  Buchstaben  be- 
zeichnen, um  sie  nicht  mit  den  Urteilen  und  Klassen  zu  verwechseln 
(s.  die  Änm.  3). 

2)  Dieses  Zeichen  wird  in  der  Sprache  übersetzt  durch  „diejenige, 
welche“,  „derart,  daß“  usw.  „die  x,  welche  q)X  befriedigen;  die  x von 
der  Art,  daß  (px  wahr  ist  usw.“  Man  sieht,  daß  es  unentbehrlich  ist, 
um  die  „Beziehungs“urteile,  die  der  klassischen  Logik  vollständig  ent- 
gingen, in  Formeln  zu  kleiden. 

Wir  werden  die  Klassen  mit  den  Anfangsbuchstaben  des  Alphabets 
a,  b,  c . . . die  bestimmten  Individuen  mit  den  Buchstaben  k,  /,  m,  n... 
und  die  unbestimmten  Individuen  (Veränderlichen)  mit  x,  y,  z bezeichnen. 

^)  Daher  kommt  die  Wahl  des  Buchstabens  e als  Anfangsbuchstaben 
des  Wortes  eaü. 
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Verbinden  wir  jetzt  die  beiden  entgegengesetzten  Zeichen  e 
und  3 und  schreiben  wir  z.  B.: 

k€{X3(px), 

Dieser  Satz  drückt  aus,  daß  k der  Wertgesamtheit  angehört, 
welche  die  Funktion  (fx  befriedigt,  und  daß  es  demzufolge  (px 
befriedigt;  anders  ausgesprochen,  daß  (fk  wahr  ist.  Man  kann 
sonach  folgende  Gleichung  schreiben: 

k e(x3  (fx)  = (fk. 

Umgekehrt  läßt  sich  leicht  einsehen,  daß  der  Ausdruck: 

X3(X€  a), 

der  die  Wertgesamtheit  der  x darstellt,  die  das  Urteil  „xfn“ 
befriedigt,  die  Klasse  a selbst  vorstellt;  man  kann  somit  schreiben : 

X3(xsa)  — a 

und  grosso  modo  sagen,  daß  die  beiden  Zeichen  xs  und  X3 
sich  wechselseitig  aufheben.^) 

Die  so  hergestellte  Verwandtschaft  zwischen  den  urteils- 
mäßigen Funktionen  und  den  Klassen  gestattet  Beziehungen 
zwischen  den  Klassen  zu  definieren,  wie  sie  analog  zwischen 
den  Urteilen  bestehen.  Es  sind  das  zunächst  die  Beziehungen 
der  Unterordnung,  die  der  Abhängigkeit  entsprechen: 

aob  = :xea>D‘Xeb. 

„Die  Aussage,  daß  die  Klasse  a in  der  Klasse  b enthalten 


Die  von  H.  Russell  diesen  Symbolen  erteilte  logische  Ordnung  ist 
die  umgekehrte  von  der,  die  ihnen  H.  Peano  zuweist.  Dieser  beginnt 
damit,  die  Beziehung  xsa  als  undefinierbar  zu  setzen,  sodann  definiert 
er  die  umgekehrte  Beziehung  s,  indem  er  setzt; 

X3{xsa)  = a. 

Allein  dies  setzt  voraus,  daß  jeder  urteilsmäßigen  Funktion  von  x 
eine  Klasse  entspricht,  d.  h.  jede  auf  x bezügliche  Behauptung  darauf 
zurückkommt,  die  Zugehörigkeit  des  x zu  einer  mindestens  implicite  be- 
stimmten Klasse  zu  bejahen.  Aber  darin  liegt  eine  willkürliche  Hypothese 
(es  war  das  das  Postulat  der  klassischen  Logik),  die  zu  großen  Schwierig- 
keiten führt.  Jedenfalls  findet  das  Zeichen  3 tatsächliche  Anwendung 
nur  dann,  wenn  das  auf  x bezügliche  Urteil  nicht  schon  von  der  Form 
xea  ist. 
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ist,  heißt  der  Definition  gemäß  sagen:  ,x  ist  ein  a‘  schließt  ,x 
ist  ein  ein.“ 

Sodann  die  Beziehung  der  Gleichheit,  welche  der  Gleich- 
wertigkeit der  Urteile  entspricht: 

a = b>  = :x€a  = -xsb. 

„Die  Aussage,  daß  die  Klassen  a und  b gleich  sind,  heißt 
soviel,  als  die  Urteile  „x  ist  ein  a“  und  „x  ist  ein  6“  sind 
gleichwertig.^) 

Demzufolge  hat  man  die  Gleichung: 

a — b-  = *aob^bo  a 

für  Klassen  ebenso  wie  für  Urteile. 

Zwei  gleiche  Klassen  sind  identisch,  weil  kraft  der  vor- 
stehenden Gleichung  jedes  Element  der  einen  auch  der  anderen 
angehört,  und  umgekehrt. 

Sodann  läßt  sich  die  logische  Multiplikation  der  Klassen 
definieren: 

a r\b • = * X 3 (x B a • X B b), 

„Das  logische  Produkt  der  Klassen  a und  b ist  die  Gesamt- 
heit der  X,  welche  zugleich  a und  b sind.“  Woraus  man  auf 
beiden  Seiten  mit  xb  operierend  erhält: 

xe(aoö)-  = -xea-X€Ö. 

„Die  Aussage,  daß  x ein  ,a  und  ist,  heißt  gleichzeitig 
behaupten,  daß  x ein  a und  daß  x ein  b ist.“ 

Auf  dieselbe  Art  definiert  man  die  logische  Addition  der 
Klassen: 

aKub-  = -x3(xBa*'<^  »XBb), 


1)  Diese  Formel  ist  analog  der  des  weiter  oben  ausgesprochenen 
Äxioms: 

g)X  — %pX-0:X3g)X‘  = 'X3\\)X» 

Aber  damit  sie  mit  dem  identisch  wäre,  müßte  man  vor  allem  die 
Kopula  0 durch  die  Kopula  = ersetzen  können;  sodann  müßte  man  be- 
haupten können,  daß  jede  urteilsmäßige  Funktion  zurüdcführbar  sei  auf 
eine  Behauptung  von  der  Form:  xea. 
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„Die  logische  Summe  der  Klassen  a und  b ist  die  Gesamt- 
heit der  X,  die  sei  es  a oder  b sind,“  woraus  man  gewinnt: 

X e b)  • = ^ X £ a • KU  • X B b, 

„Die  Äussage,  x ist  ein  ,a  oder  b\  heißt  behaupten,  daß  x 
ein  a oder  daß  x ein  b ist.“ 

Ebenso  definiert  man  endlich  das  Negativ  einer  Klasse: 

-a-  = -x3(x-B  n).^) 

„Das  Negativ  -a  der  Klasse  a ist  die  Gesamtheit  der  x,  die 
nicht  ö sind.“  Woraus  man  entnimmt: 


XB-a^  — »x-ea. 

„Die  Äussage,  x ist  ein  nicht-ö,  heißt  soviel,  als  x ist  nicht 
ein  fl.“ 

Es  empfiehlt  sich,  die  beiden  Beziehungen  e und  o sorg- 
fältig zu  unterscheiden,  die,  weil  sie  in  der  Sprache  verwechselt 
werden,  lange  Zeit  von  den  Logikern  identifiziert  wurden.^) 
In  dem  klassischen  Syllogismus,  z.  B.: 

Älle  Menschen  sind  sterblich 
Sokrates  ist  ein  Mensch 
Älso  ist  Sokrates  sterblich, 

ist  die  Kopula  des  Obersatzes  o,  die  des  Untersatzes  jedoch  und 
des  Schlußsatzes  b.  In  der  Tat  ist  o eine  Beziehung  zwischen 
zwei  Klassen,  deren  erste  in  der  zweiten  enthalten  ist,  während 
B die  Beziehung  eines  Individuums  zu  einer  Klasse  ist,  der 
es  angehört.  Daraus  ergibt  sich,  daß  vorstehender  Syllogismus 
zur  Formel  hat: 

aob-XB  au ^ XBb, 

während  ein  gewöhnlicher  Klassensyllogismus  die  Formel  hat: 

aob-co  aucob, 

die  wohl  zu  unterscheiden  ist  von  der  vorausgehenden.  Vom 
Standpunkt  des  Kalküls  weicht  die  Beziehung  b von  der  Be- 


Das  Zeichen  -s  ist  die  Verneinung  des  Zeichens  c;  diese  Ver- 
neinung bezieht  sich  auf  das  ganze  Urteil,  dessen  Kopula  e ist. 

2)  Diese  Unterscheidung  verdankt  man  H.  Peano. 
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Ziehung  o darin  ab,  daß  sie  nicht  transitiv  ist:  aus  xey^yez 
kann  man  nicht  xez  erschließen,  weil  y eine  Klasse,  von  der 
ein  Individuum  x ist,  und  z eine  Klasse  ist,  von  der  die  Klasse  y 
ein  Individuum  bildet:  z ist  somit  eine  Klasse  der  y analogen 
Klassen  und  kann  (im  allgemeinen)  x nicht  unter  ihren  Elementen 
enthalten. 

Diese  Überlegungen  nötigen  selbst  eine  singuläre  Klasse 
von  dem  einzigen  Individuum,  das  sie  enthält,  zu  untersdieiden, 
so  daß  man  im  allgemeinen  nicht  setzen  kann:  xex.  Die 
singuläre  Klasse,  die  von  einem  Element  x allein  gebildet  wird, 
wird  durch  tx  dargestellt  werden  „gleidi  x“.^)  Man  definiert 
formal  dieses  Zeichen  folgendermaßen: 


woraus: 


i,x  — y3{y  = x) 
yeiX-  = -y  = x. 


Dies  zeigt,  daß  die  Verbindung  der  beiden  Zeichen  e und  l 
dem  Gleichheitszeichen  gleichwertig  ist.  Man  hat  sonach  immer: 


XBiX. 

Umgekehrt,  wenn  a eine  singuläre  Klasse  ist,  wird  sein 
einziges  Element  durch  ta  dargestellt,  das  man  als  „das  a“ 
lesen  kann.  Zusammenfassend  ausgesprochen:  Das  Zeichen  t 
verwandelt  ein  Individuum  in  eine  singuläre  Klasse;  und  das 
entgegengesetzte  Zeichen  't  verwandelt  eine  singuläre  Klasse  in 
ein  Individuum.  Man  hat  die  zwei  gleichwertigen  Gleichungen: 

a — LX  x — 'ia. 

Nun  können  wir  die  formale  Abhängigkeit  definieren; 
d.  i.  die  Abhängigkeitsart,  die  zwischen  zwei  urteilsmäßigen  Funk- 
tionen, welche  dieselbe  Veränderliche  enthalten,  besteht  und  die 
für  alle  möglichen  Werte  dieser  Veränderlichen  gilt.  Eine  formale 
Abhängigkeit  umfaßt  somit  die  gleichzeitige  Bejahung  einer  Viel- 
heit inhaltlicher  Abhängigkeiten,  von  denen  jede  einem  verschie- 
denen Werte  der  Veränderlichen  entspricht:  und  sie  ist  nur 
wahr,  wenn  alle  Abhängigkeiten  wahr  sind.  Es  ist  dies  somit 
eigentlich  eine  Mannigfaltigkeit  von  Abhängigkeiten.  Man  ge- 
winnt eine  (gültige  oder  ungültige)  formale  Abhängigkeit,  wenn 


^)  L ist  der  Anfangsbuchstabe  des  Wortes  l'aof. 
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man  in  einer  inhaltlichen  Abhängigkeit  eine  Konstante  mit  einer 
Veränderlidien  vertauscht.  Wenn  man  z.  B.  in  „Sokrates  ist  ein 
Mensch  schließt  ein,  daß  Sokrates  sterblich  ist“  das  Glied 
Sokrates  durch  das  unbestimmte  x ersetzt,  so  erhält  man  „x 
ist  ein  Mensch  schließt  ein,  daß  x sterblich  ist;“  und  diese 
urteilsmäßige  Funktion  ist  eine  formale  Abhängigkeit,  denn  sie 
ist  wahr,  was  immer  auch  x sein  mag.*)  In  der  Tat  kann  man 
an  Stelle  von  x nicht  nur  welchen  Menschen  auch  immer,  son- 
dern jeden  beliebigen  Ausdruck  überhaupt  setzen;  denn,  wenn 
„X  ist  ein  Mensch“  nicht  wahr  ist  (für  einen  gegebenen  Wert 
von  x),  so  wird  doch  die  entsprechende  inhaltliche  Abhängigkeit 
gewiß  wahr  sein. 

Wir  haben  soeben  durch  ein  Beispiel  gezeigt,  daß  die  Veränder- 
lichkeit der  logischen  Veränderlichen  im  Prinzip  begrenzt  ist.  Wir 
haben  überdies  gesagt,  daß  eine  formale  Abhängigkeit  für  alle 
möglichen  Werte  der  Veränderlichen  gilt.^)  Wenn  eine  formale 
Abhängigkeit  {^xoipx)  nur  für  eine  bestimmte  Wertemannig- 
faltigkeit der  Veränderlichen  gelten  möchte,  so  würde  diese 
Mannigfaltigkeit  eine  Klasse  a bilden,  und  man  müßte  den 
Vordersatz  xea  als  Bedingung  der  vorstehenden  Abhängigkeit 
schreiben.  Man  hätte  so: 

xea-o-(pxoxpx. 

In  dieser  neuen  formalen  Abhängigkeit  kann  aber  das  x 
alle  möglichen  Werte  ohne  jede  Einschränkung  annehmen.  Somit 


In  der  Tat  ist  sie  auf  Grund  der  Definition  dem  allgemeinen 
Urteile  gleichwertig:  „Alle  Menschen  sind  sterblich;“  in  Zeichen: 

aob-  — :xea>d’Xeb. 

Von  dieser  Gleichung  leitet  sich  die  zweite  Formel  des  Syllogismus 
ab.  Wirklich  enthält  dieselbe  die  folgende  Abhängigkeit: 

acb>o:xea>o-xeby 

die  dem  Hineinschaffungsprinzip  zufolge  zu  der  in  Rede  stehenden 
Formel  wird: 

ao  b •Xe  a-o  -xeb. 

**)  Um  diese  Bedingung  kenntlich  zu  machen,  schreibt  H.  Peano  sie 
oder  die  Veränderlichen  als  Indizes  zum  Zeichen  o beispielsweise:  ^xo^tfjx. 
Diese  Bezeichnung  hat  außerdem  den  Vorteil  der  reinlichen  Unterschei- 
dung einer  formalen  von  einer  inhaltlichen  Abhängigkeit. 
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kommt  jede  bedingte  oder  begrenzte  Abhängigkeit  endgültig  auf 
eine  unbedingte  oder  unbegrenzte  Abhängigkeit  zurück.  Die 
vorstehende  Formel  ist  der  Typus  der  mathematischen  Sätze. 
In  der  Tat  gilt  eine  mathematische  Formel  im  allgemeinen  nur, 
solange  die  darin  auftretende  Veränderliche  in  einem  best/mmten 
Veränderlichkeitsbereich  (domaine)  bleibt. 

Man  muß  es  somit  als  Voraussetzung  aussprechen,  daß  die 
Veränderlichen  der  und  der  Wertemannigfaltigkeit  angehören. 
Die  kommutative  Eigenschaft  der  Multiplikation  z.  B.  wird 
folgendermaßen  zu  schreiben  sein: 

x,yBN-D-xXy=y'Xx, 

„Wenn  x und  y ganze  Zahlen  ( A^)  sind,  so  gilt  xXy  = yXx.'" 
Diese  Folgerung  ist  immer  wahr,  denn  wenn  x und  y nicht 
ganze  Zahlen  sind,  so  ist  die  Voraussetzung  falsch.  Ebenso 
verhält  es  sich,  wenn  man  anstatt  „ganze  Zahl“  setzt  „Rational- 
zahl“, „reelle  Zahl,“  „gemeine  komplexe  Zahl“,  oder  endlich 
.Vektor“.  Allein  die  Beziehung  wäre  nicht  mehr  wahr,  wenn 
man  setzte:  „Quaternion“.  Dies  zeigt  die  Notwendigkeit  einer 
Vorausetzung,  die  den  Bereich  der  Veränderlichen  begrenzt. 
Übrigens  hätte  meist  ohne  eine  solche  Voraussetzung  der  Satz 
selbst  keinen  Sinn  mehr,  weil  man  die  Natur  der  darin  vor- 
kommenden Ausdrücke  nicht  kennen  würde.  In  den  Dar- 
stellungen der  gemeinen  Mathematik  werden  die  Voraussetzungen 
dieser  Art  in  Worten  angezeigt  oder  verstehen  sich  aus  dem 
Zusammenhänge  von  selbst.  Allein  eine  Formel  ist  logisch  nur 
dann  vollständig,  wenn  sie  ihre  Voraussetzungen  ausdrücklich 
in  Zeichen  ausgesprochen  mitenthält. 

Man  versteht  auch  jetzt  den  Unterschied  zwischen  formaler 
und  inhaltlicher  Abhängigkeit.  Zunächst  enthält  jene  eine  unendliche 
Zahl  von  Fällen  in  sich,  sie  ist  ein  allgemeines  Urteil  (Beispiel: 
Alle  Menschen  sind  sterblich),  während  diese  sich  nur  auf  einen 
besonderen  (individuellen  und  vereinzelten)  Fall  bezieht.  Über- 
dies müssen  die  beiden  Seiten  einer  formalen  Abhängigkeit  die- 
selbe Veränderliche  enthalten,  d.  h.  wenigstens  zum  Teile  auf 
dasselbe  Subjekt  sich  beziehen;  während  die  beiden  Seiten  einer 
inhaltlichen  Abhängigkeit  zwei  Urteile  sein  können,  die  kein 
Glied  gemein  haben,  ja  nicht  einmal  irgend  welche  Ähnlichkeit 
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besitzen.  Vom  Standpunkt  der  formalen  Logik  sdiließt  „Cäsar 
hat  den  Rubikon  übersetzt“  den  Satz  ein:  „Sokrates  hat  den 
Giftbecher  getrunken.“  Ja  selbst  „Cäsar  ist  lebend“  schließt  ein: 
„2  und  2 macht  4“  von  dem  Augenblich  an,  daß  das  erste 
Urteil  falsch  oder  das  zweite  wahr  ist.  Nur  ist  man  gewöhnt, 
formale  Abhängigkeiten  bloß  aus  Gründen  ihres  wissenschaft- 
lichen Interesses  oder  ihrer  praktischen  Anwendung  zu  betrachten, 
so  daß  selbst  die  inhaltlichen  Abhängigkeiten  wie  formale  Ab- 
hängigkeiten angesehen  werden.  Z.  B.  ist  „Sokrates  ist  ein 
Mensch,  daher  ist  Sokrates  sterblich“  eine  inhaltliche  Abhängig- 
keit. Aber  alle  Welt  nimmt  sie  als  eine  formale  Abhängigkeit 
oder  wenigstens  als  einen  besonderen  Fall,  als  ein  Beispiel  oder 
eine  Anwendung  der  formalen  Abhängigkeit:  „Wenn  x ein 
Mensch  ist,  so  ist  x sterblich.“  Man  fühlt  dunkel,  daß  die 
Individualität  des  Sokrates  in  dieser  Abhängigkeit  belanglos  ist 
und  daß  man  an  seine  Stelle  irgend  welchen  anderen  Menschen 
(ja  selbst,  vom  formalen  Standpunkt  aus,  irgend  welches  Indivi- 
ciuum)  setzen  könnte.  Beweis  dessen  ist,  daß  man  die  inhalt- 
liche Abhängigkeit  bejahen  kann:  „Sokrates  ist  ein  Dreiech, 
schließt  ein,  daß  Sokrates  sterblich  ist“,  doch  macht  sie  Einen 
stutzig,  weil  man  aus  ihr  die  falsche  formale  Abhängigkeit 
heraushört:  „Wenn  x ein  Dreieck  ist,  so  ist  x sterblich.“ 

Endlich  ist  die  formale  Abhängigkeit  analog  und  im  all- 
gemeinen selbst  gleichwertig  mit  einer  Unterodnungsbeziehung 
zwischen  Klassen,  derart,  daß  der  Klassenkalkül  mit  dem  der 
urteilsmäßigen  Funktionen  zusammenfällt,  während  er  mit  dem 
Urteilskalkül  nicht  zusammenfällt.  Die  unberechtigte  Verwechslung 
dieser  beiden  Kalküle  ist  die  Quelle  gewisser  Paradoxa,  die  wir 
hier  jedoch  nicht  zu  untersuchen  haben. 

H.  Peano  nimmt  in  seinem  Kalkül  nur  solche  formale  Ab- 
hängigkeiten an,  deren  beide  Seiten  Veränderliche  enthalten. 
Diese  Einschränkung  ist  in  der  Mathematik  möglich,  wo  man 
nur  formale  Abhängigkeiten  zu  betrachten  hat,  und  besitzt  den 
Vorteil  einer  gründlichen  Vermeidung  der  eben  angezeigten  Ver- 
wechslung; allein  sie  ist  allzu  eng,  denn  sie  schließt  von  der 
Logik  die  inhaltliche  Abhängigkeit  aus,  die  letzten  Endes  der 
wesentliche  Bestandteil  jeder  formalen  Abhängigkeit  ist. 

Wir  sprachen  höher  oben  von  den  singulären  Klassen,  d.  h. 
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von  den  durch  ein  einziges  Individuum  gebildeten  Klassen.  Äber 
wir  haben  noch  nicht  die  Zahl  eins  definiert,  ja  nicht  einmal 
das  Individuum.  Nach  der  in  der  Mathematik  herrschenden 
Übung  definiert  man  zwar  nicht  das  Individuum,  wohl  aber  die 
Identität  der  Individuen.  Man  sagt,  zwei  Individuen  k und  l 
sind  identisch,  wenn  das  zweite  jeder  Klasse  angehört,  an  der 
das  erste  teil  hat;  was  sich  symbolisch  so  schreiben  läßt^): 

k=l-  = :kea.3a-lea. 

Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß  die  Identität  der  Individuen 
logisch  unterschieden  ist  von  der  Gleichheit  der  Klassen,  in 
gleicherweise,  wie  die  Individuen  k und  / sich  von  den  einzelnen 
Klassen  ik  und  vl  unterscheiden.  Das  ist  auch  der  Grund, 
warum  wir  ein  eigenes  Zeichen  = gebrauchen  zur  Bezeichnung 
dieser  Beziehung. 

Folgendermaßen  kann  man  die  Nullklasse  (d.  h.  die  Klasse, 
die  gar  kein  Element  enthält)  definieren.  Wir  sagten,  daß  die 
Urteile  zweier  und  nur  zweier  Werte,  wahr  (Y)  und  falsch  (7V), 
fähig  sind.  In  gleicher  Weise  sind  die  urteilsmäßigen  Funk- 
tionen zweier  äußerster  Werte  (und  im  allgemeinen  einer  un- 
endlichen Zahl  anderer)  fähig  und  zwar:  immer  wahr  (Y)  und 
immer  falsch  (7I).  Es  ist  wichtig,  diesen  doppelten  Sinn  der 
Symbole  Y und  A nicht  zu  verwechseln;  man  unterscheidet  sie 


y In  dem  zweiten  Glied  dieser  Formel  genügt  die  Kopula  0 und 
braucht  nicht,  wie  es  für  den  ersten  Änblick  scheint,  durch  die  Kopula  = 
ersetzt  zu  werden.  In  der  Tat,  da 


hat  man: 


Arc-ß.  = . k-€  a 


k e a • 0 ^ - 1 E a : — : k -£  -a  • D ^ - 1 -e  -a : — : l € ’U  • 0 ^ - k e -a, 

Äber  in  dieser  letzten  Beziehung  ist  -ß  eine  beliebige  Klasse,  man 
kann  sie  sonach  durch  a ersetzen  und  schreiben; 

lea-o  ^-kEa. 

Äuf  diese  Ärt  läßt  sich  von  kEü-o  ^-Ieü  die  Umkehrung  ableiten; 
Ieü-o  ^‘kEü 

und  infolgedessen  die  Gleichung: 

k E — ^*Ie  a. 
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leicht,  indem  man  darauf  sieht,  ob  sie  sich  auf  Urteile  oder  auf 
urteilsmäßige  Funktionen  beziehen.  Nach  dieser  Festsetzung  wird 
man,  wenn  g)X  eine  urteilsmäßige  Funktion  ist,  die  immer  falsdi 
ist,  die  Nullklasse  als  die  entsprechende  Klasse  definieren;  in 
Zeichen: 

(p  X =J\.  • 0 • j].  = X 3 (f  X. 

„Wenn  (px  immer  falsch  ist,  so  ist  A die  Klasse  der  x,  die 
g)X  befriedigen.“  Das  ist  die  Null-  oder  leere  Klasse,  weil  nadi 
der  Voraussetzung  kein  Wert  von  x cp x befriedigt. 

Nach  dieser  Festsetzung  wird  man  zum  Ausdruck  der 
Existenz  einer  Klasse  a,  der  Existenz  von  a’s  oder  wenigstens 
eines  a sagen,  daß  sie  nicht  Null  ist,  was  sich  schreiben  läßt: 

= A. 

Man  schreibt  dieses  Urteil  oft  in  der  Form: 

„Es  gibt  weldie  a“,  was  in  den  mathematischen  Anwen- 
dungen bequemer  ist. 

„Die  Nullklasse  besitzt  widersinnig  scheinende  Eigenschaften, 
die  von  denen  der  inhaltlichen  Abhängigkeit  herrühren.  So  ist 
die  Nullklasse,  weil  ein  falsches  Urteil  jedes  andere  Urteil  ein- 
schließt, in  jeder  anderen  Klasse  enthalten  kraft  der  allgemeinen 
Abhängigkeit: 

(pXJlpX-D:X3^X^D-  X3ipx 

oder  der  analogen  Gleidiwertigkeit: 

XBa-d>xeb:=^^adb. 

Wie  wird  man  nun  ausdrüdcen,  daß  eine  Klasse  a singulär 
ist,  d.  h.  nur  ein  Individuum  enthält  (daß  es  nur  ein  a gibt)? 
Man  wird  zunächst  ausdrücken,  daß  sie  existiert  (nie  Null  ist), 
und  sodann,  daß  zwei  beliebige  Individuen,  wenn  sie  ihr  an- 
angehören,  identisch  sind.  In  Zeichen: 

a~  — /V:X£a-y  ea-o  xy-x=y. 

Hierin  liegt  gleichzeitig  die  logische  Definition  der  Zahl  1, 
ebenso  wie  die  Definition  der  Nullklasse  die  logische  Definition 
der  Zahl  0 ist.  Und  diese  beiden  Definitionen  sind  jedem  Zirkel- 
schluß entrückt,  da  sie  nur  die  logischen  Beziehungen  e,  o und 
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die  der  Identität  und  Versdiiedenheit  zwischen  Individuen  ent- 
halten, wie  wir  sie  weiter  oben  definiert  haben.  Wir  haben 
diese  Definition  ausführlich  dargelegt,  weil  sie  von  grundlegen- 
der Bedeutung  für  den  Beweis  der  Behauptung  ist,  daß  die 
Ärithmetik  auf  rein  logischen  Grundlagen  ruht.  Diese  Behaup- 
tung ist  nämlich  ganz  nahe  einem  vollständigen  Beweis,  sobald 
man  sie  für  die  beiden  ersten  ganzen  Zahlen  0 und  1 ent- 
wickelt hat.^) 


§ C.  Kalkül  der  Relationen.^) 

Die  zwei  Kalküle  der  Urteile  und  der  Klassen  genügen  für 
die  logische  Analyse  der  Mathematik  noch  nicht.  Man  muß 
ihnen  den  Kalkül  der  Relationen  angliedern,  der  in  diesem  Be- 
zug viel  allgemeiner  und  wichtiger  ist,  als  die  vorhergehenden. 
Es  ist  das  der  orginellste  und  neueste  Teil  des  Werkes  von 
H.  Russell.  In  der  Tat  war  er  genötigt,  auf  der  einen  Seite 
den  Symbolismus  von  H.  Peano  nach  dieser  Richtung  zu  vervoll- 
ständigen, und  auf  der  anderen  Seite  den  Symbolismus  von 
Peirce  und  von  Schröder,  den  Gründern  dieses  neuen  Kalküls, 
von  Grund  aus  neu  zu  gestalten.  Diese  beiden  Autoren 
stellten  sich  auf  den  Standpunkt  des  Begriffsumfangs  und  be- 
trachteten eine  Beziehung  als  eine  Gesamtheit  von  Paaren.  Das 
will  folgendes  sagen.  Sei  R eine  zweigliedrige  Beziehung,  so 


y Wir  müssen  bei  dieser  Gelegenheit  bekennen,  daß  die  vorstehen- 
den Erklärungen  die  Schlüsse  unseres  Artikels  „Über  eine  logische 
Definition  der  Zahl“,  Revue  de  Metaphysique,  Bd.  VIII,  S.  23—36 
(Januar  1900)  ungültig  machen.  Die  Kritik,  die  wir  gegen  die  Definition 
von  Schröder  richteten,  hat  kein  Gewicht  gegen  die  Definition  der 
HH.  Peano  und  Russell,  weil  diese  einen  vollständigeren  und  strengeren 
Symbolismus  gebrauchen  und  das  Individuum  von  der  singulären  Klasse, 
die  es  bildet,  reinlich  unterscheiden.  Die  logische  Definition  der  ersten 
ganzen  Zahlen  findet  sich  schon  bei  Leib niz  (Gerh.  Phil.  VII,  225;  Scien- 
tia  generalis  XVIII;  Phil.  VII,  Bd.II,  S.17f.,VII,  C.  48)  unter  der  folgen- 
den Form; 

„Wenn  a m ist 
b m ist 
c m ist 
d m ist 

und  n,  b,  c,  d verschieden  sind,  so  ist 
2)  Russell  a.  a.  O.  § 27—30.  „ 


eins  1 . ] 

1 zwei  I 


drei 


K. 


vier 
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werden  wir  (mit  H.  Russell)  schreiben  um  auszudrüdcen, 

daß  sie  zwischen  den  Individuen  x und  y besteht,  d.  h.  daß 
jc  die  Beziehung  R z\x  y hat.  Nehmen  wir  an,  daß  sie  auch 
zwischen  u und  v,  zwischen  z und  w usw.  besteht,  so  werden 
wir  schreiben:  u/?v,  zRw  usw. 

Anstattdessen  abstrahierten  Peirce  und  Schröder  von  der 
Beziehung  selbst  und  betrachteten  sie  als  aussdiließlich  durch  die 
Paare  (x,  y),  («,  v),  (z,  w)  definiert,  zwischen  welchen  sie  besteht, 
und  stellten  sie  einfach  durch  die  Gesamtheit  der  Paare  dar,  die 
man  den  Umfang  der  Beziehung  nennen  kann.  Allein  diese 
Methode  führt  zu  logischen  Schwierigkeiten.  Zunächst  können 
zwei  oder  mehrere  Beziehungen  den  gleichen  Umfang  haben 
ohne  identisch  zu  sein,  d.  h.  ohne  denselben  Sinn  zu  haben, 
Doch  das  wäre  noch  kein  alles  ungültig  machender  Fehler,  denn 
man  nimmt  in  der  Logik  der  Klassen  zwei  Begriffe  als  gleich- 
wertig an,  sobald  sie  den  gleichen  Umfang  haben,  was  zur 
Gleichsetzung  von  Begriffen  mit  verschiedenem  Inhalt  führt 
(beispielsweise  Dreieck  und  Dreiseit).  Die  größte  Schwierigkeit 
aber  ist  diese:  die  Paare,  durch  welche  man  die  Beziehung  zu 
definieren  beansprucht,  sind  keine  Klassen,  weil  sie  eine  be- 
stimmte Ordnung  mit  sich  bringen.  Es  ist  z.  B.  nicht  erlaubt,  x 
und  y zu  vertauschen  und  (y,  x)  statt  (x,  y)  zu  schreiben.  Der 
Ordnungsbegriff  aber  ist  selbst  eine  Beziehung  oder  setzt 
zum  mindesten  eine  gewisse  Beziehung  zwischen  x und  y voraus. 
Es  liegt  somit  eine  Art  (philosophischer,  wenn  nicht  logischer) 
Zirkel  darin,  eine  Beziehung  durch  geordnete  Paare  zu  defi- 
nieren.^) 

Man  kann  noch  hinzufügen,  daß  es  in  der  Mathematik,  wo 
man  beständig  Beziehungen  und  Beziehungsarten  studiert,  not- 
wendig ist,  jede  Beziehung  oder  Beziehungsart  durch  ein  be- 
sonderes Zeichen  zu  versinnbildlichen,  das  leicht  zu  handhaben 
und  wiederzu erkennen  ist;  dies  allein  reicht  hin,  dem  Symbolismus 


^)  Nach  einer  Bemerkung  von  H.  Russell  stammt  dieser  Irrtum  von 
einem  hergebrachten,  von  der  klassischen  Logik  ererbten  Vorurteil  her, 
das  die  Klassenbeziehungen  als  den  anderen  Beziehungen  vörausgehend 
betrachtet.  Infolge  eben  desselben  Vorurteils  führt  man  alle  Urteile  auf 
Äussageurteile  zurück.  Vgl.  Russell:  Ä critical  exposition  of  the  philo- 
sophg  of  Leibniz.  § 10.  (Cambridge  1900.) 
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H.  Russells  eine  praktisdie  Überlegenheit  zu  sidiern,  ganz  ab- 
gesehen von  seinen  theoretischen  Vorzügen.  Überdies  hatten 
wir  selbst  in  der  Logik  verschiedene  durch  die  Zeichen  =,  o,  e 
veransdiaulichte  Beziehungen  zu  betraditen;  es  ist  nur  natürlich, 
diese  besonders  bequeme  Bezeidinungsweise  zu  verallgemeinern 
und  eine  beliebige  Beziehung  zwischen  zwei  Gliedern  x und  y 
durch  einen  zwischen  sie  gesetzten  Buchstaben  zu  versinnlichen. 

In  dieser  einheitlichen  Auffassung  der  Beziehungen  kann 
eine  Beziehung  zur  Klassendefinition  dienen,  anstatt  daß  diese 
durch  jene  definiert  wird.  Jede  Beziehung  hat  einen  Sinn, 
derart,  daß  man  ihr  erstes  Glied  und  ihr  zweites  Glied  unter- 
scheiden kann  und  muß,  ihr  Vorderglied  und  ihr  Hinter- 
glied.^)  Man  nennt  Gebiet  (domaine)  einer  Beziehung  die 
Gesamtheit  ihrer  Vorderglieder.  Wir  schlagen  vor,  als  Mit- 
gebiet (codomaine)  der  Beziehung  die  Gesamtheit  ihrer  Hinter- 
glieder zu  bezeichnen.^)  Die  Gesamtheit  der  Vorder-  und  Hinter- 
glieder wird  das  Feld  (champ)  der  Beziehung  sein.  Dies  ist 
sonach  die  logische  Summe  ihres  Gebiets  und  Mitgebiets. 

Ein  einfaches  Beispiel  wird  diese  Definition  verständlidi 
machen.  Sei  die  Beziehung  Vater  gegeben.  Ihr  Gebiet  ist  die 
Gesamtheit  der  Väter,  ihr  Mitgebiet  die  Gesamtheit  der  Kinder 
(Söhne  und  Töchter).  Man  sieht  ohne  weiteres,  daß  sie  nicht 
gleich  sind.  Was  das  Feld  betrifft,  so  ist  es  die  logische  Summe 
der  beiden  Gesamtheiten,  d.  h.  die  Gesamtheit  der  Menschen 
(hier  gleich  dem  Mitgebiet).  Die  Beziehung  Gatten  hat  als  Ge- 
biet die  Gesamtheit  der  verheirateten  Männer,  als  Mitgebiet  die 
der  verheirateten  Frauen,  und  das  Feld  die  Gesamtheit  der  ver- 
heirateten Leute. 

Ein  erstes  Axiom  des  Relationenkalküls  ist  das  folgende: 


q Die  englischen  Ausdrücke  sind:  referent  und  relatum,  die  sich 
im  Deutschen  nur  durch  die  Barbarismen  übersetzen  ließen:  das  Be- 
ziehende und  das  Bezogene.  Doch  in  einer  künstlichen  Sprache,  wie 
dem  Esperanto,  wird  man  sehr  gut  sagen:  rilatanto,  rilatato  (dieses 
Passivpartizip  wäre  um  so  mehr  gerechtfertigt,  als  im  Esperanto  das 
Zeitwort  rilati  als  Tätigkeitswort  gebraucht  werden  kann). 

2)  Weil  das  Mitgebiet,  wie  man  später  sehen  wird,  das  Gebiet  der 
umgekehrten  Beziehung  ist.  [codomaine  — converse;  diese  Begründung 
wird  freilich  bei  der  Übersetzung  illusorisch!  Hnm.  d.  Übers.] 
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„Wenn  R eine  Beziehung  ist,  so  ist  xRy  ein  Urteil  für  alle 
Werte  von  x und  y/'  Wohlgemerkt,  dieses  Urteil  kann  wahr 
sein  für  gewisse  Wertepaare  und  falsch  für  alle  anderen. 

Ein  zweites  Axiom  ist  dieses:  „Jede  Beziehung  hat  eine 
Umkehrung“  (converse);  das  will  sagen,  daß,  wenn  eine  Be- 
ziehung R zwischen  irgend  welchen  zwei  Gliedern  x und  y be- 
steht, auch  zwischen  y und  x (d.  h.  den  Gliedern  in  umgekehrter 
Folge)  eine  Beziehung  ^R  besteht,  die  man  die  Umkehrung 
von  R nennt;  und  ferner,  daß  ^R  immer  dasselbe  bleibt,  solange 
R dasselbe  ist.  Eine  Beziehung  umkehren,  heißt  xRy  durdi 
y^Rx  ersetzen.  Der  Umkehrungsprozeß  drückt  sich  in  exakter 
Zeichensprache  durch  folgende  Formel  aus: 

xRy-=x,y'y^Rx, 

weldie  die  Abhängigkeit  des  y^Rx  von  xRy  und  umgekehrt 
kennzeichnet,  was  audi  immer  x und  y sein  mag.  Da  die  Um- 
kehrung die  Vertauschung  von  Vorder-  und  Hinterglied  bewirkt, 
so  wird  das  Gebiet  der  ursprünglidien  Beziehung  das  Mitgebiet 
der  umgekehrten  Beziehung,  und  ebenso  umgekehrt. 

Ein  drittes  Axiom  ist  das  folgende:  „Jede  Beziehung  hat 
eine  Verneinung  (negative),  die  wieder  eine  Beziehung  ist.“ 
Das  sagt,  daß  eine  Beziehung  xRy  verneinen  eine  Beziehung 
xR'y  zwischen  denselben  Gliedern  behaupten  heißt,  und  daß  die 
Beziehung  R'  dieselbe  ist,  sofern  R dasselbe  bleibt.  In  Zeichen 
hat  man,  indem  man  die  Verneinung  von  R durch  -R  ver- 
sinnlicht: 

Natürlich  ist  die  Verneinungsbeziehung  umkehrbar  wie  die 
bejahende;  und  es  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  die  Umkehrung 
der  Verneinung  identisch  ist  mit  der  Verneinung  der  Umkehrung. 

Die  Beziehungen  sind  einer  besonderen  Verbindung  fähig, 
die  man  die  relative  Multiplikation  nennt.  Seien  irgend 
welche  zwei  Beziehungen  R,  S;  wenn  man  zwischen  den 
Individuen  x,  z die  Beziehungen  xRy,  ySz  hat,  so  hat  man 

^)  Wir  haben  dieses  Axiom  im  voraus  angewendet,  als  wir  das 
Zeichen  der  Verneinung  nur  auf  die  Kopula  e und  nicht  auf  das  ganze 
Urteil  bezogen  (S.  20,  Änm.  1). 
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zwischen  den  Individuen  x und  z eine  zusammengesetzte  Be- 
ziehung, die  man  durch darstellt  und  das  relative  Produkt 
von  R und  S nennt.  Dies  involviert  ein  Axiom,  das  man 
folgendermaßen  formuliert: 

„Das  relative  Produkt  von  zwei  Beziehungen  ist  wieder 
eine  Beziehung.“  Mit  anderen  Worten,  wenn  zwischen  x und 
y eine  Beziehung  und  eine  andere  zwischen  y und  z besteht,  so 
gibt  es  zwischen  x und  z eine  dritte  Beziehung,  die  eindeutig 
bestimmt  ist  durch  die  beiden  ersteren.  Diese  Operation  ist  sehr 
bekannt  und  wird  im  gemeinsten  Denken  häufig  angewendet. 
Die  Verwandtschaftsbeziehungen  bieten  dafür  zahlreiche  und 
mannigfaltige  Beispiele.  Wenn  x der  Bruder  von  y und  y der 
Vater  von  z ist,  so  ist  x der  Oheim  von  z.  Auf  diese  Art  ist 
die  Beziehung  Oheim  das  relative  Produkt  der  Beziehungen 
Bruder  und  Vater,  was  man  in  der  Sprache  mit  den  Worten 
ausdrückt:  „Der  Oheim  ist  der  Bruder  des  Vaters.“ 

Es  ist  von  Wichtigkeit  zu  bemerken,  daß  die  relative 
Multiplikation  nicht  kommutativ  ist  wie  die  logische  Multipli- 
kation. Man  hat  im  allgemeinen  nicht:  R* S = S* R.  Der  Vater 
des  Bruders  z.  B.  ist  nicht  der  Oheim,  sondern  der  Vater  oder 
der  Stiefvater.^) 

Die  Beziehungen  lassen  sich  nach  den  Eigenschaften,  durch 
die  sie  ausgezeichnet  sind,  in  bezug  auf  die  hier  oben  definierten 
Operationen  einteilen.  Eine  Beziehung  R wird  symmetrisch  ge- 
nannt, wenn  xyR  immer  und  notwendig  yRx  nach  sich  zieht, 
d.  h.  wenn  sie  identisch  mit  ihrer  Umkehrung  ist  (denn  xRy 
zieht  formal  y^  Rx  nach  sich).  Sie  wird  nichtsymmetrisch  im 
entgegengesetzten  Falle  genannt  und  asymmetrisch,  wenn 
man  niemals  zugleich  xRy  und  yRx  hat  (was  auch  immer  x 
und  y sein  mag). 

Eine  Beziehung  R wird  transitiv  genannt,  wenn  xRy  und 
yRz  immer  und  notwendig  xRz  nach  sich  ziehen,  d.  h.  wenn 
das  relative  Produkt  dieser  Beziehung  mit  sich  selbst  identisch 

^)  Wir  übergehen  so  wie  H.  Russell  mit  Stillschweigen  die  von 
Peirce  und  Schröder  betrachtete  relative  Addition,  die  keinerlei  logischen 
oder  philosophischen  Nutzen  besitzt  und  die  bloß  als  Gegenstück  zur 
Multiplikation  im  Hinblick  auf  die  „Dualität“  dient.  Sie  ist  ein  blindes 
Fenster  zu  Symmetriezwecken. 
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ist  mit  dieser  Beziehung;  sie  wird  nichttransitiv  im  entgegen- 
gesetzten Falle  genannt  und  intransitiv,  wenn  xRy  und 
yRz  xRz  aussdiließen  (d. h.  wenn  diese  drei  Beziehungen  nie- 
mals zusammen  bestehen).^) 

Zur  Illustrierung  dieser  Definitionen  mögen  Beispiele  dienen. 
Die  (mathematische  oder  logische)  Gleichung  ist  eine  symmetrische 
{a  — b‘D-b  — a)  und  transitive  Beziehung  (a  = b-b  — c-D-a  — c); 
die  Beziehungen  größer  als,  kleiner  als  sind  asymmetrisch 
und  transitiv;  die  Abhängigkeitsbeziehung  (:?)  ist  nichtsymmetrisch 
(aob  zieht  weder  nach  sich,  noch  schließt  es  aus  boa)  und  transitiv 
(kraft  des  Prinzips  vom  Syllogismus:  adb-boc-d-aoc);  die  Zu- 
gehörigkeitsbeziehung zu  einer  Klasse  (t)  endlidi  ist 
asymmetrisch  und  nichttransitiv,  wie  wir  dies  gesehen  haben. 

Eine  Beziehung  ist  eindeutig,  wenn  jedem  Vorderglied 
ein  und  nur  ein  Hinterglied  entspricht.  Ihre  Umkehrung  ist  ein- 
deutig, wenn  jedem  Hinterglied  ein  und  nur  ein  Vorderglied  ent- 
spricht. Wir  werden  dann  sagen,  daß  die  Ausgangsbeziehung 
umgekehrt  eindeutig  sei  (couniform).  Endlich  ist  sie  doppelt 
eindeutig  (eineindeutig),  wenn  sie  sowie  die  Umkehrung  ein- 
deutig ist.  Diese  drei  Fälle  werden  im  Englischen  durch  die 
klaren  und  bequemen  Beiwörter  gekennzeichnet:  many-one,  one- 
many,  one-one,  welche  bezüglich  ausdrücken,  daß  die  Verwandt- 
schaft statthat  zwischen  mehreren  Vordergliedern  und  einem 
Hintergliede ^) , zwischen  einem  Vordergliede  und  mehreren 
Hintergliedern  und  endlich  zwischen  einem  Vorder-  und  einem 
Hintergliede. 

Es  ist  wichtig,  die  Formel  heranzuziehen,  in  welche  die 
erste  dieser  Definitionen  sich  übertragen  läßt,  weil  sie  zeigt,  daß 
diese  nicht  die  Idee  der  Zahl  1 einschließen,  sondern  nur  die 
Identitätsbeziehung  zwischen  Individuen: 

Eindeutige  Beziehung  =Relr\R3(xRy-xRz-o^y  = z]. 

„Eine  eindeutige  Beziehung  ist  eine  solche  Beziehung  R, 
daß  xRy  und  xRz  für  jedweden  Wert  von  x die  Identität  von 
y und  z einschließen.“ 

y Russell  a.  a.  0.  S.  218. 

2)  Denn  dasselbe  Hinterglied  kann  mehreren  Vordergliedern  ent- 
sprechen. 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik. 
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Die  Beziehungen  sind  analoger  Beziehungen  und  Opera- 
tionen fähig,  wie  sie  der  Urteils-  und  Klassenkalkül  aufweist. 
Es  empfiehlt  sidi,  zunächst  die  Unterordnung  und  die  Gleich- 
heit zweier  Beziehungen  zu  definieren. 

Eine  Beziehung  ist  in  einer  Beziehung  R^  enthalten, 
wenn  allemal,  wo  jene  zwischen  irgend  welchen  zwei  Werten 
X und  y statthat,  die  Beziehung  R^  zwischen  denselben  Gliedern 
besteht,  was  sich  so  schreiben  läßt: 

/?!  0 /?2  • — • X R^  y • ^ x.,y*  ^ ^2  V' 

Wie  man  sieht,  heißt  also  die  Aussage,  daß  die  erste  in 
der  zweiten  enthalten  sei,  soviel,  als  daß  sie  diese  einschließt 
oder  mit  sich  bringt  (genau  wie  bei  den  Urteilen  und  im  Gegen- 
sätze zum  geläufigen  Vorurteil,  das  die  Folgen  als  in  der  Voraus- 
setzung enthalten  betrachtet). 

Zwei  Beziehungen  7?^,  R^  sind  gleich,  sobald  sie  wechsel- 
seitig eine  in  der  anderen  enthalten  sind,  was  so  geschrieben  wird: 

Rj^==zR^.  = ,R^oR^.R^O  R^, 

Es  ist  das  dieselbe  Definition  wie  für  die  Urteile. 

Nach  dieser  Festsetzung  lassen  sich  auch  die  logische 
Addition  und  Multiplikation  für  die  Beziehungen  definieren.  Die 
logische  Summe  von  zwei  Beziehungen  /?i,  R^  ist  die  zwischen 
irgend  welchen  zwei  Gliedern  x,  y bestehende  Beziehung,  sofern 
zwischen  ihnen  mindestens  eine  der  beiden  Beziehungen  /?i,  R<^ 
besteht;  was  so  geschrieben  wird: 

x(R^k^  R^)y-  = :xR^y-K^^xR^y. 

Das  logische  Produkt  von  zwei  Beziehungen  /?i,  R^  ist 
die  Beziehung,  die  zwischen  irgend  welchen  zwei  Gliedern  x,  y 
besteht,  sobald  die  beiden  oben  genannten  Beziehungen  zwischen 
ihnen  zugleich  statthaben;  was  sich  so  schreiben  läßt: 

x(R^n\R^)y-  = \xR^V-r\-xR^y. 

Wohlgemerkt,  man  muß  sich  hüten,  das  logische  Produkt 
von  zwei  Beziehungen  mit  ihrem  relativen  Produkt  zu  verwechseln. 

Man  definiert  weiter  auf  analoge  Art  die  logische  Summe 
und  das  logische  Produkt  nicht  bloß  von  zwei  Beziehungen, 
sondern  der  Beziehungen  einer  ganzen  Klasse.  Diese  neuen 
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Definitionen  sind  notwendig,  weil  die  vorhergehenden  sich  (mittels 
vollständiger  Induktion)  nur  auf  eine  endliche  Klasse  von  Be- 
ziehungen ausdehnen  ließen,  während  die  neuen  für  beliebige 
Klassen,  unendliche  sowohl  wie  endliche,  gelten. 

Man  ist  genötigt,  durch  besondere  Äxiome  die  Existenz  der 
so  für  eine  ganze  Klasse  von  Beziehungen  definierten  logischen 
Summe  und  des  logischen  Produkts  zu  fordern. 

Nach  Entwickelung  dieser  Grundsätze  lassen  sich  die  beiden 
folgenden  Lehrsätze  beweisen: 

1.  Das  relative  Produkt  einer  eindeutigen  Beziehung  und 
ihrer  Umkehrung  ist  eine  transitive  und  symmetrische  Beziehung. 

2.  Die  Umkehrung  des  Vorstehenden:  Jede  transitive 
und  symmetrische  Beziehung,  die  nicht  Null  ist,  kann  als  das 
relative  Produkt  einer  eindeutigen  Beziehung  und  ihrer  Um- 
kehrung betrachtet  werden;  anders  ausgesprochen:  sie  kann  in 
zwei  eindeutige  Beziehungen  derselben  Art  und  desselben  Sinnes 
zerlegt  werden,  die  ihre  beiden  Glieder  zu  einem  dritten  ver- 
einigen. Diese  Umkehrung  ist  von  großer  Bedeutung:  sie  be- 
gründet das  Prinzip  der  Abstraktion,  dessen  Tragweite  in 
der  Lehre  von  der  Zahl  sich  zeigen  wird.^) 

Bringen  wir  zum  Schlüsse  noch  ein  wichtiges  Axiom  vor. 
Zwischen  zwei  gegebenen  Individuen  besteht  eine  singuläre 
Beziehung,  die  nicht  besteht  zwischen  irgend  welchen  zwei 
anderen  Individuen.  Dieses  Axiom  ist  evident  in  Hinblick  auf 
den  Umfang,  weil  das  betrachtete  Paar  auf  diesem  Standpunkt 
genügt,  eine  von  allen  anderen  deutlich  unterschiedene  Be- 
ziehung zu  definieren.  In  Hinblick  auf  den  Inhalt  kann  man 
sagen,  daß,  wenn  man  die  Gesamtheit  von  allen  zwischen  den 
beiden  gegebenen  Individuen  bestehenden  Beziehungen  betrachtet, 
dieselbe  Gesamtheit  nicht  besteht  zwischen  irgend  einem  anderen 
Paar  von  Individuen;  mit  anderen  Worten,  wenn  ein  Paar  alle 
die  Beziehungen  eines  anderen  Paares  hat,  so  sind  diese  beiden 
Paare  identisch,  was  sich  so  schreiben  läßt: 

RVi  • J = :>C2 -Vi  =;V2. 

Dieses  Axiom  ist  sozusagen  das  auf  die  Beziehungen  an- 
gewandte Prinzip  des  Ununterscheidbaren. 


y Siehe  Kap.  II,  S.  51. 
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Man  leitet  daraus  mehrere  bemerkenswerte  Sätze  ab.  Zu- 
nächst, wenn  zwei  Nicht-Nullklassen  a und  b gegeben  sind,  so 
gibt  es  eine  Beziehung  /?,  die  zwischen  jedem  Element  von  a 
und  jedem  von  b,  aber  zwischen  keinem  anderen  Elementen- 
paare  besteht.  Sodann , wenn  eine  Klasse  a gegeben  ist, 
existiert  eine  Beziehung  die  in  der  Zugehörigkeit  zur 
Klasse  a besteht  (das  ist  die  auf  das  Gebiet  a beschränkte  Be- 
ziehung €).  Endlich  kann  man  immer  eine  Beziehung  finden, 
deren  Gebiet  ein  Teil  des  Gebietes  einer  anderen  Beziehung  ist 
und  die  gleichwertig  mit  diesem  ihrem  Teilgebiet  ist  (sei  R die 
gegebene  Beziehung,  a eine  im  Gebiet  von  R enthaltene  Klasse: 
so  existiert  eine  Beziehung  R^j  die  mit  R für  alle  Elemente  von 
a und  nur  für  diese  zusammenfällt).^) 

§ D.  Methodenlehre. 

Das  etwa  sind  die  Elemente  der  Logik  im  allgemeinen  und 
zugleich  der  Logik  der  mathematischen  Disziplinen  im  beson- 
deren, denn  sie  genügen,  die  ganze  reine  Mathematik  zu 
stützen.  Es  erübrigt  nur  noch,  zu  zeigen,  wie  man  sie  ver- 
wendet, um  eine  deduktive  und  formale  Theorie  zu  begründen, 
d.  h.  die  logische  Methode  der  Mathematik  (in  Kürze)  darzu- 
legen. Es  handelt  sich  hier  wohlverstanden  nur  um  die  Methode 
des  Beweises,  mittels  der  man  die  Verkettung  der  Begriffe  und 
Sätze  verifiziert,  und  nicht  um  die  Methode  der  Auffindung  (wenn 
es  eine  gibt),  mittels  der  man  neue  Sätze  entdeckt.^)  Es  heißt 
also  die  Frage  verkennen  oder  verrücken,  wenn  man  der  Logi- 
stik eine  angebliche  Logik  der  Auffindung  gegenüberstellt,  die 
keine  präzise  Regel  besäße  außer  der,  das  Gegenteil  der  wahren 
demonstrativen  Logik  darzustellen. 

Die  logische  Methode  besteht  in  einem  doppelten  Prozeß 
der  Reduktion:  Reduktion  der  Begriffe  aufeinander  mittels  De- 

^)  Russell,  „Über  die  Logik  der  Relationen.“ 

-)  Descartes  und  Leibniz  beanspruchten  Methoden  der  Ent- 
deckung anzugeben,  d.  h.  regelrechte  und  sichere  Prozesse  zur  Auffindung 
neuer  Wahrheiten.  Allein  diese  Methoden,  die  immer  auf  die  Lösung 
bestimmter  und  begrenzter  Probleme  hinzielten,  reduzierten  sich  im 
Grunde  auf  die  Algebra  und  Logistik,  d.  h.  auf  die  Logistik  des  Beweises, 
die  wir  hier  darlcgen. 
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finition,  Reduktion  der  Sätze  aufeinander  mittels  Beweises. 
Einen  Satz  beweisen  heißt,  ihn  von  gewissen  anderen  als  wahr 
angenommenen  oder  gegebenen  mit  Hilfe  der  logischen  Grund- 
sätze allein  oder  vom  formalen  Gesichtspunkt  aus  mittels  der  durdi 
die  Regeln  des  logischen  Kalküls  gestatteten  Umformungen 
ableiten.  Fast  alle  formalen  Grundsätze  der  Logik  können 
als  Regel  oder  Musterbild  einer  Schluß  weise  dienen.  Von  dieser 
Art  sind  nicht  nur  das  Prinzip  des  Syllogismus,  sondern  audi 
das  der  Vereinfadiung,  der  Zusammensetzung,  das  Prinzip  der 
Kontraposition,  der  Hineinschaffung  und  Herausstellung  und  die 
Formeln  des  hypothetischen  Schlusses  (modus  ponens,  modus 
tolle  ns),  die,  wie  man  gesehen  hat,  daraus  folgen.  Es  gibt 
keine  andere  in  der  Mathematik  gültige  Beweisart  als  jene,  die 
auch  in  der  Logik  Geltung  hat.^)  Jedes  andere  Verfahren  in  der 
Schlußweise  wird  heute  als  unzulässig  betrachtet,  wenigstens  als 
Beweismittel  und  kann  im  besten  Falle  nur  als  Mittel  der  Ent- 
deckung dienen.^) 

Umgekehrt  gibt  es  dafür  gewisse  Schlußweisen,  welche  geist- 
volle und  scharfsinnige  Mathematiker  angewandt  haben,  und 
welche  die  klassisdie  Logik  übersah.  Derart  ist  z.  B.  die  von 
Euklid  (Budi  IX,  Lehrsatz  12)  und  anderen  Mathematikern  an- 
gewandte Schlußweise,  die  man  durch  folgende  Formel  er- 
setzen kann: 

-pdp-op. 

„Wenn  aus  der  Verneinung  eines  Urteils  dieses  Urteil  selbst 


Siche  weiter  unten,  was  man  vom  Prinzip  der  vollständigen 
Induktion  zu  halten  hat,  das  als  Typus  mathematischer  Schluß  weise 
betrachtet  wird. 

2)  Wenn  man  so  den  Unterschied  zwischen  der  Logik  der  Ent- 
deckung und  der  Logik  des  Beweises  versteht,  haben  wir  nichts  dawider 
zu  sagen.  Anschauung  und  selbst  Erfahrung  haben  jederzeit  zur  Ent- 
deckung mathematischer  Wahrheiten  gedient  (Beispiel:  Entdeckung  der 
Parabelquadratur  durch  Ärehimedes  mittels  der  Wage);  niemals  jedoch 
haben  diese  empirischen  Methoden  für  mathematische  Beweise  gegolten, 
noch  haben  sic  diese  ersetzt.  Vgl.  Bocher,  The  fundamental  concep- 
tions  and  methods  of  mathematics  (§VIII:  Nichtdeduktive  Elemente  in 
der  Mathematik)  Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society , Bd.  XI 
S.  115—135  (Dez.  1904). 
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folgt,  so  ist  dasselbe  wahr.“^)  Hier  haben  wir  eine  vollständig 
paradoxe  Sdilußweise,  welche  die  Logistik  allein  erklärt  und 
rechtfertigt.^) 

Einen  Begriff  definieren,  heißt  ihn  auf  eine  logisdie  Ver- 
bindung anderer  als  bekannt  vorausgesetzter  Begriffe  zurück- 
führen. Vom  formalen  Gesichtspunkt  aus  besteht  eine  Definition 
in  einer  logischen  zwischen  einem  einfachen  (dem  definierten) 
und  einem  zusammengesetzten  (dem  definierenden)  Äusdruck 
aufgestellten  Gleichung.  Diese  Gleichung  wird  nicht  als  Urteil 
behauptet,  sie  ist  weder  wahr  noch  falsch;  sie  ist  als  sprachlich- 
schriftlicher  Äusdruck  des  Übereinkommens  gesetzt.  Und  da 
das  Definierte  nach  Voraussetzung  keinen  anderen  Sinn  hat  als 
das  Definierende,  so  kann  es  als  ein  einfacher  Name  betrachtet 
werden,  der  dem  definierenden  Äusdruck  gegeben  wird.  In 
diesem  Sinne  kann  man  sagen,  daß  jede  mathematische  Defini- 
tion eine  Nominaldefinition  ist;  aber  das  sagt  nicht,  daß  die 
mathematischen  Begriffe  sich  auf  bloße  Namen  reduzieren  (was 
die  Behauptung  der  Nominalisten  ist),  sondern  daß  sie  sich 
sämtlich  definieren  lassen  auf  logische  Ärt  und  in  deutlich  ent- 
wickelter Äbhängigkeit  von  einigen  Grundbegriffen,  und  sich  dem- 
zufolge als  Namen  betrachten  lassen,  die  diesen  und  diesen  Be- 
griffsverbindungen gegeben  sind.  Die  logische  Gleichung  des 
definiendum  und  definiens  gestattet  sie  überall  einander  zu  sub- 
stituieren, sei  es,  daß  man,  um  das  definiendum  zu  erklären, 
d.  h.  seinen  Inhalt  zu  entwickeln  und  darzulegen,  und  um  seine 
Eigenschaften  aufzuweisen,  das  definiens  an  seine  Stelle  setzt; 
sei  es,  daß  man  umgekehrt,  um  sich  zu  zusammengesetzten  Be- 
griffen und  Sätzen  zu  erheben,  das  Bedürfnis  fühlt,  den  Äus- 
druck des  definiens  abzukürzen , in  welchem  Falle  man  das 
definiendum  an  seine  Stelle  setzt.  Dies  ist  die  Begründung  der 
wichtigen  Regel  der  mathematischen  Methode,  daß  man  das 


^)  G.  Vailati,  Di  un’opera  dimcnticata  del  P.  Girolamo  Saccheri 
(Logica  demonstrativa,  1697)  Rivista  filosofica,  Sept.— Okt.  1903;  Sur  une 
classe  de  raisonnements  par  l’absurde,  Revue  de  Metaphgsique,  Nov.  1904. 

2)  In  der  Tat  ist  die  Äbhängigkeitsbeziehung  -pop  äquivalent  der 
Disjunktion  p^p,  d. h.  einfach  dem  Urteile  p.  Überdies  kann,  weil  das 
Falsche  das  Wahre  einschließt,  und  nicht  umgekehrt,  -p  nur  falsch  und 
p wahr  sein. 
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dcfiniens  dem  definiendum  und  umgekehrt  substituieren  kann 
und  darf. 

Durch  die  Definition  und  den  Beweis  reduziert  man  alle 
Begriffe  einer  mathematischen  Theorie  auf  einige  undefinier- 
bare Begriffe  und  alle  Lehrsätze  auf  einige  unbeweisbare 
Sätze.  Dabei  darf  man  keinerlei  absoluten  Sinn  diesen  Attri- 
buten „undefinierbar“  und  „unbeweisbar“  beilegen.  Ein  Begriff 
ist  undefinierbar,  ein  Satz  unbeweisbar  ausschließlich  in  bezug 
auf  ein  bestimmtes  System  von  Definitionen  und  eine  bestimmte 
Beweisfolge;  in  einem  anderen  System  oder  einer  anderen 
Reihenfolge  ließen  sich  jene  selben  Begriffe  definieren,  jene 
selben  Sätze  beweisen.  Man  darf  also  auch  nicht  einen  abso- 
luten (erkenntnistheoretischen)  Sinn  den  entsprechenden  Aus- 
drücken „Grundbegriff“  und  „Grundsatz“  erteilen. 

Vom  formalen  Standpunkt  aus  ist  der  Sinn  der  Grund- 
begriffe, da  dieselben  nicht  definiert  sind,  nicht  bestimmt,  und  sie 
gehen  in  keiner  Weise  in  die  deduktive  Verkettung  der  Lehr- 
sätze ein,  denn  der  Sinn  hängt  einzig  und  allein  von  den 
Grundbegriffen  und  den  ausdrücklich  formulierten  Definitionen 
ab.  Man  kann  demnach  die  Grundbegriffe  als  reine  Symbole 
betrachten,  deren  Sinn  unbestimmt  und  gleichgültig  ist  und  die 
bloß  der  Bedingung  unterworfen  sind,  den  Grundsätzen  zu  ge- 
nügen. Man  begreift  demnach,  daß  eine  und  dieselbe  deduktive 
formale  Theorie  eine  mehrfache  inhaltlich  versdiiedene  Anwen- 
dung erfahren  kann,  wenn  sich  für  die  Gesamtheit  der  nicht 
definierten  Symbole  mehrere  Interpretationen  finden  lassen,  die  in 
gleicherweise  der  Gesamtheit  der  nicht  bewiesenen  Sätze  genügen. 

Diese  Möglichkeit,  verschiedene  Ausdeutungen  zu  finden  für 
eine  und  dieselbe  deduktive  Theorie,  ist  nicht  nur  „ökonomisch“ 
in  den  wissenschaftlichen  Anwendungen  (da  sie  von  der  Wieder- 
holung der  gleichen  Deduktionen  für  mehrere  Reihen  von  Ob- 
jekten enthebt)^),  sondern  sie  ist  auch  in  Hinblick  auf  die  Logik 
wertvoll,  da  sie,  wie  man  sehen  wird,  gewisse  formale  Eigen- 
tümlichkeiten der  fraglichen  Theorie  zu  entdecken  und  zu  er- 
weisen gestattet. 


1)  Bekanntlich  ist  dies  für  sehr  viele  mathematisdie  Theorien  in  der 
Physik  der  Fall. 
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Es  ist  augGnscheinlidi  vorteilhaft,  daß  in  einer  deduktiven 
Theorie  die  Gesamtheit  der  Grundsätze  irreduzibel  sei,  d.  h. 
daß  keiner  unter  ihnen  sich  von  den  anderen  ableiten  läßt; 
sonst  gäbe  es  eine  Ärt  von  Pleonasmus  oder  Überzähligkeit  in 
dem  System  der  Grundsätze,  da  man  einen  von  ihnen  unter- 
drücken und  ihn  in  die  Reihe  der  Theoreme  verweisen  könnte. 
Wenn  jedoch  ein  Grundsatz  von  anderen  abhängig  ist,  so  wäre 
die  Verneinung  desselben  logisch  unverträglich  mit  diesen  (dies 
ist  sogar  ein  oft  gebrauchtes  Beweismittel  dieser  Abhängig- 
keit). Folglich  wird  man,  sobald  sich  zeigen  läßt,  daß  die  Ver- 
neinung eines  Grundsatzes  mit  allen  anderen  verträglich  ist,  die 
Unabhängigkeit  dieses  Satzes  von  den  anderen  dargelegt  haben. 
Auf  die  Art  bewahrheitet  sich  die  folgende  Regel  für  den  Nach- 
weis der  Irreduzibilität  eines  Systems  von  Sätzen: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Irre- 
duzibilität eines  Systems  von  Sätzen  ist,  daß  man  für  jeden  von 
ihnen  eine  Ausdeutung  der  nicht  definierten  Symbole  finden 
könne,  welche  zugleich  allen  anderen  Sätzen  außer  diesem  einen 
genügt. 

Eben  durch  diese  Methode  erweisen  die  Mathematiker  die 
Irreduzibilität  eines  Systems  von  Axiomen  oder  Postulaten.  Wir 
werden  zahreiche  Beispiele  in  der  Folge  dieser  Arbeit  kennen 
lernen. 

Auf  der  anderen  Seite  ist  ein  offenbares  Interesse  vor- 
handen, daß  auch  die  Gesamtheit  der  nichtdefinierten  Symbole 
irreduzibel  sei,  d.  h.  daß  keines  von  ihnen  sich  mit  Hilfe  der 
anderen  definieren  lasse.  Wenn  aber  doch  eines  von  ihnen  sich 
mit  Hilfe  der  anderen  definieren  ließe,  so  wäre  sein  Sinn  genau 
bestimmt,  sobald  man  den  Sinn  von  allen  anderen  bestimmt 
hätte,  und  demzufolge  könnte  man  jenen  nur  durch  Wechsel  der 
Interpretation  dieser  ändern.^)  Folglich  wird  umgekehrt,  wenn 
man  den  Sinn  eines  Symboles  allein  abzuändern  vermag,  ohne 
Wechsel  der  Interpretation  der  anderen,  dieses  Symbol  von  den 
anderen  unabhängig  sein.  So  erscheint  die  folgende  Regel  zum 

1)  Richtig  aufgefaßt  folgt  daraus,  daß  die  Gesamtheit  der  Symbole 
von  einer  Gesamtheit  von  Grundsätzen  abhängig  ist,  die  sie  befriedigen 
und  die  infolgedessen  Beziehungen  zwischen  ihren  Inhalten,  d.  h.  zwischen 
den  sie  repräsentierenden  Begriffen  vorstellen. 
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Erweis  der  Irreduzibilität  einer  Gesamtheit  nichtdefinierter  Symbole 
gerechtfertigt: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  ein 
System  nichtdefinierter  Symbole  irreduzibel  sei  (bezüglich  eines 
Systems  von  Grundbegriffen),  ist,  daß  man  bezüglich  jedes  nicht 
definierten  Symbols  eine  Ausdeutung  des  Systems  finden  kann, 
die  dem  System  der  Grundsätze  genügt,  und  auch  dann  noch 
genügt,  wenn  man  den  Sinn  eines  betrachteten  Symbols  ab- 
ändert. 

Jede  Definition  vollzieht  sich  mit  Hilfe  allgemeiner  Aus- 
drücke, zum  mindesten  virtuell  und  im  Prinzip,  derart,  daß  das 
Definierte  immer  ein  allgemeiner  Ausdruch,  eine  Klasse  ist.  Um 
jedoch  hierauf  bezüglich  dieser  Klasse  einen  Schluß  zu  ziehen 
und  ihre  Eigenschaften  abzuleiten,  muß  man  behaupten  können, 
daß  Individuen  dieser  Klasse  existieren,  d.  h.  daß  die  Klasse 
nicht  Null  ist  (daß  die  sie  definierenden  Bedingungen  nicht  wider- 
sinnig, d.  i.  logisch  unverträglich  sind).  Das  ist  der  Grund, 
warum  jede  Definition  begleitet  sein  muß  von  einem  Theorem 
der  Existenz  (oder  einem  Postulat  der  Existenz),  das  die 
Existenz  des  definierten  Objektes  behauptet.  Andererseits  kommt 
es  häufig  vor,  daß  das,  v/as  man  definieren  will,  nicht  eine 
Klasse,  sondern  ein  Individuum  ist.  Um  später  von  diesem 
Individuum  sprechen  zu  können  (indem  man  den  bestimmten 
Artikel  vor  den  fraglichen  Begriff  setzt),  muß  man  gezeigt  haben, 
daß  die  definierte  Klasse  nicht  nur  existiert,  sondern  auch  eine 
Einzelklasse  ist  (nur  ein  Individuum  enthält).  Man  macht  dies 
im  allgemeinen  so,  daß  man  zeigt,  daß,  wenn  zwei  Individuen 
der  Definition  genügen,  sie  identisch  sind.^)  Man  sagt  dann: 
man  hat  die  Existenz  und  Einzigkeit  des  definierten  Ob- 
jektes dargelegt. 

Eine  Definition  ist  — genau  genommen  — kein  Urteil,  denn 
sie  ist  weder  wahr  noch  falsch.  Das  ist  vielmehr  eine  Überein- 
kunft in  der  Sprach-  (oder  Schreib-)  Weise,  eine  Namensbelegung, 


^)  Ä.  Padoa,  Essai  d’une  theorie  algebrique  des  nombrcs  enticrs, 
precede  d’une  introduction  logique  ä une  theorie  deductive  quelconque, 
Biblioth^ue  du  IcrCongres  de  Philosophie,  Bd.  III  (Paris,  Ä.  Colin,  1901). 
2)  Vgl.  die  Definition  der  Einzelklasse  (S.  27). 
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die  man  nur  vom  Standpunkt  des  Gebrauchs  oder  der  Bequem- 
lichkeit beurteilen  kann.  Eine  Definition  darf  also  nicht  als  ein 
Grundsatz,  noch  als  ein  von  Wahrheit  betrachtet  wer- 

den. — Man  hat  darauf  erwidert,  daß  eine  Definition  doch  eine 
Wahrheitsquelle  sein  könne,  insoweit  sie  die  Konstruktion  eines 
Begriffes  zum  Ausdruck  bringe;  sie  entspringt  aus  der  Gedanken- 
verbindung, aus  einer  ursprünglichen  Synthese  und  birgt  somit 
ein  synthetisches  Urteil  in  sich,  das  die  Rechtmäßigkeit  des  kon- 
struierten Begriffes  behauptet.^)  — Dabei  handelt  es  sich  um 
eine  Verwirrung,  welche  die  vorstehenden  Erklärungen  zu  ent- 
wirren gestatten.  Die  Konstruktion  eines  Begriffes  ist  in  sich 
selbst  kein  Urteil  und  kann  daher  nicht  geradezu  eine  Wahrheits- 
quelle sein.  Und  wirklich  wird  man,  wie  Leibniz  bemerkt  hat, 
bei  einem  widerspruchsvollen  Begriff  bezüglich  seines  Trägers 
widersprechende  Urteile  aufweisen  können.  Vor  allem  muß  man 
die  logische  Existenz  des  definierten  Begriffes  behaupten  können, 
und  diese  Behauptung  und  nicht  die  Definition  ist  die  Quelle 
von  Wahrheit.  Niemals  also  ist  die  Definition  das  für  ihre 
Konsequenzen  Verantwortliche  (wenn  man  überhaupt  sagen  kann, 
daß  sie  Konsequenzen  habe),  wohl  aber  das  Existentialurteil,  das 
sie  begleitet  und  rechtfertigt.^) 

Die  bisher  besprochenen  Definitionen  sind  die  Nominaldefini- 
tionen oder  besser,  die  expliziten  Definitionen.  Man  wendet  aber 
oft  in  der  Mathematik  Definitionsweisen  an,  die  man  unaus- 
gesprochene nennen  könnte,  weil  der  zu  definierende  Begriff, 
statt  in  einem  Glied  der  logischen  Gleichung  bloß  und  frei  ge- 
legt zu  sein,  sich  in  Begriffsverbindungen  eingehüllt  findet.  Die 
eine  dieser  Definitionsarten  ist  die  als  Definition  durch  Postu- 
late  bezeichnete.  Sie  besteht  darin,  daß  man  eine  Gruppe  von 
Begriffen  (die  man  nicht  einzeln  definieren  kann)  definiert,  indem 
man  eine  Gruppe  von  Postulaten  aufweist,  die  sie  befriedigen. 
Allein  dies  ist  gerade  der  Fall  bei  allen  undefinierbaren  Be- 


y G.  Lechalas,  Annales  de  Philosophie  chretienne,  3. Serie,  Bd.VI, 
S.  9 (April  1905). 

2)  Den  Philosophen  (insbes.  den  Kantianern),  welche  versucht  sein 
könnten,  die  Definitionen  als  synthetische  Urteile  zu  betrachten,  die  als 
Grundsätze  dienen  können,  empfehlen  wir  die  treffende  Bemerkung  von 
H.  Frege,  zitiert  S.  43,  Anm.  1. 
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griffen:  und  es  liegt  darin  ein  gewisser  Widerspruch,  zum 
mindesten  in  Worten,  daß  man  von  einer  Definition  mit  Hilfe 
der  Postulate  spridit.  Hier  handelt  es  sich  nicht  um  eine  wahre 
Definition,  weil  dies  die  Anwesenheit  einer  (formellen  und  aus- 
drüd^lichen)  Definition  voraussetzt.  Was  man  zu  sagen  hat,  ist, 
daß  eine  Gruppe  von  Postulaten  den  Sinn  der  nicht  definierten 
Symbole,  die  in  ihnen  erscheinen,  bestimmt.  Und  überdies  be- 
stimmt sie  ihn  nur  bis  zu  einem  gewissen  Grad.  Denn,  wie 
schon  hervorgehoben,  kann  ein  gleiches  System  von  Postulaten 
durch  mehrere  Ausdeutungen  befriedigt  werden,  die  man  den 
nicht  definierten  Symbolen  zuweist.  Dabei  verhält  es  sich  mit 
der  Logik  ebenso  wie  mit  der  Algebra:  ein  System  von  Postu- 
laten ist  einem  System  von  Gleichungen  zwischen  mehreren  Un- 
bekannten analog;  es  kann  den  Wert  dieser  Unbekannten  be- 
stimmen und  zwar  noch  in  mehrdeutiger  Weise,  wenn  es  mehrere 
Lösungen  zuläßt  (ja  sogar  unendlich  viele);  aber  es  kann  sie 
auch  mehr  oder  weniger  unbestimmt  lassen.  Um  zu  wissen,  ob 
eine  solche  Gruppe  die  Unbekannten,  d.  h.  den  Sinn  der  nicht 
definierten  Symbole  wirklich  bestimmt,  müßte  man  sie  nach 
diesen  Symbolen  auf  lösen  können,  d.  h.  ihren  Wert  oder  Aus- 
drude als  Funktion  der  bekannten  Glieder  heraussteilen.  Nur 
dann  hätte  man  die  explizite  Definition  einer  jeden  von  ihnen. 
So  kann  also  eine  Definition  durch  Postulate  nur  als  provisorisch 
betrachtet  werden,  und  muß  endgültig  durch  eine  Gruppe  von 
ausdrücklichen  Definitionen  ersetzt  werden;  sie  begründet  eine 
Aufgabe,  deren  Lösung  diese  bilden.^) 

In  dem  Falle,  daß  eine  Gruppe  von  Postulaten  nur  einen 
einzigen  Grundbegriff  enthält,  ist  es  leicht,  daraus  die  explizite 
Definition  desselben  zu  gewinnen:  es  genügt  zu  sagen,  daß 


So  erklärt  es  sich,  was  man  von  gewissen  Axiomen  hat  sagen 
können,  daß  sie  nämlich  verkleidete  Definitionen  oder  Teile  von  Defini- 
tionen seien.  Allein  man  darf  niemals  die  absolute  Unterscheidung  von 
Definitionen  und  Grundsätzen  außer  acht  lassen.  Ziehen  wir  bei  dieser 
Gelegenheit  eine  Bemerkung  von  H.  G.  Frege  heran:  Wenn  die  Axiome 
in  die  Definition  eingehen  könnten,  so  wäre  das  ontologische  Argument 
gerechtfertigt:  man  könnte  sagen,  daß  Gott  auf  Grund  der  Definition 
existiere.  (Über  die  Grundlagen  der  Geometrie,  Jahresber.  der  Deutschen 
Mathematikervereinigung,  Bd.  XII,  S.  371 ; 1903). 
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dieser  Begriff  ein  derartiger  ist,  daß  er  jener  Gesamtheit  von 
Postulaten  genügt  (was  formell  mit  Hilfe  des  Symbols  3 an- 
gezeigt  wird).^)  Allein  man  muß  hernach  die  Existenz  und  Einzig- 
keit dieses  Begriffes  wie  für  jede  andere  ausdrückliche  Definition 
nadiweisen. 

Eine  andere  Art  der  mittelbaren  Definition  ist  die  mittels 
Abstraktion.  Sie  wird  immer  auf  eine  (mathematische  oder 
logische)  Funktion  angewandt  und  besteht  darin,  daß  man  sagt, 
in  welchem  Falle  diese  Funktion  sich  selbst  gleich  ist  (für  ver- 
schiedene Werte  der  Veränderlichen),  d.  h.  unter  welcher  Be- 
dingung man  die  formale  Gleichheit  hat 

^x  = cpy, 

wenn  (p  die  zu  definierende  Funktion  ist.  Der  Begriff  der  Funk- 
tion g)  macht  sich  gewissermaßen  mittels  Abstraktion  von  der 
Betrachtung  der  verschiedenen  dem  gleichen  Wert  entsprechenden 
Fälle  unabhängig.  Dieses  Definitionsverfahren  wird  sehr  häufig 
in  der  Mathematik  angewandt;  allemal  z.  B.,  wenn  man  behufs 
Definition  einer  Größenart  die  Bedingungen  der  Gleichheit  zweier 
Größen  dieser  Art  angibt. ^)  Doch  ist  eine  solche  Definition 
augenscheinlich  sehr  unvollkommen  und  muß  nach  Möglichkeit 
durch  eine  eigene  Definition  ersetzt  werden.  Übrigens  liefert  die 
Logik  der  Relationen  das  Mittel,  eine  Definition  mittels  Abstrak- 
tion in  eine  ausdrückliche  Definition  überzuführen.  Eine  Defini- 
tion mittels  Abstraktion  hat  die  folgende  Form: 

x,y£a-J:(fX~g)y-  = ^y-xRy. 

„Was  auch  immer  die  Individuen  x,  y einer  bestimmten 
Klasse  a sein  mögen,  so  ist  die  Gleichheit  (px  — gy  einer  be- 
stimmten Beziehung  R zwischen  x und  y gleichwertig.“ 

Aber  die  Beziehung  R ist  symmetrisch  und  transitiv  nach 
der  Voraussetzung,  ohne  die  sie  zur  Definition  einer  Gleichheit 
(die  durch  die  gleichen  formalen  Eigenschaften  ausgezeichnet  ist) 


^)  Dies  findet,  wie  man  sehen  wird,  für  die  Definition  der  Größe 

statt. 

2)  Siehe  C.  Burali-Forti,  Sur  Tegalite  et  sur  Tintroduction  des 
Elements  ddrives  dans  la  Science,  L’Enseignement  mathematique,  Bd.  I, 
S.  246-261  (1899). 
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untauglich  wäre;  folglich  existiert  kraft  des  Grundsatzes  der 
Abstraktion  eine  eindeutige  Beziehung  S zwischen  jedem  der 
Individuen  x,  y und  einem  gleichartigen  Glied  z derart,  daß: 

xRy  = xSz‘ySz. 

Dieses  Glied  z ist  es,  das  durch  cpx,  (py  usw.  bestimmt  ist 
und  die  „gemeinsame  Eigenschaft“  von  x,  y usw.  ist.  Man  kann 
es  als  das  Hinterglied  der  Beziehung  S,  und  die  Funktion  (p  mit 
Hilfe  der  Beziehung  S definieren.  So  kommen  die  Defini- 
tionen mittels  Abstraktion  ganz  einfach  von  der  ungenügen- 
den logischen  Analyse  her  und  verschwinden  vor  der  Logik  der 
Relationen. 

Zusammenfassend  ausgesprochen:  die  einzigen  wahrhaften 
Definitionen  sind  die  nominalen  oder  ausdrücklichen  Definitionen; 
die  mittelbaren  Definitionen  sind  nur  provisorisch  und  müssen 
auf  jene  zurückgeführt  werden. 
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Der  Zahlbegriff. 

Es  ist  heute  die  Behauptung  ein  Gemeinplatz  unter  den 
Mathematikern  geworden,  daß  die  Analysis  sich  ausschließlich 
und  vollständig  mit  der  alleinigen  Idee  der  Zahl,  ja  selbst  der 
ganzen  Zahl  begründen  läßt.  Dies  ist  anscheinend  das  philo- 
sophische Schlußergebnis  all  der  Bemühungen  um  die  wissen- 
schaftliche Neubegründung,  die  sich  seit  30  oder  40  Jahren 
unter  dem  Einflüsse  von  Weierstraß  und  seiner  Schule  voll- 
zogen hat.  Daß  solche  Bemühungen  nützlich  und  selbst  not- 
wendig waren,  um  den  Grundpfeilern  der  Analysis  die  ihnen 
mangelnde  absolute  Strenge  und  Klarheit  zu  geben,  fällt  nie- 
manden zu  bestreiten  ein;  das  wäre  überdies  seitens  der  Logiker 
wahrhaftig  eine  Undankbarkeit,  denn  die  Umgestaltung  der 
reinen  Mathematik  ist  es,  welche  die  Entdeckung  gestattete,  daß 
sie  auf  logischen  Grundsätzen  und  nicht  auf  Anschauung  ruhe. 
Nur  muß  man  sich  aller  Einseitigkeit  entschlagen.  Führt  man 
jedoch  die  ganz  reine  Mathematik  auf  das  alleinige  Gegebensein 
der  Zahl  zurück,  so  beschränkt  man  willkürlich  die  Tragweite 
der  mathematischen  Methode.  Außerdem  hieße  es,  das  Vor- 
handensein von  Theorien  eines  unleugbar  mathematischen  Charak- 
ters verkennen,  die  in  keiner  Weise  auf  die  Idee  der  Zahl 
gegründet  sind.  Ganz  abgesehen  von  der  Mengenlehre,  die 
mindestens  ebenso  von  der  Logik  wie  von  der  Mathematik 
abhängig  ist,  die  aber  jedenfalls  die  unentbehrliche  Grundlage 
der  Funktionentheorie  geworden  ist,  stellt  die  Theorie  der  Sub- 
stitutionen und  Gruppen  ein  Lehrgebäude  dar,  in  dem  die  Zahl 
nur  eine  Nebenrolle  spielt  und  dessen  wesentliches  Objekt  der 
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Ordnungsbegriff  ist.^)  Man  muß  somit  mindestens  zwei  Ideen, 
die  der  Zahl  und  die  der  Ordnung,  als  Gegenstände  der  reinen 
Mathematik  annehmen  und  dies,  ohne  irgend  eine  Beschränkung 
ihres  Gebiets  auf  diese  zwei  Gegenstände  zu  beanspruchen.  Wie 
übrigens  dem  auch  sei,  wir  haben  zunächst  diese  zwei  Ideen  in 
logischen  Ausdrücken  oder,  genauer  gesagt,  als  Funktionen  der 
uns  schon  bekannten  logischen  Konstanten  zu  definieren. 

Bekanntlich  stellt  sich  der  Zahlbegriff  unter  einer  doppelten 
Form  dar,  als  Kardinal-  und  als  Ordnungszahl.  Gewisse  Mathe- 
matiker glaubten,  den  Standpunkt  vertreten  zu  können,  daß  von 
diesen  zwei  Formen  die  Ordnungszahl  die  der  anderen  voraus- 
gehende, ja  selbst  die  einzig  ursprüngliche  und  apriorische  sei. 
Dies  ist  aber  nicht  die  Meinung  von  H.  Russell  und  auch  nicht 
die  unsrige,  und  wir  werden  bald  die  Gründe  dafür  angeben. 
Jedenfalls  ist  hier  ein  offenbares,  philosophisches  Interesse  vor- 
handen, den  Zahlbegriff  vom  Ordnungsbegriff  womöglich  abzu- 
trennen und  sonach  die  Kardinalzahl  vor  der  Ordnungszahl  und 
unabhängig  von  ihr  zu  definieren. 

Noch  mehr,  die  Kardinalzahlen  selbst  lassen  sich  auf  zwei 
verschiedene  Arten  darstellen  und  definieren.  Man  kann  sie  als 
voneinander  unabhängig  und  getrennt  auffassen,  oder  sie  nach 
und  nach  durch  wiederholtes  Hinzufügen  der  Einheit  selbst,  ent- 
stehen lassen;  im  letzteren  Falle  bilden  sie  die  sogenannte 
natürliche  Zahlenreihe.  Wir  werden  die  erstere  Auffassung 
unter  dem  Namen  der  Kardinaltheorie  bezeichnen  im  Gegen- 
sätze zur  zweiten,  die  den  Namen  Ordinaltheorie  verdient. 
Und  wieder  aus  dem  gleichen  Grunde  werden  wir  die  Kardinal- 
theorie vor  der  Ordinaltheorie  darlegen.  Man  wird  übrigens 
sehen,  daß  diese  zwei  Theorien  weit  davon  entfernt,  einander 
vertreten  zu  können  oder  aber  einander  zu  widersprechen,  sich 
gegenseitig  ergänzen.  Die  zweite  ruht  auf  der  ersten,  was 
unsere  Behauptung  von  der  Unabhängigkeit  des  Zahlbegriffes 
(der  Kardinalzahl)  gegenüber  dem  Ordnungsbegriff  bestätigt 

§ A.  Kardinaltheorie. 

Viele  Philosophen  glauben,  die  Kardinalzahl  mittels  der 
Operation  der  Abzählung  definieren  zu  können.  Wie  leicht  zu 


Siehe  die  Anmerkungen  I und  II  am  Ende  des  Buches. 
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sehen,  begehen  sie  einen  fehlerhaften  Zirkel.  In  der  Tat,  was 
heißt  eine  Gesamtheit  von  Objekten  abzählen?  d.  h.  diese  Objekte, 
eines  nach  dem  anderen,  den  ganzen  aufeinanderfolgenden 
Zahlen  (die  dabei  als  bloße  Ordnungsnummern  betrachtet  wer- 
den) von  1 bis  n entsprechen  lassen.  Man  sagt  dann,  die  Zahl 
der  gezählten  Objekte  sei  n.  Warum?  Weil  n die  Kardinal- 
zahl der  ganzen  aufeinanderfolgenden  Zahlen  ist  von  1 bis 
einsdiließlich  n.  Allein  das  setzt  zunächst  den  Begriff  der  Kardinal- 
zahl und  sodann  die  der  „natürlichen  Zahlenreihe“  zugewiesene 
Ordnung  voraus.  So  enthält  jeder  Definitionsversudi  dieser  Art 
versteckt  den  zu  definierenden  Begriff  und  macht  ihn,  was  mehr 
ist,  in  unnötigerweise  verwickelt,  indem  er  ihm  einen  Ordnungs- 
begriff zugesellt.^)  Mit  noch  mehr  Grund  werden  alle  psycho- 
logischen Theorien  hinfällig,  welche  vage  geistige  „Synthesen“ 
heranziehen  und  die  letzten  Endes  darin  bestehen,  daß  man 
z.  B.  sagt,  daß  der  Begriff  von  zehn  durch  zehn  aufeinander- 
folgende Aufmerksamkeitsakte  erzeugt  wird;  der  Zirkelschluß  ist 
hier  noch  mehr  auf  der  Hand  liegend.  Man  darf  doch  nicht  die 
Idee  der  Zahl  abhängen  lassen  von  dem  Akte  der  Abzählung, 
nicht  nur  weil  dieser  jene  schon  voraussetzt,  sondern  auch  weil 
die  Abzählung  voraussetzt,  daß  eine  Klasse  „wohlgeordnet“  sein 
kann,  was  vielleicht  nicht  von  jeder  Klasse  gilt;  und  endlich, 
weil  die  Abzählung  nur  für  die  endlichen  Klassen  ein  Resultat 
liefert,  und  es  doch  unendliche  Klassen  und  infolgedessen  un- 
endliche Kardinalzahlen  gibt.^) 

Diese  Betrachtungen  führen  immerhin  auf  die  richtige  Spur 
der  logischen  Definition  der  Kardinalzahl.  Und  vor  allem 
empfiehlt  es  sich  zu  bemerken,  daß  die  Kardinalzahl  die  Eigen- 
schaft ist  einer  Klasse  als  Ganzes  betrachtet,  als  ein  Objekt  und 
nicht  als  Einzel-  (individuale)  Objekte,  die  es  zusammensetzen. 
Wenn  man  von  den  Aposteln  sagt,  daß  ihrer  12  sind,  so  kann 
man  daraus  nicht  schließen,  daß  jeder  der  Apostel  für  sich  ge- 
nommen 12  sei.'^)  Es  ist  das  ein  Gemeinplatz,  der  aber,  wie 


1)  Russell,  The  Principles  of  Mathematics,  § 129.  Vgl.  unsere  Arbeit 
De  rinfini  mathematique.  2.  Teil,  Buch  I,  Kap.  II. 

2)  Russell  a.  a.  0.,  S.  114. 

Peano,  Revue  de  Mathematiques.  Bd.  VI,  S.  97. 
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man  sehen  wird,  von  folgenschwerer  Bedeutung  ist.^)  Man  wird 
so  auf  die  Untersuchung  geführt,  was  die  Eigenschaft  einer 
Klasse  ist,  die  macht,  daß  ihr  gerade  eine  solche  Zahl  zukommt, 
und  ferner,  wann  zwei  Klassen  dieselbe  Zahl  zukommt,  d.  h.  auf 
die  Definition  der  Kardinalzahl  mittels  Abstraktion. 

Zwei  Klassen  kommt  dieselbe  Zahl  zu,  wenn  man  zwischen 
ihren  Elementen  eine  eindeutige  und  gegenseitige  Verwandtsdiaft 
oder  mit  anderen  Worten  eine  eineindeutige  Beziehung  her- 
steilen  kann  oder,  wie  wir  zur  Abkürzung  sagen  wollen,  wenn 
sie  gleichzahlig  sind  (equivalentes).^)  Diese  Definition  ist,  wie 
man  sieht,  rein  logisch.  Man  darf  nicht  glauben,  daß  sie  die 
Idee  der  Zahl  eins  versteckt  enthält®);  in  Wirklichkeit  wird  die 
eineindeutige  Beziehung  ausschließlich  mit  Hilfe  der  Identitäts- 
beziehung zwischen  Individuen  definiert.^)  Nur  verlangt  diese 
Definition  eine  geringfügige  Abänderung,  um  auch  den  Fall  der 
Nullklasse  zu  umfassen:  denn  da  jede  Beziehung  Glieder  voraus- 
setzt, so  weiß  man  nicht,  was  eine  eineindeutige  Beziehung 
zwisdien  zwei  Nullklassen  sein  soll.  Man  wird  also  sagen: 
„Zwei  Klassen  a und  b kommt  die  gleiche  Zahl  zu,  sobald  eine 
eineindeutige  Beziehung  existiert,  deren  Gebiet  a einschließt  und 
von  der  Art  ist,  daß  die  Klasse  der  den  Elementen  von  a ent- 
sprechenden Elemente  mit  b identisch  ist.“  Diese  Definition  ist 
gleidiwertig  mit  der  vorhergehenden,  wenn  die  Klassen  nicht 
Null  sind;  und  wenn  sie  Null  sind,  so  ist  jede  von  ihnen  in  dem 
Gebiete  (und  in  dem  Mitgebiete)  einer  beliebigen  eineindeutigen 
Beziehung  enthalten,  derart,  daß  sie  einander  entspredien. 
Daraus  folgt,  daß  zwei  Nullklassen  die  gleiche  Zahl  zukommt, 
die  man  0 (Null)  nennen  wird.  So  wird  die  arithmetische  Null 
mittels  der  logischen  Null  definiert. 

^)  Es  ist  die  Untersdieidung,  weldie  die  Scholastiker  schon  machten 
zwischen  dem  distributiven  und  kollektiven  Sinn  eines  Begriffes. 

*^)  Das  entsprechende  Wort  im  Englischen  ist  similar;  aber  man 
darf  es  nicht  mit  gleichartig  (semblable)  übersetzen,  das  dem  eng- 
lischen like  entspricht.  Das  deutsche  Wort  gleichzahlig  scheint  infolge 
seiner  Zusammensetzung  einen  fehlerhaften  Zirkel  versteckt  zu  enthalten, 
aber  in  Wirklichkeit  enthält  es  ihn  nicht.  Vgl.  Frege:  Grundlagen  der 
Ärithmetik,  § 68  (1884). 

^)  Wie  wir  es  angenommen  haben  (De  l’Infini  math^matique,  a.a.O.) 

^)  Siehe  S.  33. 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik. 


4 


50 


Kapitel  II. 


Ebenso  kommt  zwei  Einheitsklasscn  die  gleiche  Zahl,  die 
man  1 (eins)  nennen  wird,  zu.  Nochmals,  man  darf  nicht 
glauben,  daß  diese  Definition  der  Zahl  eins  einen  Zirkelsdiluß 
darstellt,  denn  die  Definition  der  Einheitsklasse  ruht  ausschließ- 
lich auf  der  Identitätsbeziehung.^)  Überdies,  wenn  es  wahr  ist, 
daß  sie  in  dem  einen  Sinne  die  Einzigkeit  oder  vielmehr  die 
Individualität  des  betrachteten  Elements  enthält,  so  kann  diese 
Einzigkeit  nicht  identisch  sein  mit  der  Zahl  eins,  um  deren 
Definition  es  sich  handelt:  denn  diese  Einzigkeit  ist  eine  Eigen- 
schaft jedes  Elements,  während  die  Zahl  eins  die  Eigenschaft 
einer  Klasse  ist.  Der  Unterschied  dieser  zwei  Begriffe  tritt  noch 
deutlicher  zutage,  wenn  man  eine  Klasse  als  Element  einer 
anderen  Klasse  zu  betrachten  hat,  denn  dann  kommt  derselben 
Klasse  als  Klasse  eine  Kardinalzahl  (die  1 oder  eine  andere 
Zahl  sein  kann),  und  als  Element  die  Ärt  von  Einheit  zu,  die 
jedes  Element  besitzt.  Wenn  diese  zwei  Begriffe  sich  nicht 
unterscheiden  ließen,  käme  allen  Klassen  die  Zahl  1 zu  (sofern 
sie  mögliche  Elemente  sind),  oder  aber,  man  könnte  nicht  den 
Begriff  einer  Klasse  von  Klassen  bilden,  d.  h.  eine  Klasse  wieder 
als  ein  Element  (als  eine  „Einheit“)  betrachten.  Somit  sind  jeden- 
falls die  Einheiten,  welche  eine  Kardinalzahl  bilden,  von  der 
Zahl  / verschieden. 

Diese  Definition  mittels  Abstraktion  ist  vollkommen  logisch; 
sie  hat  jedoch  einen  groben  Fehler,  den  sie  mit  allen  Definitionen 
mittels  Abstraktion  teilt:  Sie  zeigt  nicht  die  Existenz  und  Einzig- 
keit des  definierten  Objekts.  In  der  Tat  definiert  sie  die  Kardinal- 
zahl als  die  gemeinsame  Eigenschaft  aller  gleichzahligen 
Klassen.  Aber  nichts  versichert  uns  auf  der  einen  Seite,  daß 
diese  Klassen  eine  gemeinsame  Eigenschaft  besitzen,  und  auf  der 
anderen  Seite,  daß  sie  nur  eine  gemeinsame  Eigenschaft  be- 
sitzen. Alles,  was  sich  sagen  läßt,  ist,  daß  die  Definition  alle 
möglichen  Klassen  auf  Klassen  von  so  charakterisierten  Klassen 
zu  verteilen  gestattet,  daß  allen  Klassen  je  einer  Klasse  „die 
gleiche  Zahl  zukommt“,  wobei  dieser  Ausdruck  einfach  ihre 
Gleichzahligkeit  (Äquivalenz)  ausdrückt.  Wirklich  ist  die  Be- 
ziehung der  Gleichzahligkeit  symmetrisch  und  transitiv:  wenn 


y Siehe  S.  27. 
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zwei  Klassen  A und  B gleidizahlig  mit  derselben  Klasse  C sind, 
so  sind  sie  audi  miteinander  gleidizahlig.  Und  ferner  und  zu- 
gleidi  allgemeiner,  wenn  zwei  Klassen  A und  B gleidizahlig 
sind,  so  haben  die  Begriffe  „mit  A gleidizahlige  Klasse“  und 
„mit  B gleidizahlige  Klasse“  den  gleichen  Umfang,  d.  h.  sie  be- 
stimmen die  gleiche  Klasse  von  Klassen.^)  Man  hat  so  die  beiden 
folgenden  einander  gegenüberstehenden  Sätze:  Zwei  Klassen 
der  selben  Klasse  kommt  die  gleiche  Zahl  zu;  zwei  Klassen, 
denen  die  gleiche  Zahl  zukommt,  gehören  zur  selben  Klasse 
(woraus  durch  Kontraposition:  zwei  Klassen,  die  verschiedenen 
Klassen  angehören,  kommen  verschiedene  Zahlen  zu).  Es  gibt 
also  eine  eineindeutige  Verwandtschaft  zwisdien  den  Kardinal- 
zahlen und  den  Klassen  der  Klassen.  Äber  dann  existiert 
mindestens  ein  Ding  (entite)  und  entspricht  ein  einziges  Ding  jeder 
Kardinalzahl:  und  das  ist  gerade  die  Klasse  jener  Klassen,  von 
denen  man  sagt,  daß  ihnen  diese  Zahl  zukommt.  Es  läßt  sich 
also  diese  Klasse  von  Klassen  betrachten  als  Vertreter  der  ent- 
sprechenden Kardinalzahl. 

Dies  ist  übrigens  auch  der  Schluß,  auf  welchen  man  durch 
das  Prinzip  der  Abstraktion  geführt  wird,  das  nicht  ein 
Axiom  oder  Postulat  ist,  sondern  ein  Theorem  der  Logik  der 
Beziehungen,  das  H.  Russell  ausgesprodien  und  bewiesen  hat.^) 
Zuvörderst  entwickelt  man,  daß,  wenn  S eine  eineindeutige  Be- 
ziehung ist,  die  Beziehung  R = S*^S  symmetrisch  und  transitiv 
ist.^)  Das  Prinzip  der  Abstraktion  ist  die  Umkehrung  des 
folgenden  Lehrsatzes:  Wenn  R eine  symmetrische  und  transitive 
Beziehung  ist^),  so  besteht  eine  eindeutige  Beziehung  5 von  der 
Art,  daß  Mit  anderen  Worten,  wenn  zwischen  irgend 

weldien  zwei  Objekten  einer  bestimmten  Klasse  eine  symmetrische 
und  transitive  Beziehung  besteht,  so  kann  diese  auf  eine  gleiche 
eindeutige  Beziehung  zurückgeführt  werden,  welche  diese  Objekte 
zu  einem  gleichen  Element  haben.  Dieses  Prinzip  ist  von  sehr 

1)  Frege  a.  a.  O.,  § 73. 

2)  a.  a.  0.,  S.  166,  220.  „Über  die  Logik  der  Beziehungen“,  P.  2. 6. 

Bringen  wir  in  Erinnerung,  daß  nach  Definition  die  Beziehung 

S diejenige  ist,  die  zwischen  x und  y besteht,  sobald  man  hat:  xSz 
und  (=z^5);). 

Nicht  Null,  d.  h.  bestehend  zwischen  einigen  Elementen. 
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häufiger  Anwendung  in  der  Mathematik  allemal  dann,  wenn  man 
eine  Definition  mittels  Abstraktion  verwendet;  es  bewirkt  die 
Zurückführung  jeder  symmetrisdien  und  transitiven  Beziehung 
auf  eine  Art  von  Gleidiheit  (d.  h.  Identität).  Die  Gleichheit^) 
selbst  ist  eine  symmetrische  und  transitive  Beziehung;  dies  ist 
der  Grund,  warum  man  alle  Beziehungen  der  gleichen  Form 
darauf  zurückführen  kann  und  auch  wirklich  zurückführt.  Zwei 
parallele  Vektoren  von  gleicher  Länge  und  gleichem  Sinn  z.  B. 
werden  äquipollent  genannt  (Bellavitis) ; die  Aquipollenz  ist  ein 
Fall  von  Gleichheit.  Desgleichen  werden  zwei  kongruente  Seg- 
mente (zwei  Oberflächen,  zwei  Körper)  gleich  (an  Größe)  ge- 
nannt und  als  die  gleiche  Ausdehnung  (den  gleichen  Bogen, 
das  gleiche  Volumen)  besitzend  betrachtet.  Desgleichen  in  der 
projektiven  Geometrie:  von  zwei  parallelen  Geraden  (eine  sym- 
metrische und  transitive  Beziehung)  sagt  man,  daß  sie  dieselbe 
Richtung  oder  auch  einen  gemeinsamen  Punkt  im  Unendlichen 
haben.  Desgleichen  in  der  Physik:  Zwei  Körper,  die  sich  an 
einer  Wage  das  Gleichgewicht  halten,  werden  gleich  schwer  ge- 
nannt; von  zwei  Körpern  im  Wärmegleichgewicht  sagt  man,  daß 
sie  dieselbe  Temperatur,  von  solchen  im  elektrischen  Gleich- 
gewicht, daß  sie  dasselbe  Potential  besitzen  usw.  Man  sieht, 
worin  in  jedem  Falle  die  Abstraktion  besteht:  jede  sym- 
metrische und  transitive  Beziehung  zwischen  Objekten  einer  be- 
stimmten Art  kann  dazu  dienen,  sie  in  Klassen  aufzuteilen, 
derart,  daß  diese  Beziehung  zwischen  zwei  beliebigen  Elementen 
der  einen  gleichen  Klasse  besteht  und  zwischen  irgend  welchen 
zwei  Elementen  verschiedener  Klassen  nicht  besteht.  Man  sagt 
gemeiniglich,  daß  die  Elemente  der  einen  gleichen  Klasse  eine 
gemeinsame  Eigenschaft  haben,  d.  h.  ein  Attribut,  das  dasselbe 
für  alle  ist,  und  das  die  Klasse  charakterisiert.  Allein  was  immer 
dieses  Attribut  sein  mag,  und  ob  es  existiert  oder  nicht,  die 
Tatsache  allein,  derselben  Klasse  anzugehören,  begründet  eine 
identische  Eigenschaft  aller  ihrer  Elemente,  die  sie  zu  charak- 


^)  Logisch  oder  mathematisch,  das  ist  ein  und  dasselbe,  denn,  wie 
H.  Frege  in  ausgezeichneter  Weise  dargelegt  hat,  ist  die  mathematische 
Gleichheit  nichts  anderes  als  die  logische  Gleichheit,  d.  h.  die  Identität 
(a.  a.  0.,  § 65). 
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terisieren  genügt,  derart,  daß  die  Klasse  selbst  sich  als  das 
gemeinsame  Attribut  ihrer  Glieder  betrachten  läßt;  sie  kann  es 
repräsentieren  und  zur  Not  seine  Stelle  vertreten.^) 

Wenn  man  das  Prinzip  der  Abstraktion  auf  die  gleichzahlige 
Klasse  anwendet,  kann  und  darf  man  die  Kardinalzahl  als  eine 
Klasse  von  gleichzahligen  Klassen  definieren:  So  viele  Klassen 
von  gleichzahligen  Klassen  es  gibt,  so  viele  Kardinalzahlen 
gibt  es.  Für  den  ersten  Augenblick  macht  diese  Definition  den 
gesunden  Menschenverstand  stutzig:  Eine  Kardinalzahl  ist,  so 
scheint  es,  keine  Klasse  von  gleichzahligen  Klassen,  sondern  die 
diesen  Klassen  gemeinsame  Eigenschaft.  Aber  zunächst  stellt  in 
der  Logistik  eine  beliebige  Klasse  die  „gemeinsame  Eigenschaft“ 
aller  ihrer  Elemente  dar.  Und  wirklich  figuriert  jeder  Begriff  in 
dem  logischen  Kalkül  mit  seinem  Umfang,  der  eine  Klasse  ist; 
und  umgekehrt  entspricht  oder  kann  entsprechen  jede  Klasse 
einem  Begriffe,  der  das  gemeinsame  Attribut  ihrer  Elemente  ist. 
Der  Ausdruck  Mensch  (bezeichnet  durch  m)  z.  B.  stellt  im 
logischen  Kalkül  nicht  das  Attribut  der  Menschlichkeit,  son- 
dern die  Klasse  der  Menschen  dar.^)  Wenn  man  sagt:  xsm 
{x  ist  ein  Mensch),  so  bezeichnet  dies  genau  genommen  nicht,  daß 
X die  Eigenschaft  Mensch  zu  sein  besitzt,  sondern  daß  x als  Einzel- 
wesen an  der  Klasse  Mensch  teilhat.  Es  ist  sicherlich  nicht  unter- 
sagt, die  Begriffe  und  deren  Beziehungen  ihrem  Inhalte  nach  zu 
denken,  aber  sie  gehen  in  die  Formeln  nur  mit  ihrem  Umfange  ein, 
es  sind  ihre  Beziehungen  zwischen  den  Umfängen,  die  als  Grund- 
lagen für  den  logischen  Kalkül  dienen.  Man  begreift  somit,  daß 
eine  Kardinalzahl  wie  alle  anderen  Begriffe  in  diesem  Kalkül 
nur  durch  den  Umfang  vertreten  wird,  d.  h.  durch  die  Klasse 
der  Klassen,  die  diese  Kardinalzahl  besitzen.  Übrigens  ist  diese 

Das  Prinzip  der  Abstraktion  hat  ja  nicht  den  Endzweck,  die  Ab- 
straktion zu  vollziehen,  sondern  im  Gegenteil  sie  überflüssig  zu  machen 
und  zu  ersetzen. 

2)  Die  man  ebenfalls  Menschheit  nennt  [Anm.  des  Übersetzers: 
Das  „ebenfalls“  hat  nur  dann  einen  Sinn  in  der  Übersetzung,  wenn  man 
im  Texte  statt  Menschlichkeit  Menschheit,  wie  man  dies  früher  ja  getan 
hat,  sagte].  Hier  ist  ein  Beispiel  von  Zweideutigkeiten,  worin  es  in 
den  natürlichen  Sprachen  wimmelt,  und  die  eine  künstliche  Sprache  allein 
vermeiden  kann.  (Das  Esperanto  sagt  homeco  in  dem  ersteren  und 
homaro  im  letzteren  Sinne.) 
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Betraditungsweise  nicht  so  entgegengesetzt  dem  gesunden 
Menschenverstände  und  selbst  dem  Gebrauch,  wie  man  glauben 
möchte.  Die  Zahl  zwei,  das  ist  die  Vorstellung  des  Paares, 
die  Zahl  drei  die  Vorstellung  der  Dreiheit  usw.  Aber  was 
sind  Paar,  Dreiheit  usw.  anderes  als  Namen  für  die  bestimmten 
Arten  von  Klassen?  Sagt  man  nicht  ganz  geläufig:  „ein  Hun- 
derter, ein  Tausender“,  als  ob  100,  1000  Gattungsnamen  für 
Objekte  wären?  In  jedem  Falle  ist  diese  Art,  die  Kardinal- 
zahlen zu  betrachten,  die  einfachste  und  bequemste,  um  sie  in 
den  logischen  Kalkül  eintreten  zu  lassen^);  und  das  ist  leicht 
verständlich,  weil,  wie  wir  eben  dargelegt  haben,  die  Begriffe 
nur  mit  ihrem  Umfange  figurieren.  Man  ist  genötigt,  Wen- 
dungen zu  gebrauchen,  wovon  das  Folgende  ein  einfaches  Bei- 
spiel darstellt: 

Apostel  € 12 

d.  h.  die  Klasse  der  Apostel  ist  eine  der  Klassen,  denen  die 
Zahl  12  zukommt,  oder  ist,  wie  man  gemeiniglich  sagt,  ein 
Dutzend.^)  Hieraus  sieht  man,  daß  diese  Art  zu  denken,  wenn- 
gleich sie  wenig  gebräuchlich  ist,  nichts  Widersinniges  noch  ins- 
besondere Unlogisches  an  sich  hat.^) 

Man  bemerkt,  daß  diese  Definition  der  Kardinalzahlen  eine 
jede  von  ihnen  unabhängig  von  allen  anderen  definiert  und  ihnen 


0 Das  ist  ßs,  wovon  wir  uns  durch  die  Lektüre  der  Abhandlung 
von  H.  Whitehead  überzeugt  haben:  On  Cardinal  numbers,  American 
Journal  of  Mathematics,  Bd.  XXIV  (1902). 

2)  Man  bemerkt,  daß  diese  Ausdrucksweise  weit  entfernt  davon, 
Zweideutigkeiten  Vorschub  zu  leisten,  die  Sophismen  von  der  Art  des- 
jenigen, auf  das  wir  weiter  oben  Anspielung  gemacht  haben,  zu  zer- 
streuen gestattet;  in  der  Tat  läßt  sich  aus  „Petrus  e Apostel“  und 
„Apostel  e 72“,  nicht  ableiten:  „Petrus  sind  12'',  weil  die  Kopula  £ nicht 
transitiv  ist.  Der  in  Rede  stehende  Trugschluß  ist  nur  infolge  der  Wort- 
verwirrung der  beiden  Kopula  e und  d möglidi  (die  alle  beide  sprachlich 
durch  das  Zeitwort  sein  übersetzt  werden). 

3)  Diese  Theorie,  derzufolge  die  Kardinalzahl  einer  Klasse  ü die 
Gesamtheit  der  mit  u gleichzahligen  Klassen  wäre,  ist  im  ganzen  die, 
welche  H.  Frege  seit  1894  in  seinen  „Grundlagen  der  Arithmetik“ 
festgehalten  hat.  H.  Russell  ist  zu  ihr  in  unabhängiger  Weise  (a.  a.  0., 
S.  VI,  VIII),  ausgehend  von  den  Arbeiten  des  H.  Peano,  gelangt,  was  ein 
sehr  interessantes  Zusammentreffen  darstellt. 
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weder  irgend  welche  Ordnung,  noch  irgend  welche  Beziehung 
zuschreibt.  Erst  sobald  man  die  Ungleichheit  der  Zahlen,  d.  h. 
die  Beziehung  „größer  oder  kleiner  als“  definiert  hat,  wird 
man  sie  nach  der  Folge  ihrer  Größen  anordnen  können.  Äuf  der 
anderen  Seite  kann  man  nicht  sagen:  Zwei  Zahlen  sind  gleidi. 
Denn  zwei  Zahlen,  die  nicht  verschieden  sind,  sind  identisch; 
nur  die  Gesamtheiten  (collektions),  denen  sie  entsprechen,  können 
(numerisch)  gleich  genannt  werden,  eben  deshalb,  weil  ihnen 
dieselbe  Zahl  zukommt.  Wenn  man  von  „gleichen  Zahlen“ 
spricht,  meint  man  in  Wirklichkeit  dieselbe  Zahl,  sei  es,  daß  sie 
unter  verschiedenen  Formen  dargestellt  (Beispiel:  7 + 5=72), 
sei  es,  daß  sie  in  verschiedenen  Gesamtheiten  verkörpert  wird. 
So  geht  die  mathematische  Gleichheit  in  weitestgehender  Analyse 
auf  die  logische  Gleichheit  zurück,  d.  h.  auf  die  Identität  von 
Begriffen. 

Zeigen  wir  noch  kurz,  daß  man  auch  die  arithmetischen 
Operationen  definieren  kann,  ohne  den  Ordnungsbegriff  heran- 
zuziehen.  Die  arithmetische  Addition  wird  mit  Hilfe  der  logischen 
Addition  definiert:  die  arithmetische  Summe  von  zwei  Kardinal- 
zahlen a und  ß (die  den  zwei  Klassen  a und  b entsprechen)  ist 
die  der  logischen  Summe  der  Klassen  a und  b zukommende 
Kardinalzahl  unter  der  Bedingung,  daß  diese  zwei  Klassen 
völlig  getrennt  oder  disjunkt  seien  (kein  gemeinsames  Element 
besitzen).^)  Diese  Definition  läßt  sich  ohne  Schwierigkeit  auf 
eine  beliebige  Zahl  von  disjunkten  Klassen  ausdehnen,  selbst 
wenn  diese  Anzahl  unendlich  groß  wäre.  Weil  die  logische 
Addition  in  keiner  Weise  von  der  Reihenfolge  der  Summanden 
abhängig  ist,  so  gilt  das  gleiche  von  der  arithmetischen  Addition: 
Das  Kommutationsgesetz  ist  mit  dieser  einfachen  Bemerkung 
gegeben  und  bedarf  also  keines  Beweises.  Gerade  der  Unter- 
schied der  logischen  Addition  (für  welche  a + a = fl)  und  der 
arithmetischen  Addition  (für  welche  a-\-  a — 2 a)  zeigt,  daß  diese 
auf  jener  ruht.  In  der  Tat,  wenn  man  eine  Zahl  zu  sich  selbst 
hinzufügen  kann,  so  geht  dies  nur,  insoferne  man  sie  in  zwei 
verschiedenen  und  getrennten  Gesamtheiten  verkörpert,  denen 
dieselbe  Zahl  zukommt.  In  jedem  anderen  Falle  würde  man 


) Was  mittels  der  logischen  Gleichung  übersetzt  wird:  ab  =7i. 
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umsonst  die  Zahl  wiederholen,  man  erhielte  durch  logische 
Hinzufügung  zu  ihr  selbst  doch  niemals  etwas  anderes  als  die 
Zahl  «.') 

Für  die  Multiplikation,  weldie  man  anschließend  an  die 
Äddition  zu  definieren  gewöhnt  ist  (als  Äddition  von  n Zahlen 
gleich  m),  hat  H.  Whitehead  eine  rein  logische  Definition  gefun- 
den, die  zugleich  von  der  Idee  der  Äddition  und  der  Ordnung 
unabhängig  ist.^)  Sei  k eine  Klasse  von  völlig  getrennten 
Klassen,  die  nicht  Null  sind,  so  nennt  man  multiplikative 
Klasse  der  k jene  Klasse  von  Klassen,  die  gebildet  wird,  in- 
dem man  je  ein  und  nur  ein  Element  aus  jeder  der  Klassen  k 
entnimmt.^)  Die  Kardinalzahl  der  multiplikativen  Klasse  ist  ge- 
mäß der  Definition  das  Produkt  der  Kardinalzahlen  der 
Klassen  k.  Zur  Erhellung  und  Rechtfertigung  dieser  Definition 
wollen  wir  annehmen,  daß  die  Klasse  k nur  zwei  Klassen,  eine 
aus  m,  die  andere  aus  n Elementen  bestehend,  umfasse.  Die 
multiplikative  Klasse  enthält  als  Elemente  alle  möglichen  Kombi- 
nationen von  einem  Element  der  ersten  und  einem  Element 
der  zweiten;  aber  bekanntlich  ist  die  Anzahl  dieser  Kombi- 
nation mn  (denn  jedes  Element  der  zweiten  Klasse  gibt  Gelegen- 
heit zu  m Verbindungen  mit  den  m Elementen  der  ersten,  folg- 
lich geben  die  n Elemente  der  zweiten  Gelegenheit  zu  mn 
Verbindungen  im  ganzen).  Diese  Definition  hat  das  Bemerkens- 
werte , daß  sie  von  keinerlei  Ordnung  der  Faktoren  (keiner 
Unterscheidung  von  Multiplikand  und  Multiplikator)  ab- 
hängig ist,  derart,  daß  das  Kommutationsgesetz  evident  ist  und 
keines  Beweises  bedarf.^)  Außerdem  findet  sie  Anwendung  auf  eine 


^)  Diese  Bemerkung  wurde  von  Leibniz  (Gerh.  Phil.  VII,  230,  237, 
246)  gemacht.  Vgl.  „La  Logique  de  Leibniz.“  S.  365. 

2)  On  Cardinal  numbers,  American  Journal  of  Mathematics,  Bd.  XXIV 
(1902). 

^)  Dies  setzt  voraus,  daß  man,  wenn  eine  Klasse  von  Klassen,  die 
nicht  Null  sind,  gegeben  ist,  aus  jeder  von  ihnen  ein  Element  heraus- 
nehmen kann,  um  damit  eine  neue  Klasse  zu  bilden.  Doch  hat  dieser 
Satz,  wie  uns  H.  Russell  mitteilt,  noch  keinen  Beweis  in  der  Logistik  er- 
halten. H.  Zermelo  mußte  ihn  für  den  Beweis,  daß  jede  Menge  wohl- 
geordnet  sein  könne,  postulieren.  (Math.  Annalen,  Bd.  59). 

"*)  Überdies  läßt  sich  von  dieser  Definition  das  folgende  Theorem 
ableiten;  „Sei  K eine  Klasse  von  a disjunkten  Klassen,  von  denen  jede 
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beliebige  Änzahl  von  Faktoren,  selbst  wenn  diese  Anzahl  un- 
endlich groß  wäre.  Endlich  findet  sie  auch  in  dem  Falle  An- 
wendung, wo  ein  oder  mehrere  Faktoren  oder  selbst  alle  un- 
endliche Zahlen  sind.  Sie  ist  also  absolut  allgemein  für  alle 
(wesentlich  ganzen)  Kardinalzahlen.  Übrigens  sind  alle  voran- 
stehenden Definitionen  in  gleicher  Weise  für  die  endlichen  und 
unendlichen  Zahlen  gültig  eben  dadurch,  daß  sie  unabhängig  von 
dem  Ordnungsbegriff  sind;  und  bis  hierher  hatten  wir  nicht  Ge- 
legenheit, ja  selbst  nicht  das  Mittel,  die  endlichen  und  unend- 
lichen Zahlen  zu  unterscheiden. 

§ B.  Ordinaltheorie. 

Ganz  anders  steht  es  in  der  Ordinaltheorie,  bei  der  man 
die  ganzen  Zahlen  als  aufeinanderfolgend  betrachtet  und  durch 
ihr  Aufeinanderfolgen  selbst  definiert.  Diese  Definition  gilt  nur 
für  die  endlichen  Zahlen  und  dient  dazu,  sie  von  den  unend- 
lichen zu  unterscheiden.  Auf  die  folgende  Art  legt  H.  Peano  sie 
in  seinem  „Formulaire“  dar^):  Es  ist  das  eine  sog.  Defini- 
tion mittels  Postulaten. 

Man  nimmt  drei  undefinierbare  Begriffe  an,  dargestellt 
durch  die  Symbole  0 (Null),  N (ganze  Zahl)  und 
(folgend  auf).  Diese  drei  Begriffe  sind  von  verschiedener  Art: 
0 ist  ein  Individuum,  N eine  Klasse  und  eine  Funktion. 

Außerdem  stellt  man  fünf  Axiome  oder  Postulate  und  zwar 
die  folgenden  auf^): 

I ObN 

„Null  ist  eine  ganze  Zahl.“ 


b Elemente  enthält,“  so  hat  die  logische  Summe  der  Klassen  K zur 
Kardinalzahl  das  Produkt  fl  X ö (wie  es  vorstehend  definiert  worden 
ist).“  (Whitehead  a.  a.  O.,  Satz  7.  3.)  Man  findet  so  die  gewöhnliche 
(nicht  symmetrische)  Definition  des  Produkts  von  zwei  ganzen  Zahlen 
wieder. 

^)  Vgl.  G.  Peano,  Ärithemetices  principia  nova  methodo  exposita 
(Turin,  Bocca,  1889);  Sul  concetto  di  numero,  Rivista  di  Matematica, 
Bd.  I (1891);  Aritmetica  generale  e Algebra  elementare  (Turin,  Paravia, 
1902). 

2)  In  dem  ganzen  Buche  hier  werden  die  Axiome  oder  Postulate 
jeder  Theorie  mit  römischen  Ziffern  numeriert  werden. 
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II  a€N-D‘Seqa-  = 0 

„Null  folgt  auf  keine  ganze  Zahl.“ 

III  aeN-o^segasN 

„Die  auf  eine  ganze  Zahl  folgende  Zahl  ist  ganz.“ 

IV  a,beN •seqa  — seqb-o>a  = b 

„Zwei  ganze  Zahlen  sind  gleich,  wenn  die  auf  sie  folgen- 
den es  sind.“ 

V seCls>Oes:xeN r\S'0^-seqxes:o^Nos 

„Wenn  s eine  Klasse  von  der  Ärt  ist,  daß  sie  0 ent- 
hält und  daß  sie,  wenn  sie  eine  ganze  Zahl  jc  ent- 
hält, auch  die  auf  x folgende  enthält,  so  enthält  sie  alle 
ganzen  Zahlen.“ 

Dieses  letzte  Äxiom  ist  unter  dem  Namen  des  Prinzips 
der  vollständigen  Induktion  bekannt.  Da  die  Tatsache,  eine 
Eigenschaft  zu  besitzen,  in  der  Logik  gleichwertig  mit  der  Tat- 
sache ist,  einer  Klasse  anzugehören,  so  läßt  sich  dieses  Prinzip 
oft  wie  folgt  aussprechen:  „Wenn  die  Zahl  0 eine  gewisse 
Eigenschaft  besitzt  und  wenn,  sobald  eine  ganze  Zahl  sie  be- 
sitzt, auch  die  folgende  sie  besitzt,  so  haben  alle  ganzen  Zahlen 
diese  Eigenschaft.“  Oder  da  die  Tatsache,  einen  Satz  zu  be- 
friedigen, gleichwertig  ist  mit  der  Tatsache,  einer  Klasse  anzu- 
gehören, sagt  man  wohl  auch  noch:  „Wenn  ein  Satz  für  Null 
wahr  ist  und  wenn  er,  sobald  er  für  n gilt,  auch  noch  gilt  für 
so  ist  er  für  alle  ganzen  Zahlen  wahr.“ 

Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß  die  gegenseitige  Unab- 
hängigkeit dieser  fünf  Axiome  von  H.  Peano  und  Padoa  nacii- 
gewiesen  worden  ist,  so  daß  diese  Sätze  sämtlich  notwendig 
sind  (sobald  das  System  der  Grundbegriffe  gegeben  ist).  Auf 
der  anderen  Seite  sind  sie  hinreichend  zur  Begründung  der 
ganzen  Arithmetik.  In  diesem  Sinne  läßt  sich  also  sagen,  daß 
sie  die  ganzen  endlichen  Zahlen  vollständig  definieren.^) 

Man  kann  die  Grundsätze  der  Arithmetik  aber  noch  ver- 
einfachen.^) In  der  Tat  ist,  wenn  das  System  der  von  H.  Peano 
vorgeschlagenen  Postulate  irreduzibel  ist,  das  System  der  ihnen 


^)  Padoa,  Theorie  des  nombres  entiers  absolus,  Revue  de  Mathe- 
matiques.  Bd.  VIII,  S.  45-54  (1902). 
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entsprechenden  Grundbegriffe  nicht  unzurückführbar.  Es  läßt  sich 
von  den  Postulaten  folgende  Gleichung,  die  als  Definition  der  0 
dienen  kann,  ableiten: 

0—  7 [N  X 3 [-3  Nr^ys  (seqy—x)\\ 

„Null  ist  die  ganze  Zahl,  die  auf  keine  folgt. “^)  So  kann 
man  die  Null  mit  Hilfe  der  beiden  anderen  und  defi- 

nieren. Das  hat  H.  Padoa  zu  einem  nodi  einfacheren  System 
angeregt,  das  nur  zwei  Grundbegriffe  und  und 

vier  Grundsätze  und  zwar  die  folgenden  enthält: 

I  aeN‘d‘SeqaeN 

„Die  auf  eine  Zahl  folgende  Zahl  ist  wieder  eine  Zahl.“ 

II  a,beN  -seqa  — seqb-D  -a^b 

„Zwei  Zahlen,  deren  Nachfolgerinnen  gleich  sind,  sind 
gleich.“ 

III  3 N r^x3[-^ N r\y3(seqy  = x)] 

„Es  gibt  (zum  mindesten)  eine  Zahl,  die  auf  keine  Zahl 
folgt.“ 

Zur  Vereinfachung  der  Aussprache  des  vierten  Postulats 
stellt  man  folgende  Definition  auf: 

N^  — X3[3Nr\y3  (seqy  — x)]. 

„Man  nennt  die  Klasse  der  auf  irgend  welche  Zahl 
folgenden  Zahlen.“ 

Mit  Benützung  dieser  Definition  vereinfacht  sich  die  Formel 
des  dritten  Postulates  und  reduziert  sidi  auf: 

III  3fN-N^. 

Auf  Grund  dieser  Aufstellung  kann  man  das  vierte  Postulat 
folgendermaßen  formulieren: 

IV  ^ s r~^N-  N^:xe  seq  xssu^Njs. 

„Wenn  es  in  einer  Klasse  5 eine  Zahl  gibt,  welche  die  auf 

Die  wörtliche  Übersetzung  ist:  „Null  ist  eine  solche  ganze  Zahlx, 
daß  es  keine  Zahl  y gibt  von  der  Art,  daß  die  auf  y folgende  x wäre.“ 
Dieser  Satz  ergibt  sich  in  erster  Linie  aus  dem  alten  Postulat  II: 

aeN -0  • seqa-  = 0. 

„Die  auf  keine  Zahl  folgende  Zahl  ist  Null.“ 
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keine  andere  folgende  ist,  und  wenn  die  auf  jedes  s folgende 
Zahl  ein  s ist,  so  ist  jede  Zahl  ein  s.“ 

Dies  ist  nun  die  neue  Form  des  Induktionsprinzips.  Sind 
einmal  diese  Postulate  angenommen,  so  läßt  sidi  zeigen,  daß 
es  nur  eine  einzige  Zahl  gibt,  die  auf  keine  andere  folgt,  d.  h. 
daß  zwei  Zahlen,  wenn  sie  diese  Eigenschaften  besitzen,  gleich 
(identisch)  sind: 

fl,  beN-Ni*D-a~b. 

Man  kann  sonach  diese  einzige  Zahl  Null  nennen,  d.  h. 
die  Definition  aufstellen  (mit  Benützung  von  ^): 

was  die  weiter  oben  ausgesprochene  Gleichung  unter  einer 
anderen  der  Einführung  des  Symbols  zu  verdankenden  Form 
darstellt.  Nunmehr  lassen  sich  von  hier  aus  alle  die  Eigen- 
schaften der  Null  erweisen,  angefangen  von  den  folgenden: 

OsN,  aeN-o-seqa-  = 0, 

die  schon  den  alten  Postulaten  angehörten,  und  diese  wieder 
von  den  neuen  Postulaten  herleiten,  was  die  Gleichwertigkeit 
der  beiden  Systeme  von  Postulaten  erkennen  läßt. 

Schließlich  läßt  sich  beweisen,  daß  das  neue  System  von 
Postulaten  irreduzibel  ist  wie  das  alte,  und  daß  das  neue  System 
der  Grundbegriffe  (A^,  seq)  irreduzibel  ist  in  bezug  auf  das  neue 
System  der  Postulate;  und  dies  begründet  die  logische  Voll- 
kommenheit eines  Systems  von  Grundsätzen. 

Diese  Vervollkommnung  der  Grundlagen  der  Arithmetik  hat 
gleichwohl  keine  so  grundlegende  Bedeutung,  wie  man  glauben 
könnte.  Sie  hätte  sie  sicherlich,  wenn  man  kein  anderes  Mittel 
zur  Begründung  der  Arithmetik  besäße  als  ihre  Stützung  durch 
irgend  welche  Grundbegriffe  und  Postulate;  sie  hat  jene  Bedeu- 
tung nicht  mehr,  sobald  man  das  eine  oder  andere  System  von 
Postulaten  aus  einer  ausdrüchlichen  Definition  der  ganzen  Zahl 
herleiten  kann,  wie  dies  H.  Russell  gezeigt  hat.  Denn  dann 
sind  weder  die  Grundbegriffe  wahrhaft  undefinierbar,  noch  die 
Grundsätze  unbeweisbar,  und  infolgedessen  hat  es  keine  so 
große  Bedeutung  mehr,  daß  ihre  Anzahl  auf  ein  Minimum 
reduziert  werde. 
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Ällein  diese  Definition  mittels  Postulaten,  die  vom  mathe- 
matischen Gesichtspunkt  ausreichend  ist,  ist  nidit  einwandfrei 
vom  logischen  Gesichtspunkt.  In  der  Tat  sichert  sie,  wie  die 
Definition  durch  Abstraktion,  weder  die  Existenz  noch  die 
Einzigkeit  des  definierten  Objekts  (d.  h.  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe). Vor  allem  ist  es  die  Einzigkeit,  die  nidit  als  evident 
erscheint.  H.  Peano  selbst  bemerkt,  daß  man  nichts  zu  ändern 
hätte,  wenn  man  0 durch  1 ersetzte:  N würde  dann  die  natür- 
liche Zahlenreihe  von  1 angefangen,  und  nidit  mehr  von  0,  be- 
zeichnen. So  könnte  man  0 durch  eine  beliebige  Zahl  ersetzen; 
alle  Axiome  würden  weiter  befriedigt  sein  und  infolgedessen  auch 
alle  Lehrsätze  der  Arithmetik.  Man  hätte  also  eine  unendliche 
Zahl  von  ununterscheidbaren  „natürlichen  Zahlenreihen“,  die  durch 
dieselben  formalen  Eigenschaften  ausgezeichnet  wären. 

Darauf  antwortet  H.  Russell  sehr  richtig:  Wenn  alle  diese 
natürlichen  Zahlenreihen  durch  dieselben  formalen  Eigenschaften 
ausgezeichnet  sind,  so  sind  sie  ununterscheidbar  und  machen  in 
Wirklichkeit  nur  eine  aus;  denn  was  macht  dies  aus,  daß  die 
erste  Zahl  0 oder  1 heißt,  von  dem  Moment,  daß  die  Symbole  0 
und  1 undefinierbar  sind?  Die  Bemerkung  von  H.  Peano  ver- 
geht sich  darin,  daß  sie  den  realen  Sinn  von  0 oder  1 voraus- 
setzt, während  dieser  Sinn  der  diskutierten  Definition  erst  nach- 
folgt. Nichtsdestoweniger  bleibt  sie  aufrecht,  solange  man  die 
drei  Grundbegriffe  (0,  N,  und  seq)  mit  Hilfe  der  fünf  Axiome  zu 
definieren  beansprucht.  Denn  es  kann  eine  unendliche  Zahl  von 
verschiedenen  Wesenheiten  geben,  welche  diese  fünf  Axiome 
befriedigen  und  demzufolge  eine  Unendlichkeit  von  möglichen 
Inhalten  für  die  drei  Symbole  0,  N und  seq.  Um  dieser  Mehr- 
deutigkeit ein  Ende  zu  setzen,  genügt  es,  diese  drei  Symbole 
auf  eine  eindeutige  Weise  zu  definieren,  und  sodann  werden, 
wie  alle  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  auch  sie  in  ein- 
deutiger Art  definiert  sein.  Dazu  gelangt  man  durch  Aufstellung 
folgender  Definitionen: 

1.  „0  ist  die  Kardinalzahl  der  Klasse  Null  (wie  sie  in  der 
Logik  definiert  ist). 

2.  „1  ist  die  Kardinalzahl  der  Einzelklasse  (wie  sie  in  der 
Logik  definiert  wird).“ 

3.  „Die  auf  eine  Zahl  n folgende  ist  die  Zahl  /?  + /,  die 
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arithmetisdiG  Summe  von  n und  /“  (die  arithmetische 
Definition  ist  in  Abhängigkeit  von  der  logisdien  Addition 
definiert  worden). 

4.  „A/^  bezeichnet  die  Klasse  der  endlichen  ganzen  Zahlen, 
d.  h.  der  Zahlen,  die  zu  jeder  Klasse  s gehören,  die  0 
enthält  und  ferner  sobald  sie  n enthält.“ 

Diese  Definition  setzt,  wie  man  sieht,  den  Sinn  fest,  den 
man  den  drei  undefinierbaren  Symbolen  beizulegen  hat  und 
zwar  in  rein  logischen  Ausdrücken.  Nunmehr  hört  die  Definition 
der  ganzen  Zahl  auf,  an  drei  von  den  logischen  Konstanten 
unabhängige  Grundbegriffe  gebunden  zu  sein;  sie  reduziert  sich 
auf  eine  Nominaldefinition,  die  keine  anderen  undefinierbaren 
Begriffe  außer  den  logischen  Konstanten  enthält.  Dadurch  ist 
die  Anknüpfung  der  Arithmetik  an  die  Logik  vollendet  ohne 
Hinzunahme  irgend  eines  neuen  Grundbegriffes. 

Man  kann  diese  Definitionen  noch  vereinfachen.^)  Zunächst 
läßt  sich,  wenn  man  die  Auffassung  von  Frege  und  Russell 
annimmt,  der  zufolge  eine  Kardinalzahl  eine  Klasse  von  Klassen 
ist,  die  erste  Definition  einfach  so  schreiben: 

0=iA 

„Null  ist  die  Klasse,  welche  die  einzige  Nullklasse  enthält“.^) 

Die  zweite  Definition  kann  unterdrückt  werden,  denn  sie 
läßt  sich  von  der  dritten  ableiten,  die  allen  gemein  ist.  Diese 
wird  der  gleichen  Auffassung  folgend  so  geschrieben: 

n £ iV- :?  • n -f-  = C/s  o « 3 (a-  = yl : X £ n • * n X e n). 

' Speziell  für  n==0:  7 = C/s  o « 3 (n-  = A • ^ ^ ^ ^ 

Nun  ist  aber:  ü-lxb  0'  = 'ü-ix=  = 
udiX-  = :yeü-Dy-y  = x 

XBU-o^:y  eü>dy-y  =x  :-  — \XBü‘yBü‘D^yy^x. 

y Whitehead,  die  schon  zitierte  Abhandlung,  Sektion  III  (die 
H.  Russell  zu  verdanken  ist). 

2)  Wir  haben  früher  von  Nullklassen  in  der  Mehrzahl  gesprochen, 
und  gesagt,  daß  sie  gleich  seien.  Aber  gleiche  Klassen  sind  identisch. 
Streng  genommen  hätten  wir  sagen  müssen,  daß  es  nur  eine  Nullklasse 
gibt,  daß  sie  jedoch  den  Umfang  von  mehreren  inhaltlich  verschiedenen 
Begriffen  darstellen  kann. 
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Die  Definition  von  1 wird  also  schließlich: 

1 = Clsr\ü3  (ü-  =A  Bü-Ox^y*y  = x). 

„I  ist  die  Klasse  (die  Kardinalzahl)  der  Klassen  u (die  nicht 
Null  sind)  von  der  Art,  daß,  wenn  x und  y Elemente  von  u 
sind,  sie  notwendigerweise  identisch  sind.“ 

Man  findet  so  die  logische  Definition  der  Zahl  1 wieder, 
die  wir  im  Kapitel  I (S.  27)  gegeben  haben,  abgeleitet  aus  der 
allgemeinen  Definition  von  n-\- 1 als  Funktion  von  n.  Daraus 
ergibt  sich,  daß  1 die  Nachfolgerin  von  0 in  der  natürlichen 
Zahlenreihe  ist.  Man  würde  auf  die  gleiche  Weise  2 als 
oder  als  Nachfolgerin  von  /,  3 als  (2-\-l)  oder  als  auf  2 folgend 
definieren  usw. 

Man  bemerkt  nebenbei  den  Vorteil  der  Fassung  von  Frege- 
Russell  vom  Standpunkt  des  logischen  Kalküls.  Statt,  daß  man 
eine  neue  Funktion  (Kardinalzahl  von)  einzuführen 

hat,  wie  es  H.  Peano^)  macht,  drückt  man  einfach  die  Beziehung 
einer  Klasse  zu  ihrer  Kardinalzahl  aus  mittels  des  allgemeinen 
Zeichens  der  Zugehörigkeit  eines  Individuums  zu  einer  Klasse  (e). 

Sind  einmal  diese  Definitionen  aufgestellt,  so  kann  man 
logisch  (ohne  irgend  welche  Berufung  auf  die  Anschauung)  alle 
die  Eigenschaften  der  ganzen  endlichen  Zahlen  nachweisen  und 
insbesondere  die  fünf  Axiome  von  Peano  oder  die  vier  von 
Padoa,  aus  denen  sich  jene  Eigenschaften  ableiten  lassen.  Im 
besonderen  ist  das  Induktionsgesetz  in  der  Definition  selbst  der 
ganzen  endlichen  Zahl  (4.  Definition)  enthalten  und  ergibt  sich  aus 
derselben  unfehlbar.^)  Man  beweist  z.  B.,  daß  Null  nicht  die  auf 


1)  Peano,  Sul  concetto  di  numero,  Revue  de  Mathematiques,  Bd.  I, 
S.  258  (1891);  Formulaire  de  Mathematiques,  1903  §§  22  u.  56. 

2)  H.  Dedekind  (Was  sind  und  w^as  sollen  die  Zahlen,  1887)  hat 
das  Induktionsgesetz  zu  erweisen  geglaubt.  Hber,  indem  er  annahm, 
daß  die  Zahlen  eine  Kette  bilden,  d.  h.  eine  mit  den  Eigenschaften  der 
natürlichen  Zahlenreihe  ausgestattete  Reihe.  (Eine  solche  werden  wir 
weiter  unten,  mit  H.  Russell,  eine  Progression  nennen.)  H.  J.  Keyser 
hat  gezeigt,  daß  diese  Annahme  eine  petitio  principii  sei.  (Concerning 
the  axiom  of  infinitg  and  mathematical  induction,  Bulletin  of  the  Ameri- 
can Mathematical  Society,  Bd.  IX,  S.  424.  1903).  Es  scheint,  daß  man 
dasselbe  sagen  kann  von  einem  Beweis,  den  H.  Frege  für  dasselbe 
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irgend  eine  ganze  Zahl  folgende  Zahl  sein  kann  (woraus  man 
erschließt,  daß  die  natürliche  Zahlenreihe  nicht  periodisdi  oder 
gesdilossen  ist);  daß  die  Nachfolgerin  einer  Zahl  immer  ver- 
schieden von  dieser  Zahl  ist  (woraus  man  die  Unbegrenztheit 
oder  Unendlichkeit  der  Zahlenreihe  erschließt);  endlich,  daß  die 
Anzahl  der  ganzen  Zahlen  von  0 bis  n die  auf  n folgende 
Zahl,  d.  h.  (/2-(-^)  ist,  woraus  sich  ergibt,  daß  n die  Kardinal- 
zahl der  ganzen  Zahlen  von  1 bis  n ist.^) 

Die  vorstehenden  Definitionen  führen  die  Ordinaltheorie  der 
Zahl  auf  die  Kardinaltheorie  zurück.  Es  widersprechen  sich  also 
diese  zwei  Theorien  keineswegs  und  machen  einander  auch 
nicht  überflüssig;  sie  besitzen  sehr  verschiedene  Ausdrucksweisen 
und  auch  sehr  ungleiche  Bereiche.  Die  zweite  setzt  die  erste 
voraus:  diese  definiert  die  Kardinalzahl  im  allgemeinen,  oder 
alle  überhaupt  möglichen  Kardinalzahlen;  während  die  zweite 
aus  dieser  Gesamtheit  eine  gewisse  Klasse  definiert,  nämlich  die 
endlichen  Zahlen,  und  das  Mittel  gibt,  sie  zu  definieren  und 
fortschreitend  zu  konstruieren  (durch  wiederholte  Addition  von  /); 
gerade  dadurch  weist  sie  ihnen  eine  Ordnung  zu.  Allein  — und 
die  Bemerkung  ist  wichtig  — jene  Unterordnung  widerlegt  ipso 
facto  die  Theorien,  welchen  zufolge  die  Ordinalzahl  gegenüber 
der  Kardinalzahl  die  spätere  wäre;  wonach  die  Zahlen  vor  allem 
durch  ihren  Rang  als  einfache  Ordnungsnummern  definiert,  und  die 
Kardinalbezeichnung  nur  durch  Anwendung  auf  die  Abzählung 
der  konkreten  Zahlen  erhalten  würde.^). 

§ C.  Die  unendlichen  Zahlen. 

Die  wichtigste  Konsequenz  der  Unterscheidung  dieser  beiden 
Definitionen  ist  die  Möglichkeit  der  unendlichen  Kardinalzahlen. 

Gesetz  vorgesdilagen  hat  (Begriffschrift,  Satz  81,  1879,  und  Grund- 
lagen der  Arithmetik,  §80,  1884),  denn  er  ruht  auf  einer  besonderen 
Definition  der  „Aufeinanderfolge  in  einer  Reihe.“ 

^)  Vgl.  Frege,  Grundlagen  der  Arithmetik,  §82—83  (1884). 
Es  ist  gut  in  Erinnerung  zu  bringen,  daß  auf  dieser  Eigenschaft  die 
Operation  der  Abzählung  beruht.  Man  sieht,  sie  ist  weit  davon  ent- 
fernt, ursprünglich  zu  sein. 

Solcherart  sind  die  Theorien  von  Helmholtz,  Kronecker  und 
H.  Dedekind,  die  wir  dargestellt  und  beurteilt  haben  in  „De  Tlnfini 
math^matique“.  Zweiter  Teil,  Buch  I,  Kap.  I und  II. 
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In  der  Tat  definiert  die  Ordinaltheorie  eben  dadurch,  daß  sie  der 
Kardinaldefinition  untergeordnet  ist,  bloß  einen  Teil  der  Kardinal- 
zahlen und  zwar  diejenigen,  die  man  ausgehend  von  Null  durch 
wiederholte  Addition  von  eins  gewinnt.  Aber  es  ist  durdiaus 
nicht  gestattet  zu  behaupten,  daß  man  so  alle  Kardinalzahlen 
gewinnt;  man  beschränkt  sidi  vielmehr  darauf,  einige  von  ihnen 
in  eine  lineare  Reihe  zu  ordnen  und  die  Elemente  dieser  Reihe  in 
der  Gesamtheit  der  Kardinalzahlen  kenntlich  zu  machen.  Alle 
gegen  die  unendlichen  Zahlen  gerichteten  Argumente  bestehen  in 
der  Annahme,  daß  sie  an  dieser  „natürlichen  Zahlenreihe“  An- 
teil haben  und  daß  sie  durch  wiederholte  Addition  der  1 ge- 
wonnen werden  können;  d.  h.  bestehen  darin,  allen  Kardinal- 
zahlen die  Bedingungen  aufzuerlegen,  die  allein  die  endlichen 
Zahlen  definieren,  und  die  beiden  Definitionen  der  Zahl  durch- 
einanderzuwerfen, die  wir  eben  dargelegt  haben. 

Man  tut  gut,  bei  dieser  Gelegenheit  zu  bemerken,  daß  das 
Induktionsprinzip  ein  wesentliches  Element  der  zweiten  Defini- 
tion ist  und  infolgedessen  die  endlichen  Zahlen  kennzeichnet, 
derart,  daß  alle  auf  dieses  Prinzip  gestützten  Überlegungen  nur 
für  die  endlichen  Zahlen  gelten.  Diese  Folgerung  ist  der 
Meinung  von  H.  Poincare  entgegengesetzt,  der  den  vollstän- 
digen Induktionsschluß  (oder  Schluß  mittels  fortgesetzten  Zurück- 
gehens) als  „raisonnement  mathematique  par  excellence“  be- 
trachtete und  das  Eingreifen  der  Unendlichkeitsidee  darin  zu 
sehen  glaubte,  daß  ein  solcher  Schluß  „eine  unendliche  Zahl 
von  Syllogismen“  und  infolgedessen  ein  synthetisches  „auf  das 
Prinzip  des  Widerspruchs  unzurückführbares“  Prinzip  einschliesse.^) 
Der  Induktionsschluß  ist  aber  nicht  der  allgemeine  Vorgang  der 
mathematischen  Schlußweise,  da  er  nur  in  der  Arithmetik  der 


H.  Poincare,  Sur  la  nature  du  raisonnement  mathematique, 
Revue  de  Metaphysique,  Bd.  II,  S.  371;  La  Science  et  l’hypothese,  S.  19ff. 
Diese  Bemerkung  ist  schon  von  H.  Burali-Forti  gemacht  worden.  (Le 
classi  finite,  S.  3,  Änm.  5,  Ätti  della  R.  Accademia  delle  Science  di  Torino, 
Bd.  XXXII,  15.  Nov.  1896  und  die  schon  erwähnte  Abhandlung  vom 
Philosophie-Kongreß.)  Vorher  hatte  schon  H.  Fr  ege  das  Induktionsgesetz 
aus  rein  logischen  Grundsätzen  abgeleitet  (Begriffsschrift,  1879)  und  dar- 
gelegt, daß  die  Gesetze  der  Arithmetik  analytisch  seien.  (Die  Grundlagen 
der  Arithmetik,  1884.) 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik. 
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endlichen  Zahlen  zur  Anwendung  kommt.  Er  schließt  nidit 
eine  unendliche  Zahl  von  Syllogismen  ein,  denn  er  gestattet  im 
Gegenteil,  einen  Satz  für  alle  ganzen  endlidien  Zahlen  zu  er^ 
weisen  ohne  eigenen  Beweis  für  jede  einzelne  von  ihnen.  End- 
lich ist  das  Induktionsprinzip  kein  synthetisches  Urteil,  da  es  an 
der  Definition  der  endlichen  Zahlen  Anteil  hat  und  eine  wesent- 
liche und  charakteristische  Eigenschaft  dieser  ausdrückt. 

Nichtsdestoweniger  erklärt  es  sich  leicht,  daß  man  hier  in 
gewisser  Weise  die  Definition  des  Unendlichen  hat  sehen  können: 
Auf  der  einen  Seite  deshalb,  weil  dieser  Grundsatz  zur  Charak- 
teristik der  endlichen  Zahlen  dienend  so  zur  mittelbaren  Defini- 
tion der  unendlichen  Zahlen  dient  und  weil  er  auf  der  anderen 
Seite,  eben  dadurch,  daß  er  die  natürliche  Zahlenreihe  definiert, 
auch  eine  unendliche  Gruppe  von  Objekten  definiert.^)  Auf 
diese  Art  erklären  sich  alle  Paradoxa  der  unendlichen  Zahl:  Die 
Anzahl  der  endlichen  Zahlen  ist  eine  unendliche  Zahl.^)  Gerade 
dadurch  entzieht  sie  sich  den  Handhaben  des  Induktionsprinzips, 
das  nur  für  die  endlichen  Zahlen  Geltung  hat.  Noch  einmal,  jenes 
Prinzip  ist  es,  das  den  Beweis  der  allgemeinen  Eigenschaften 
der  endlichen  Zahlen  erlaubt,  trotz  ihrer  unendlichen  Anzahl;  die 
Leugner  des  Unendlichen  nehmen  im  Gegenteil  an,  daß  man  die 
endlichen  Zahlen  nur  einzeln  und  nacheinander  behandeln  könne, 
als  ob  ihre  Gesamtheit  nur  mit  Hilfe  einer  vollständigen  Auf- 
zählung gekannt  und  gefaßt  werden  könnte.  Es  liegt  hier 
übrigens  eine  Eigenschaft  aller  allgemeinen  Begriffe  vor,  daß 
sie  nämlicii  auf  einmal  alle  Objekte,  die  zu  ihrem  Umfang  ge- 
hören, zu  behandeln  gestatten,  auch  wenn  diese  Objekte  in  un- 
endlicher Anzahl  vertreten  wären.  In  der  Tat  kann  ein  Begriff 
einen  endlichen  Inhalt  und  einen  unendlichen  Umfang  besitzen, 
und  eben  auf  diese  Art  können  wir  uns  unendliche  Mengen 

Man  sieht  hieraus,  zu  welchem  Widerspruch  sich  diejenigen  ver- 
urteilen, die  die  unendliche  Zahl  leugnen  durch  Berufung  auf  das  Induk- 
tionsprinzip, welches  gerade  die  Unendlichkeit  der  natürlichen  Zahlenreihe 
versteckt  enthält. 

2)  Dieses  Paradoxon  ergibt  sich  durch  Zusammenhalten  der  beiden 
folgenden  Sätze  (Whitehead,  a.  a.  0.,  Satz  2.  42,  2.  43): 

„Die  endliche  Zahl  £«0“»  »«0«  unendliche  Zahl“, 

die  aber,  richtig  verstanden,  nichts  einander  Widersprechendes  haben. 
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denken.^)  Gewisse  Ärgumente  gegen  das  Unendliche  ver- 
kennen anscheinend  diese  Wahrheit  und  involvieren,  daß  ein 
Begriff,  der  eine  Unendlichkeit  von  Objekten  darstellt,  auch  eine 
Unendlichkeit  von  Kennzeichen  einschließen  müsse,  was  ihn  in 
seiner  Totalität  augenscheinlich  undenkbar  machen  würde.  H. Russell 
unterscheidet  sehr  reinlich  zwei  Arten  des  Rückganges  zum 
Unendlichen,  eine  berechtigte,  die  eine  Unendlichkeit  von  Ob- 
jekten oder  von  Bedingungen  in  sich  schließt;  eine  andere  un- 
berechtigte, die  den  Sinn  eines  Satzes  von  einer  unendlichen 
Zahl  von  Elementen  abhängig  machen  und  infolgedessen  er- 
fordern würde,  daß  man  gleichzeitig  eine  unendliche  Zahl  von 
Begriffen  zu  denken  hätte.^)  Man  kann  — roh  genommen  — 
sagen,  daß  diese  zwei  Unendlichkeitsarten  relativ  sind,  die  erste 
auf  den  Umfang,  die  zweite  auf  den  Inhalt  bezüglich.  Das  Un- 
endliche des  Inhalts  allein  ist  undenkbar,  nicht  aber  das  Unend- 
liche des  Umfangs  von  dem  Augenblicke  an,  daß  es  einem  Be- 
griff endlichen  Inhalts  entspricht.  Die  Möglichkeit  dieser  Tatsache 
bestreiten,  hieße  einfach,  Existenz  und  Wert  der  allgemeinen 
Begriffe  leugnen , die  sämtlich  auf  eine  unendliche  Zahl  von 
Objekten  Anwendung  finden  können.  Das  hieße  die  Tatsache 
verkennen,  daß  eine  Klasse  sich  durch  einen  Begriff  bestimmen 
läßt  und  nicht  notwendigerweise  durch  die  Aufzählung  ihrer 
Elemente  gegeben  wird.*)  Ja,  noch  mehr,  eine  Klasse  kann  nicht 
definiert  (und  auch  nicht  ursprünglich  begriffen)  werden  als 
logische  Summe  ihrer  Elemente,  ebensowenig  als  eine  Zahl  auf- 
gefaßt werden  kann  als  die  Summe  ihrer  Einheiten;  denn  in 
gleicher  Weise  wie  die  arithmetische  Addition  die  Idee  der  Zahl 
schon  voraussetzt  und  Zahlen  benützt,  so  setzt  die  logische 
Addition  schon  die  Idee  der  Klasse  voraus  und  benützt  schon 
gebildete  Klassen.^) 

Wir  haben  soeben  eine  in  gewisser  Weise  negative  Defini- 
tion des  Unendlichen  mit  Hilfe  des  die  endlichen  Zahlen  kenn- 


^)  In  diesem  Sinne  allein  „sdiließt“  das  Induktionsprinzip  „das  Un- 
endliche ein“;  es  liegt  hierin  jedoch  nichts,  was  seinem  logischen  und 
analytischen  Charakter  Abbruch  tun  könnte. 

2)  Russell  a.  a.  0.,  § 55  u.  § 99. 

3)  Ebd.  a.  a.  0.,  § 72. 

4)  Ebd.  a.  a.  0.,  Kap.  XV. 
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zeichnenden  Prinzips  der  vollständigen  Induktion  gewonnen. 
Bekanntlich  gibt  es  eine  andere,  mehr  positive  Definition  des 
Unendlichen,  die  darin  besteht,  daß  man  sagt:  Eine  Klasse 
(oder  Menge  ist  unendlich,  wenn  sie  mit  einem  integrieren- 
den Teil  ihrer  selbst  gleichzahlig  ist.^)  Diese  Definition  (die  mit 
der  von  Georg  Cantor  zusammenfällt)  kann  als  kardinale 
betrachtet  werden  im  Gegensätze  zur  früheren,  die  eine  ordi- 
nale Definition  ist.  Allein  man  kann  nicht  zwei  verschiedene 
Definitionen  des  Unendlichen  zulassen;  man  muß  eine  von  ihnen 
annehmen  und  die  andere  erweisen  oder  als  ein  Axiom  postu- 
lieren.^) Herr  Georg  Cantor  hat  zu  beweisen  versucht,  daß  eine 
unendliche,  aber  keine  endliche  Menge  mit  einem  integrierenden 
Teil  ihrer  selbst  gleichzahlig  ist.®)  Dieser  doppelte  Beweis  be- 
ruht jedoch  einerseits  auf  einer  unzureichenden  Definition  der 
endlichen  Kardinalzahlen^),  und  andererseits  auf  dem  Satze,  daß 
jede  unendliche  Menge  eine  mit  der  natürlichen  Zahlenreihe  (von 
der  Kardinalzahl  «o)  gleichzahlige  Menge  enthält®);  dieser  Satz 
aber,  der  evident  zu  sein  scheint,  ist  noch  nicht  streng  be- 
wiesen worden. 

H.  Whitehead  hat  gleicherweise  zu  beweisen  versucht,  daß 
die  beiden  fraglichen  Definitionen  gleichwertig  seien  und  zwar 
in  folgender  Weise®):  Wenn  die  endlichen  Kardinalzahlen  als 
diejenigen  definiert  werden,  welche  man  durch  vollständige  In- 
duktion (ausgehend  von  0)  erhält,  so  sind  die  endlichen  Klassen 
der  Definition  gemäß  die  Klassen,  denen  eine  endliche  Kardinal- 
zahl zukommt;  die  unendlichen  Zahlen  und  unendlichen  Klassen 
sind  also  auf  eine  rein  negative  Art  definiert.  Nach  dieser  Auf- 


^)  Man  nennt  integrierenden  Teil  einen  Teil,  der  nicht  gleich 
dem  Ganzen  ist.  Insbesondere  gewinnt  man  einen  integrierenden  Teil 
einer  Klasse,  indem  man  eines  ihrer  Elemente  wegläßt. 

*)  Dies  hat  auch  H.  Russell  getan  in  seiner  Abhandlung:  Sur  la 
Logique  des  relations  (Revue  de  Mathematiques,  Bd.VII,  S.  135—136, 
Äug.  1901). 

®)  Über  die  Grundlagen  der  Theorie  der  transfiniten  Mengen,  § 6, 
Lehrsätze  C und  D. 

*)  Ebd.  § 5. 

Ebd.  § 6,  Lehrsatz  Ä. 

®)  On  the  Cardinal  numbers,  Section  III,  American  Journ.  of  Math., 
Bd.  XXIV,  No.  4 (Okt.  1902). 
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Stellung  definiert  man  die  Zahl  als  die  Kardinalzahl  der  end- 
lichen Zahlen;  man  beweist  sodann,  daß  eine  unendliche  Zahl 
ist  und  daß  jede  unendliche  Klasse  einen  Teil  enthält,  dem  als 
Zahl  «0  zukommt  (woraus  sidi  ergibt,  daß  «o  die  erste  oder 
kleinste  der  unendlichen  Zahlen  ist).  Von  hier  aus  leitet  man 
dann  ab,  daß  keine  endlidie  Klasse  mit  einem  integrierenden 
Teil  ihrer  selbst  gleichzahlig  ist,  wohl  aber  jede  unendliche 
Klasse,  woraus  sich  ergibt,  daß  diese  Eigenschaft  für  die  unend- 
lidien  Klassen  diarakteristisdi  ist.  Die  Gleichwertigkeit  dieser 
beiden  Definitionen  ist  somit  dargelegt.^) 

Übrigens  kann  man  die  erste  unendliche  Zahl  («o)  definieren, 
ohne  die  natürliche  Folge  der  endlichen  Zahlen  schon  voraus- 
zusetzen; man  kann  z.  B.  sagen,  daß  «o  Kardinalzahl  jeder 
Klasse  u mit  folgenden  Eigenschaften  ist:  u ist  das  Gebiet 
einer  eineindeutigen  Beziehung  /?,  deren  Mitgebiet  in  u ent- 
halten, aber  nicht  gleich  u ist;  u enthält  ein  Element,  welches 
ein  Vorderglied  von  /?  ist,  ohne  ein  Hinterglied  zu  sein,  und 
außerdem  die  Hinterglieder  aller  Beziehungen  /?  enthält,  deren 
Vorderglieder  es  enthält.^)  Man  sieht,  diese  Definition  ist  rein 
logisch  und  enthält  keineswegs  versteckt  den  Begriff  der  ganzen 
endlichen  Zahl.®) 

Die  Ungleichheit  der  unendlichen  Zahlen  ist  gänzlich  ver- 
schieden von  jener  der  endlichen  Zahlen:  Man  ändert  eine  un- 


1)  Immerhin  setzt  dieser  Beweis  den  S.  56,  Änm.  3 ausgesprochenen 
Satz  voraus,  der,  so  einleuchtend  er  zu  sein  scheint,  noch  nicht  bewiesen 
ist.  In  seiner  Abhandlung:  Le  classe  finite  (1896)  hat  H.  Burali-Forti 
das  Induktionsprinzip  von  der  Kardinaldefinition  des  Unendlichen  ab- 
geleitet, aber  mit  Hilfe  des  folgenden  Postulates:  § 2,  P.  17. 

ueK'  (K-  ij\)  .o-u<'U'u. 

„Wenn  u eine  Klasse  von  Nicht-Nullklassen  ist,  so  ist  ihre  Kar- 
dinalzahl kleiner  als  oder  gleich  der  aller  Elemente  dieser  Klassen.“ 

®)  Um  diese  Definition  verständlicher  erscheinen  zu  lassen,  kann 
man  sagen,  daß  die  Beziehung  R die  Beziehung  einer  Zahl  zur  folgen- 
den und  infolgedessen  das  Hinterglied  dieser  Beziehung  der  Nachfolger 
(„suivant“)  des  Vordergliedes  sei  (Russell  a.  a.  0.,  S.  122). 

^)  Diese  Definition  ist  genau  gleichwertig  mit  der  Definition  der 
natürlichen  Zahlenreihe,  wie  sie  sich  aus  den  fünf  Axiomen  von  H.  Peano 
(Russell  a.  a.  O.,  S.  127)  ergibt;  sie  ist  ebenso  gleichwertig  der  weiter 
unten  gegebenen  Definition  der  Progression. 
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endliche  Zahl  nicht,  wenn  man  ihr  eine  Einheit  hinzufügt  oder 
wegnimmt,  und  infolgedessen  auch  nicht  (kraft  des  Induktions- 
prinzips), wenn  man  ihr  eine  endliche  Zahl  hinzufügt  oder  weg- 
nimmt. Damit  zwei  unendliche  Zahlen  (entsprechend  zwei 
Klassen  a und  b)  ungleich  seien,  genügt  es  nicht,  daß  die 
Klasse  a gleichzahlig  sei  mit  einem  integrierenden  Teil  der 
Klasse  b:  denn  sie  könnte  zugleich  (da  sie  unendlich  ist)  gleich- 
zahlig sein  mit  der  ganzen  Klasse  b.  Die  Kardinalzahl  von  a 
ist  kleiner  als  die  von  ö,  wenn  a gleichzahlig  ist  mit  einem 
integrierenden  Teil  von  b,  und  wenn  b es  nicht  ist  mit  irgend 
einem  integrierenden  Teil  von  a.  Man  hat  übrigens  bewiesen, 
daß,  wenn  zugleich  a gleichwertig  ist  mit  einem  integrierenden 
Teil  von  b und  b mit  einem  integrierenden  Teil  von  n,  die  zwei 
Klassen  a und  b gleichzahlig  und  demzufolge  ihre  Kardinal- 
zahlen gleich  (oder  vielmehr  identisch)  sind.^)  Diese  Bedingungen 
für  die  Gleichheit  und  Ungleichheit  der  unendlichen  Zahlen  sind 
rein  kardinal  und  involvieren  keinerlei  Bezug  auf  die  endlichen 
Zahlen. 

Die  Theorie  der  Kardinalzahlen  läßt  sich  sonach  vollständig 
in  direkter  und  unabhängiger  Art  auf  rein  logischen  Grund- 
lagen begründen  ohne  Berufung  auf  den  Ordnungsbegriff,  ja 
selbst  ohne  die  Unterscheidung  der  endlichen  und  unendlichen 
Zahlen  hereinzuziehen  und  demzufolge  auch  ohne  das  Induk- 
tionsprinzip.^)  Dies  ist  mittels  der  Logistik  in  der  Abhandlung 
des  H.  Whitehead  erwiesen,  in  der  man  den  unbedingten  all- 
gemeinen Beweis  des  Assoziationsgesetzes  für  die  Addition  und 
Multiplikation  und  des  Distributionsgesetzes  der  Multiplikation 
im  Zusammenhang  mit  der  Addition  findet.  Man  findet  daselbst 
(Abschnitt  V)  sogar  die  Definition  der  Potenz  einer  Kardinal- 
zahl, die  der  Anordnungen,  der  Kombinationen  und  Permu- 
tationen, einer  beliebigen  (selbst  unendlichen)  Zahl  von  Objekten 
und  den  Beweis  der  auf  diese  Begriffe  bezüglichen  Hauptlehr- 


^)  Lehrsatz  von  Bernstein,  bewiesen  von  Bor el,  Lefons  sur  la  theorie 
des  fonctions,  Anm.  I (Paris  1898);  Russell  a.  a.  O.,  S.  306. 

2)  Man  könnte  fast  sagen,  daß  die  Lehre  von  den  unendlichen 
Zahlen  einfacher  ist  als  die  der  endlichen,  weil  sie  nicht  wie  diese  das 
Prinzip  der  Induktion  benötigt  und  weil  man  sic,  ohne  die  Lehre  von 
den  endlichen  Zahlen  durchzugehen,  entwickeln  kann. 
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Sätze,  wie  z.  B.  die  Verallgemeinerung  der  Binominalformel.  Das 
alles  wird  mittels  der  Logik  der  Beziehungen  erreicht,  die  ent- 
schieden als  das  wahrhafte  Organon  der  reinen  Mathematik 
erscheint.  Ihr  verdankt  man  es,  daß  die  H.  H.  Russell  und  White- 
head  in  formaler  Weise,  ausgehend  von  den  rein  logischen 
Grundsätzen,  alle  von  Georg  Cantor  entdeckten  Sätze  der  Mengen- 
lehre zu  erweisen  und  so  die  volle  logische  Stärke  jener  Theorie 
zu  bekräftigen  und  sie  von  allen  Postulaten  und  aller  Berufung 
auf  die  Anschauung  zu  säubern  vermochten. 


Kapitel  III. 

Der  Ordnungsbegriff. 

Wir  haben  den  Zahlbegriff  von  jeder  Einmischung  des 
Ordnungsbegriffes  freigemadit;  allein  gerade  dadurch  haben  wir 
gesehen,  wievielfache  Berührung  dieser  mit  jenem  hat.  Dies 
kommt  daher,  daß  der  eine  wie  der  andere  als  Material  oder 
Grundlage  Klassen  oder  Mannigfaltigkeiten  hat.  Nur  kommt 
einer  Klasse,  während  ihr,  sobald  sie  gegeben  ist,  eine  Zahl  zu- 
kommt, Ordnung  erst  mittels  gewisser  zwischen  ihren  Elementen 
hergestellter  Beziehungen  zu.  Der  Ordnungsbegriff  ist  somit 
weniger  ursprünglich  und  weniger  einfach  als  der  Zahlbegriff. 
Zur  Definition  desselben  empfiehlt  es  sich  zu  untersuchen,  welche 
Arten  von  Beziehungen  eine  Ordnung  zwischen  Elementen  einer 
und  derselben  Klasse  herstellen  oder  begründen. 

§ A.  Die  Ordnungsbeziehungen. 

Bekanntlich  gibt  es  zwei  Arten  von  Ordnung:  die  lineare 
und  die  kreisförmige  Ordnung.  In  der  ersten  ist  ein  Glied 
notwendig  vor  oder  nach  einem  anderen,  und  ist  zwischen 
zwei  anderen  oder  ist  es  nicht.  Im  zweiten  Falle  kann  man 
diese  Beziehungen  nicht  mehr  behaupten,  sondern  bloß  sagen, 
daß  ein  Paar  der  Glieder  ö,  b getrennt  ist  durch  ein  anderes 
Paar  c,  d,  wenn  diese  vier  Glieder  in  der  Ordnung  sich  be- 
finden: acbda...  oder  adbca...  Eine  einer  linearen  Ordnung 
unterworfene  Klasse  heißt  eine  offene  Folge;  eine  kreisförmig 
geordnete  heißt  geschlossene  Folge.^)  H.  Russell  schließt  aus 

1)  Das  englische  Wort  series,  das  gleichzeitig  den  zwei  technischen 
Ausdrücken  Folge  und  Reihe  (französisch:  suite  und  serie)  entspricht, 
glauben  wir  hier  mit  Folge  übersetzen  zu  sollen. 
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den  vorstehenden  Definitionen,  daß  drei  Glieder  nötig  sind,  um 
eine  lineare,  und  vier,  um  eine  kreisförmige  Ordnung  zu  definieren. 
Das  hängt  davon  ab,  was  man  unter  Ordnung  versteht:  wenn 
man  keinen  Sinn  der  Ordnung  beilegt,  so  ist  klar,  daß  zwei 
Gliedern  a,  b keine  Ordnung  zukommt,  indem  dann  die 
Gruppierung  ab  ununterscheidbar  ist  von  der  Gruppierung  ba; 
die  Ordnung  wird  erst  dann  bestimmt  sein,  wenn  man  ein 
drittes  Glied  einführt,  denn  dann  unterscheidet  sich  abc  (oder 
eba)  von  acb  (oder  bca).  Äus  diesem  Grunde  läßt  also 
H.  Russell  das  Ordnungselement  in  einer  Dreiheit  von  Glie- 
dern bestehen,  derart,  daß  eines  von  ihnen  als  zwischen  den 
beiden  anderen  befindlich  angesprochen  werden  kann.  Ebenso 
wird,  wenn  man  keinerlei  Sinn  der  kreisförmigen  Ordnung  zu- 
weist, drei  Gliedern  abc  keine  Ordnung  zukommen,  indem  die 
Gruppierung  ab  ca...  ununterscheidbar  ist  von  der  Gruppierung 
aeba...  Die  Ordnung  wird  erst  durch  Einführung  eines  vierten 
Gliedes  bestimmt  sein.  Darum  läßt  denn  H.  Russell  hier  das 
Ordnungselement  in  zwei  Paaren  von  Gliedern  bestehen,  die  sich 
wechselseitig  trennen.  Wenn  man  jedoch  der  Ordnung  einen 
Sinn  beilegt,  wird  zwei  Gliedern  eine  lineare  Ordnung,  zufolge 
der  a dem  b vorausgeht  oder  nachfolgt,  und  drei  Gliedern  eine 
kreisförmige  Ordnung  zukommen,  zufolge  der  man  im  direkten 
Sinne  die  Reihenfolge  abc  oder  eba  haben  wird.  Wie  dem 
auch  sei,  jede  Ordnung  setzt  voraus  oder  enthält  versteckt 
asymmetrische  Beziehungen  zwischen  irgend  welchen  zwei  Glie- 
dern, und  das  Problem  zu  wissen,  ob  eine  solche  Beziehung 
schon  eine  Ordnung  zwischen  ihren  zwei  Gliedern  definiert,  ist 
nichts  mehr  denn  eine  Frage  des  Ausdrucks.  Das  Wesentliche 
ist,  die  verschiedenen  erzeugenden  Ordnungsbeziehungen 
aufzuzählen,  um  hierauf  die  verschiedenen  Ordnungsarten  zu 
klassifizieren  und  sie  womöglich  auf  eine  zurüchzuführen. 

Die  einfachste  Methode,  eine  Ordnung  zu  definieren,  ist  die 
folgende  (der  wir  schon  in  der  Lehre  von  den  endlichen  Zahlen 
begegnet  sind).  Sei  eine  endliche  oder  unendliche  Klasse  und  eine 
asymmetrische  und  eineindeutige  (folglich  intransitive)  Beziehung  S^) 


^)  Zur  größeren  Klarheit  kann  man  S lesen  als:  „ist  das  auf . • • 
folgende“. 
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gegeben.^)  Jedes  Glied  der  Klasse  ist  ein  dieser  Relation  voraus- 
gehendes (mit  Ausnahme  vielleicht  eines  einzigen,  welches  dann 
das  erste  sein  wird);  und  jedes  Glied  der  Klasse  ist  auch  ein  auf 
die  Relation  nachfolgendes,  mit  Ausnahme  vielleicht  eines  ein- 
zigen, welches  dann  das  letzte  sein  wird;  außerdem  setzt  man 
voraus,  daß,  wenn  aSb  und  bSc  gilt,  man  nicht  hat:  cSa  (auch 
nicht  aSc,  weil  die  Relation  S intransitiv  ist).  In  diesem  Falle 
wird  man  sagen,  daß  b zwischen  a und  c ist.  Die  so  geordnete 
Folge  kann  ein  erstes  und  ein  letztes  Glied  haben,  oder  bloß 
ein  erstes,  oder  endlich  weder  ein  erstes  noch  letztes  Glied.  Im 
ersten  Fall  ist  die  Zahl  der  Elemente  endlich,  im  zweiten  un- 
endlich, und  im  dritten  Falle  ist  diese  Zahl  unendlich,  wenn  die 
Folge  offen,  endlich,  wenn  sie  geschlossen  ist.^) 

Diese  erste  Methode  liefert  einzig  und  allein  Folgen  von 
aufeinanderfolgenden  Gliedern.  Die  zweite  ist  von  dieser  Be- 
schränkung befreit,  aber  sie  liefert  keine  geschlossenen  Folgen. 
Sie  besteht  darin,  eine  transitive  asymmetrische  Beziehung  P zu 
geben,  welche  zwischen  zwei  beliebigen  Gliedern  der  Klasse  be- 
steht. Mit  anderen  Worten  seien  x,  y,  z voneinander  verschiedene 
Glieder  der  Klasse,  so  hat  man  notwendigerweise  eine  und  nur 
eine  von  den  zwei  Relationen  xPy,  yPx,  und  wenn  man  xPy 
und  yPz  hat,  so  hat  man  auch  notwendigerweise:  xPz.^)  Man 
kann  dasselbe  bezüglich  dreier  beliebiger  Glieder  der  Klasse  be- 
weisen, daß  es  nämlich  unter  ihnen  immer  eines  gibt,  das  zwischen 
den  zwei  anderen  ist  (das  dem  einen  vorausgeht  und  dem 
anderen  nachfolgt);  infolgedessen  bildet  die  Klasse  immer  eine 
einzige  (oder  zusammenhängende)  Folge.  Sie  kann  nicht  eine 
geschlossene  Folge  bilden,  denn  man  hätte  wegen  der  Transi- 
tivität  der  Beziehung  P dann  xPx,  was  unmöglich  ist,  da  diese 
Beziehung  asymmetrisch  ist. 

Eine  dritte  Methode  besteht  in  der  Anordnung  aller  Glieder 


^)  Denn  wäre  sie  nicht  intransitiv,  so  hätte  man  zugleich  aSb,  bSc 
und  a Sc,  was  mit  ihrer  Eindeutigkeit  im  Widerspruch  stände. 

^)  Wir  setzen  voraus,  daß  sie  zusammenhängend  (connexe)  ist, 
d.  h.  sich  nicht  in  mehrere  Folgen  zerlegt,  die  kein  gemeinsames  Glied 
und  keinerlei  Beziehung  zwischen  ihren  bezüglichen  Gliedern  hätten. 

*)  Die  Relation  P kann  gelesen  werden:  „geht  voraus“;  die  um- 
gekehrte Relation  ^P  liest  man  dann:  pfolgt“. 
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einer  Klasse  nach  ihren  Abständen  von  einem  und  demselben 
Gliede  x:  Diese  Abstände  sind  ungleiche  Größen,  und  man  kann 
die  Glieder  nach  der  Ordnung  des  wachsenden  (oder  abnehmen- 
den) Abstandes  anreihen.  Wenn  das  Glied  x nicht  das  erste 
(oder  letzte)  ist,  so  wird  man  negative  Abstände  haben,  die  man 
als  kleiner  als  NulP)  und  als  alle  die  positiven  Abstände  be- 
trachten muß.  Überdies  müssen  die  Abstände  einen  festgelegten 
Sinn  haben,  d.  h.  asymmetrische  Beziehungen  sein.  Damit  die 
Ordnung  unabhängig  von  dem  als  Ausgangspunkt  genommenen 
Gliede  (x)  sei,  muß  das  folgende  Axiom  befriedigt  sein:  „Wenn 
xz  kleiner  als  xw  ist,  muß  yz  auch  kleiner  als  yw  sein“.  Dieser 
Fall  läßt  sidi  auf  den  vorstehenden  zurückführen,  indem  man  als 
Beziehung  xPy  die  Relation  nimmt:  xy'^0  (die  Aussage,  x geht 
dem  y voraus,  heißt,  daß  der  Abstand  xy  größer  als  Null  ist). 
Diese  Zurückführung  fordert  ein  neues  Axiom:  „Wenn  man  hat: 
xz  = yw  und  xy  — zw\  so  müssen  die  Glieder  w und  w‘  iden- 
tisdi  sein“. 

Eine  vierte  Methode  besteht  darin,  eine  Beziehung  von  drei 
Gliedern  yR  (x,  z)  vorzugeben,  welche  ausdrückt,  daß  y zwischen 
X und  z ist.  Diese  Beziehung  wird  symmetrisch  sein  bezüglich 
X und  z,  d.  h.  y R(x,z)=y  R(z,x).  Schreiben  wir  dafür,  um  die 
Bezeichnung  einfacher  und  anschaulicher  zu  gestalten:  {xyz).  Hier 
müssen  die  folgenden  zwei  Axiome  postuliert  werden.  „Wenn 
man  hat:  {xyz)  und  (yzw),  so  muß  man  auch  haben:  {xyw)  und 
(xziv)“.  — „Wenn  man  hat:  (xyw)  und  (yzw),  so  muß  man 
auch  haben:  (xzw)  und  {xyz)^ 

Die  vorstehenden  Methoden  können  nicht  zur  Entstehung 
von  stetigen  geschlossenen  Folgen  führen,  was  im  Gegensätze 
dazu  das  Eigentümliche  der  beiden  folgenden  Methoden  ist.  Die 
fünfte  Methode  besteht  in  der  Herstellung  einer  asymmetrischen 
Beziehung  R zwischen  asymmetrischen  Relationen  x,  j/,  z, . . . die 
eine  Klasse  bilden;  diese  Beziehung  R ist  von  der  Art,  daß  sie 
zwischen  zwei  beliebigen  Relationen  x und  y besteht,  sofern 
nur  y nicht  die  Umkehrung  von  x ist,  und  sofern  sie,  im 
Falle  als  sie  zwischen  x und  y besteht,  auch  zwischen  y 
und  ^x  gilt.  Die  so  definierte  Folge  ist  geschlossen:  denn 


y Der  Nullabstand  ist  der  Äbstand  eines  Gliedes  von  sich  selbst. 
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xRy^oyR^x-o^xR^y^o^yRx.  Zwei  Glieder,  von  denen  das 
eine  die  Umkehrung  des  anderen  bildet,  wie  ^x  und  x,  ^y  und 
y,  werden  entgegengesetzt  genannt.  Bei  einer  Folge  dieser 
Ärt  kann  man  nicht  sagen,  daß  ein  Glied  zwischen  zwei  anderen 
ist;  aber  man  kann  sagen,  daß  zwei  Paare  von  Gliedern  sich 
gegenseitig  trennen.  Ein  Beispiel  dieser  Ärt  von  Ordnung  wird 
durdi  die  Winkel  geliefert  (welche  Relationen  darstellen  zwischen 
den  Halbstrahlen,  die  in  derselben  Ebene  von  einem  Punkt 
ausgehen). 

Die  sechste  und  letzte  Methode,  die  ebenfalls  geschlossene 
Folgen  erzeugt,  besteht  darin,  unmittelbar  zwischen  den  Gliedern 
einer  Klasse  die  viergliedrige  Beziehung  herzustellen,  welche  die 
wechselseitige  Trennung  zweier  Paare  bezeichnet.  Um  auszu- 
drüchen,  daß  die  zwei  Paare  (n,  b)  und  (c,  d)  sich  wechselseitig 
trennen,  schreibt  man:  ab^cd.  Diese  Ordnung  fordert  die 
folgenden  fünf  Axiome: 

1.  ab  II  cd^  = -cd  ||  ab. 

(Die  Relation  ist  symmetrisch  bezüglich  beider  Paare). 

2.  ab  \\cd-  — -ab  ||  de. 

(Die  Relation  ist  symmetrisch  bezüglich  der  beiden  Glieder 
jedes  Paares). 

3.  ab  II  cd  schließt  ac  ||  bd  aus. 

4.  Für  vier  beliebige  Glieder  a,  b,  c,  d hat  man  entweder 
ab  II  cd  oder  ac  |1  bd  oder  ad  ||  bc. 

5.  Wenn  ab  ||  cd  und  ad  ||  be  ist,  so  hat  man  auch  ad  ||  ce. 

Diese  fünf  Axiome  sind  ausreichend^)  und  außerdem  von 
der  Ordnung,  in  der  sie  formuliert  sind,  unabhängig,  d.  h.  jede 
von  ihnen  ist  von  den  vorausgehenden  unabhängig.-) 

Das  sind  die  sechs  Methoden,  die  man  anwenden  kann  und 
auch  wirklich  anwendet  zur  Definition  einer  Ordnung.  Man  wird 
bemerken,  daß  die  Mehrzahl  der  Autoren,  die  von  der  Ordnung 
gehandelt  haben,  nur  eine  oder  zwei  von  ihnen  kennen;  wenn 
diese  Aufzählung  vollständig  ist,  so  kommt  dies  daher,  daß  sie 


^)  Vailati,  ap.  Revue  de  Mathematiques,  Bd.  V,  S.  76,  183. 
^)  Padoa,  ap.  Revue  de  Mathematiques,  Bd.  V,  S.  185. 
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zwar  nidit  auf  apriorischen  Gesichtspunkten,  aber  auf  dem  Studium 
der  modernen  Mathematik  ruht.  Das  beweist  nebenbei,  daß 
mehr  Belehrungen,  Beispiele  und  Belege  bezüglich  der  Methode 
in  den  Büdiern  der  Mathematiker  enthalten  sind  als  in  allen 
Traktaten  der  Logik.  Es  erübrigt  nur  noch  zu  wissen,  was  die 
sechs  Methoden  gemeinsam  haben;  denn  wiewohl  jede  von 
ihnen  ihren  besonderen  Charakter  besitzt,  so  hängt  die  Natur 
der  definierten  Ordnung  doch  nicht  von  der  angewandten  Methode 
ab;  dieselbe  Ordnung  läßt  sich  durch  mehrere  Methoden  defi- 
nieren. Es  handelt  sich  darum,  zu  entdecken,  was  das  Wesen 
der  Ordnung  darstellt,  und  diese  sechs  Methoden  nach  Möglich- 
keit auf  eine  gemeinsame  Grundlage  zurückzuführen.^) 

In  erster  Linie  kann  man  alle  erzeugenden  Ordnungs- 
beziehungen auf  zwei  zurückführen,  die  wir  schon  hervor- 
gehoben haben:  die  Beziehung  des  „zwischen“  bei  drei  Glie- 
dern und  die  Beziehung  der  Trennung  bei  vier  Gliedern. 
Änalgsieren  wir  zunächst  die  Beziehung  des  „zwischen“.^)  Wenn 
man  sagt,  daß  das  Glied  y zwischen  den  Gliedern  x und  z ist, 
so  will  man  ausdrüchen,  daß  x dem  y und  y dem  z vorausgeht; 
Sei  P die  Beziehung  des  Vorausgehens,  so  schreibt  man: 
xPy-yPz,  Allein  die  Beziehung  des  Vorausgehens  ist  wesent- 
lich asymmetrisch:  Man  kann  nicht  haben:  yPx  und  auch  nicht 
zPy,  so  daß  man  also  erhält;  y-Px-z-Py,  Es  scheint,  als  ob 
man  eine  fünfte  Bedingung:  z-Px  hinzunehmen  müßte,  um  den 
Fall  auszuschließen;  wo  die  Folge  geschlossen  wäre;  denn  bei 
einer  geschlossenen  Folge  läßt  sich  von  drei  Gliedern  nicht  mehr 
sagen,  daß  das  eine  zwischen  den  beiden  anderen  sei.  Diese 
Bedingung  ist  jedoch,  wie  man  sehen  wird,  unnötig.  Setzen  wir 
also  zur  Abkürzung: 

xyz  • = • xPy  • yPz  -z-Py-y  -Px 

und  sehen  wir,  ob  die  Beziehung  xyz  wohl  dem  Begriffe 
„zwischen“  entspricht.  Diese  genügt  den  folgenden  zwei  Axiomen. 
1.  Wenn  y zwischen  x und  z,  und  z zwischen  y und  w sich 


Russell  a.  a.  O.,  Kap.  XXV. 

Man  möchte  sagen  können:  „Zwischenheit“  („interite“),  wie  man 
im  Englischen  sagt:  betweeness.  In  einer  künstlichen  Sprache  kann  man 
es  tun  (im  Esperanto:  intereco). 
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befindet,  so  ist  z zwischen  jc  und  w.  2.  Wenn  y zwischen  x 
und  z,  und  w zwischen  x und  y ist,  dann  ist  y zwischen  w und  z. 
Man  kann  aber  nadiweisen,  daß  xyz  und  yzw  entsprechend  dem 
ersten  Axiom  xyw  nach  sich  ziehen,  wenn  und  nur  wenn  die 
Beziehung  P transitiv  ist.  Wenn  sie  jedoch  nicht  transitiv  ist 
(was  der  Fall  bei  der  ersten  Methode  ist,  wo  P eine  einein- 
deutige  Beziehung),  so  läßt  sie  sich  durch  eine  Beziehung  R er- 
setzen, die  die  logische  Summe  der  Potenzen  von  P und  die 
transitiv  ist.^)  Wenn  aber  die  Beziehung  P asymmetrisch  ist,  so 
muß  es  auch  die  Beziehung  R sein;  man  könnte  sonst  niemals  haben: 
x^Ry  (oder  yRx),  d.  h.  die  Folge  könnte  nicht  geschlossen  sein.^) 
Man  sieht,  in  diesem  Falle  wird  die  Bedingung  z-Px  unnötig. 

Auf  der  anderen  Seite  zieht  xyz  und  xwy  entsprechend 
dem  2.  Axiom  wyz  nach  sich,  aber  nur,  wenn  P keine  einein- 
deutige Beziehung  ist.  Auch  hier  wird  man  nur  P durch  R zu 
ersetzen  brauchen.  Und  die  Bedingung,  daß  P^  niemals  gleich 
sein  darf  ^P  (daß  die  Folge  nicht  geschlossen  sein  darf),  ist  mit 
der  gleichwertig,  daß  R asymmetrisch  sein  muß.  Man  kann  also 
endlich  schließen:  „Die  Aussage:  y ist  zwischen  x und  z,  heißt 
soviel,  als  daß  eine  asymmetrische  transitive  Beziehung  zwischen 
X und  y und  zwischen  y und  z besteht.“  Nicht  mehr  und  nicht 
weniger:  genau  hierin  liegt  der  Sinn  der  Beziehung  des 
„zwischen“  oder,  um  mathematisch  zu  sprechen,  hierin  liegt  die 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Existenz 
dieser  Beziehung. 

Dieses  bezeichnet  folgendes  in  gewöhnlicher  Sprache.  Sei  P = 
geht  unmittelbar  voraus:  diese  Beziehung  ist  eineindeutig,  folglich 
intransitiv:  Hat  man  xPy-yPz,  so  kann  man  nicht  haben  xPz,  wohl 
aber  (wobei  P^  das  Produkt  von  P und  sich  selbst  darstellt).  Des- 
gleichen wird  man  haben,  wenn  zPw:xP^w  usw.  Die  Beziehungen  P^ 
P^,  - - - P^  stellen  mit  P die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  der  Be- 
ziehung P dar;  sie  sind  sämtlich  eineindeutig  und  intransitiv;  aber  ihre 
logische  Summe  P ist  transitiv,  denn  sie  drückt  aus:  Geht  voraus  (un- 
mittelbar oder  nicht),  und  man  hat:  xRy,  yRz,  zRw  • - - xRz,  yRw, 
- - - xRw  - - 

2)  Denn  hätte  man:  xRy^yRx,  so  hätte  man  (da  R transitiv  ist): 
xRx,  d.  h.  die  Beziehung  R wäre  nicht  mehr  asymmetrisch.  Anders  aus- 
gedrückt, wenn  man  für  irgend  eine  Potenz  von  P hätte  P'^z=^P,  so 
hätte  man  auch  P^+^  = ^P*  P,  was  die  Beziehung  der  Identität  ist,  wenn 
P uniform  ist.  Nach  n Gliedern  käme  man  auf  das  erste  Glied  x zurück. 
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Wir  haben  da  ein  bemerkenswertes  Beispiel  der  Zerlegung 
einer  Beziehung  von  drei  Gliedern  in  zwei  Beziehungen  von  je 
zwei  Gliedern.  Man  könnte  folgende  Entgegnung  machen:  Die 
Beziehung  des  „zwischen“  ist  symmetrisdi  bezüglich  der  beiden 
äußeren  Glieder;  die  Aussage:  y ist  zwischen  x und  z involviert 
keineswegs  die,  daß  x das  erste  und  z das  letzte  Glied,  noch 
auch,  daß  eines  dieser  Glieder  dem  anderen  vorausgehe.  Es 
scheint  somit,  daß  die  zweigliedrige  Beziehung  zwischen  x und  y, 
y und  z nicht  asymmetrisch  zu  sein  braucht.  Wenn  sie  aber 
nicht  asymmetrisch  wäre,  so  wäre  es  möglich,  daß  y die  gleiche 
Beziehung  bezüglich  x und  bezüglich  z hätte  und  infolgedessen 
„auf  derselben  Seite“  von  diesen  beiden  Gliedern  wäre,  anstatt, 
daß  es  zwischen  ihnen  wäre.  Allein  vor  allem  ist  zu  bemerken, 
daß  in  der  hier  oben  formulierten  Definition  nichts  den  Sinn  der 
zweigliedrigen  Beziehung  anzeigt,  die  zwischen  :x:  und  y,  y und  z 
bestehen  soll:  Sie  kann  ebensogut  ein  „folgt“  wie  ein  „geht 
voraus“  sein.  Die  Tatsache,  daß  dieser  Sinn  unbestimmt  bleibt, 
drückt  gerade  die  Symmetrie  der  Relation  von  drei  Gliedern  aus. 
Es  liegt  also  nichts  Unmögliches  noch  Paradoxes  darin,  daß  eine 
symmetrische  Beziehung  von  drei  Gliedern  zwei  Beziehungen 
von  je  zwei  asymmetrischen  Gliedern  entspricht. 

Gehen  wir  zur  Beziehung  der  Trennung  zwischen  vier 
Gliedern  über.  Man  wird  sehen,  daß  auch  sie  zurückführbar 
ist  auf  eine  transitive,  asymmetrische  Beziehung  zwischen  zwei 
Gliedern.  In  der  Tat  läßt  sich  beweisen,  daß,  wenn  eine  transi- 
tive, asymmetrische  Beziehung  zwischen  zwei  beliebigen  Gliedern 
einer  Folge  von  mindestens  vier  Gliedern  besteht,  die  Glieder 
dieser  Folge  zu  je  vier  genommen  die  Beziehung  der  Trennung 
darstellen,  wie  sie  durch  die  fünf  Axiome  von  Vailati  charakteri- 
siert ist.  Umgekehrt  hat  H.  Vailati  nachgewiesen,  daß  im  Falle 
der  Trennungsbeziehung,  d.  h.  der  Befriedigung  der  fünf  Axiome 
durch  fünf  beliebige  Glieder  einer  Folge  zwischen  irgend  welchen 
zwei  Gliedern  eine  transitive,  asymmetrische  Relation  besteht 
(„geht  voraus“),  derart,  daß  die  Trennungsbeziehung  zwischen 
vier  Gliedern  n,  b,  c,  d sich  auf  drei  zweigliedrige  Beziehungen 
reduziert:  a geht  dem  b voraus,  b dem  c,  c dem  d.  Das  Be- 
stehen einer  zweigliedrigen  transitiv -asymmetrischen  Beziehung 
ist,  indem  sie  zugleich  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
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dingung  für  das  Bestehen  einer  Trennungsbeziehung  ist,  ihr 
genau  gleichwertig,  und  kann  in  allen  Fällen  an  ihre  Stelle  ge- 
setzt werden.  Immerhin  muß  man  bemerken,  daß  diese  Reduk- 
tion auf  der  Berücksichtigung  von  drei  festen  Gliedern  (z.  B. 
n,  b,  c)  beruht,  in  bezug  auf  welche  die  zweigliedrige  Relation 
definiert  ist  (zwischen  den  als  Veränderliche  betrachteten  d und  e). 

So  sind  alle  Erzeugungsmethoden  der  Ordnung  auf  zwei 
Beziehungen  zurückgeführt  worden,  wovon  die  eine  dreigliedrig 
(zwischen),  die  andere  viergliedrig  (Trennung)  ist.  Und  diese 
Beziehungen  können  ihrerseits  sich  auf  einen  und  denselben 
Typus  der  zweigliedrigen  Beziehung,  auf  eine  transitive, 
asymmetrische  Beziehung  nämlich,  reduzieren.  In  dieser  Be- 
ziehung besteht  also  das  Wesen  der  Ordnung;  und  alle  Arten 
von  Ordnung,  die  wir  unterschieden  haben,  finden  sich  auf  die 
eine  zurückgeführt.  Was  besonders  bemerkenswert  ist  in  diesem 
Schlüsse,  ist  das,  daß  man  die  lineare  und  die  kreisförmige  Ord- 
nung, oder  mit  anderen  Worten  die  offenen  und  geschlossenen 
Folgen  auf  eine  Einheit  zurückführen  konnte.  Und  wirklich  ge- 
nügt es,  eine  geschlossene  Folge  zu  durch  sehn  ei  den,  um  sie 
in  eine  offene  zu  verwandeln,  d.  h.  als  Ausgangspunkt  der  zwei- 
gliedrigen Beziehung  ein  beliebiges  Glied  als  das  erste  anzu- 
nehmen. Der  ganze  Unterschied  liegt  darin,  daß  in  einer  ge- 
schlossenen Folge  das  erste  Glied  in  der  Tat  ein  beliebiges 
Glied  ist,  während  es  in  einer  offenen  Folge  ein  einziges  und 
bestimmtes  ist. 


§ B.  Die  Ordinalzahl. 

Die  Lehre  von  der  Ordnung  führt  in  natürlicher  Weise  zur 
Theorie  der  Ordinalzahlen.  Unter  „Ordinalzahlen“  darf  man 
nicht  die  Ordnungsnummern  der  Elemente  einer  Folge  (erstes, 
zweites,  drittes,  . . .)  verstehen,  sondern  die  Ordnungstypen  der 
wohlgeordneten  Klassen  nach  dem  Ausdruck  von  Georg  Canto r. 
Wie  die  Kardinalzahlen,  werden  auch  die  Ordinalzahlen  mittels 
Abstraktion  definiert.  Vorher  jedoch  empfiehlt  es  sich,  die  Ähn- 
lichkeit der  Folgen  zu  definieren.  Die  Ähnlichkeit  ist  für  die 
geordneten  Klassen  die  der  Gleichzahligkeit  von  Klassen  analoge 
Beziehung:  die  Gleichzahligkeit  ist  kardinal,  die  Ähnlichkeit  ordinal. 

Man  sagt  von  zwei  geordneten  Klassen  oder  Folgen  u,  v. 


Der  Ordnungsbegriff. 


81 


daß  sie  ähnlidi  sind^),  sobald  zwischen  ihnen  eine  eindeutige 
und  umkehrbare  Beziehung  besteht,  derart,  daß,  wenn  in  u das 
Glied  öj  dem  Glied  vorausgeht,  iri  v das  Glied  dem 
vorausgeht  (wobei  b^  die  dem  b^  bezüglich  entspredien" 
den  sind).  Exakter:  die  Beziehung  der  Ähnlichkeit  besteht  nicht 
zwischen  den  Klassen,  sondern  zwischen  den  erzeugenden  Be- 
ziehungen, deren  Bereiche  (champs)  sie  bilden;  in  der  Tat  wird 
alle  Ordnung  durdi  eine  Beziehung  erzeugt,  und  dieselbe  Klasse 
kann  infolge  verschiedener  Beziehungen  verschiedene  Ordnungen 
annehmen.  Man  wird  demnadi  sagen,  zwei  Beziehungen  P,  Q 
sind  ähnlich,  sobald  zwisdien  ihren  bezüglichen  Bereidien  ein 
eindeutiges  (univoque)  und  umkehrbares  Entsprechen  besteht, 
derart,  daß  zwei  Gliedern,  die  zueinander  die  Beziehung  P haben, 
zwei  Glieder  entsprechen,  die  zueinander  die  Beziehung  Q haben. 
Man  kann  endlich  diese  Definition  in  symbolischer  Form  aus- 
drücken:  Sei  S die  eineindeutige  Beziehung,  die  die  Elemente 
von  ü den  Elementen  von  v je  entsprechen  läßt,  so  hat  man 
die  in  dem  folgenden  Schema  versinnlichten  Beziehungen: 

Pb^Pc^Pd^ 

S S S S 

«2  Q^2 

Man  hat  z.  B.  a^Pb^,  ci^Qb,^,  und  andrerseits  a^Sa^b^Sb^, 
Die  Beziehung  Q läßt  sich  mit  Hilfe  (als  Funktion)  der  Be- 
ziehungen P und  S definieren.  In  der  Tat  ist: 

«2  Q^2  • — • • c?!  P^i  • b^  Sb^ 

woraus 

Q = ^S*P*S. 

Man  bemerkt  ferner,  daß  das  Gebiet  (domaine)  der  Be- 
ziehung S die  erste  Folge  ist:  a^^b^Ci,  - - - d.  h.  der  Bereich  der 
Beziehung  P.  Man  kann  sonach  sagen,  daß  zwei  Beziehungen 
P,  Q ähnlich  sind,  wenn  eine  eineindeutige  Beziehung  S besteht, 
deren  Gebiet  der  Bereich  von  P ist  und  von  der  Art,  daß 


^)  Im  Englischen:  like,  likeness  (zum  Unterschied  von  similar, 
similarity).  Siehe  S.  49,  Änm.  2. 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik. 
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Q = ^S*P*S.  Dies  ist  die  Definition  der  Ähnlichkeit,  wie  sie  in 
der  Logik  der  Beziehungen  formuliert  wird.^) 

Die  Beziehung  der  Ähnlichkeit  ist  symmetrisch  und  transitiv. 
Daher  gibt  sie  kraft  des  Abstraktionsprinzips  einer  eindeutigen 
Beziehung  Raum,  welche  alle  Klassen  (oder  Beziehungen),  die 
einander  ähnlich  sind,  zu  einem  Gliede  vereinigt.  Dieses  einzige 
Glied  ist  in  Hinblich  auf  den  Umfang  die  Klasse  der  unter  sich 
ähnlichen  Klassen;  und  hinsichtlich  des  Inhaltes  die  allen  diesen 
Klassen  gemeinsame  Eigenschaft,  d.  h.  ihr  Ordnungstypus  oder 
ihre  Ordnungszahl. 

Für  eine  endliche  Klasse  mit  einer  Gliederzahl  n sind  alle 
Folgen,  die  man  mit  ihren  Elementen  bilden  kann,  ähnlich,  und 
sie  sind  keiner  Folge  von  (n  -|- 1)  oder  von  (n  - 1)  Elementen  ähn- 
lich. Infolgedessen  ist  die  Ordinalzahl  einer  solchen  Klasse  auf 
eine  eindeutige  (univoque)  und  umkehrbare  Art  mittels  ihrer 
Kardinalzahl  bestimmt.  Diese  eineindeutige  Verwandtschaft  zwi- 
schen den  endlichen  Ordinal-  und  Kardinalzahlen  erklärt,  daß 
ihre  Verwechslung  geläufig  ist.  Die  Ordinalzahl  im  gemeinen 
Sinne,  die  Ordnungsnummer  („die  /zfe“)  ist  ein  anderer  Begriff: 
sie  ist  der  Begriff  eines  Gliedes,  welches  in  einer  Folge  (n-1) 
vorgängige  Glieder  hat.  Sie  ist,  wie  man  sieht,  ein  Gemisch 
von  kardinalen  und  ordinalen  Ideen,  da  sie  auf  der  einen  Seite 
eine  Folge  von  wenigstens  n Gliedern  (somit  die  Ordnungs- 
zahl n)  und  auf  der  anderen  Seite  die  Kardinalzahl  n-1  in 
sich  schließt. 

Die  oben  gegebene  Definition  der  Ordinalzahlen  findet  in 
gleicher  Weise  Anwendung  auf  die  endlichen  und  unendlichen 
Zahlen,  und  nichts  bisher  gestattet,  sie  zu  unterscheiden.  Um 
dazu  zu  gelangen,  muß  man  eine  besondere  Ordinalzahl  co  defi- 
nieren, die  die  Ordnungszahl  der  Progressionen  ist;  oder  was 


Russell  a.  a.  O.,  S.  242,  262,  H.  Russell  bemerkt,  daß  die  Ähn- 
lichkeit zwischen  Beziehungen  das  genaue  Analogon  der  Gleichzahligkeit 
zwischen  Klassen  ist.  Ebenso  wie  eine  Klasse  von  gleichzahligen  Klassen 
eine  Zahl  ist,  so  ist  eine  Klasse  von  ähnlichen  Beziehungen  eine  Be- 
ziehungszahl (nombre-relation),  und  man  kann  für  die  Beziehungs- 
zahlen gewisse  denen  der  Zahlen  analoge  Eigenschaften  untersuchen, 
die  das  Objekt  einer  Arithmetik  der  Beziehungen  bilden  (a.  a.  0., 
§§  253,  299). 
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auf  dasselbe  hinauskommt,  man  muß  eine  spezielle  Klasse  von 
Folgen,  die  sog.  Progressionen,  definieren.^) 

Um  es  im  voraus  zu  sagen,  eine  Progression  ist  eine  der 
Folge  der  endlidien  Kardinalzahlen  ähnliche  Folge.  Doch  kann 
man,  wenn  man  den  Zahlbegriff  unbenützt  lassen  will,  auch  un- 
mittelbar die  Progression  folgendermaßen  definieren: 

„Eine  Progression  ist  eine  Klasse  u,  die  enthalten  ist  in 
dem  Gebiete  einer  eineindeutigen  Beziehung  mit  den  folgenden 
Eigenschaften:  1.  Die  Gesamtheit  der  Hinterglieder  ist  enthalten 
in  der  Gesamtheit  der  Vorderglieder,  ohne  mit  ihr  identisch  zu 
sein;  2.  wenn  s irgend  eine  Klasse  ist,  welche  wenigstens  eins 
der  Vorderglieder  enthält,  die  nicht  Hinterglieder  sind,  und  welche 
das  Hinterglied  von  jedem  der  in  ihr  enthaltenen  u enthält,  so 
enthält  sie  auch  alle  u.“ 

Die  erste  Bedingung  bringt  die  Unendlichkeit  der  Klasse  u 
mit  sich;  die  zweite  drückt  das  Induktionsprinzip  aus.  Äuf  diese 
Ärt  ist  letzteres  ein  wesentlicher  Teil  der  Definition  der  Pro- 
gressionen, und  aus  diesem  Grunde  sind  die  Progressionen 
ähnlich  der  natürlichen  Zahlenreihe.  Man  beweist  sodann,  daß 
es  in  einer  Progression  nur  ein  Vorderglied  gibt,  das  nicht  auch 
Hinterglied  wäre;  dieses  einzige  Glied  (welches  das  erste  ist) 
wird  die  Null  der  betrachteten  Progression  sein.  Die  Eins  wird 
das  Hinterglied  der  Null  sein  (sie  ist  einzig,  weil  die  erzeugende 
Beziehung  eineindeutig  ist);  und  ganz  allgemein  wird  der  Nach- 
folger eines  Gliedes  x (se^x)  das  Hinterglied  dieses  Gliedes  sein. 
Kraft  der  ersten  Bedingung  hat  jedes  Glied  ein  Hinterglied. 

Es  läßt  sich  nun  beweisen,  daß  zwei  beliebige  Progressionen 
ähnlich  sind,  und  umgekehrt  jede  einer  Progression  ähnliche 
Folge  wieder  eine  Progression  ist.  Daraus  ergibt  sich,  daß  die 
Progressionen  eine  einzige  Klasse  von  ähnlichen  Klassen  bilden, 
was  die  Definition  der  Ordinalzahl  « als  der  Klasse  der  Pro- 
gressionen rechtfertigt.  Außerdem  beweist  man,  daß  jedes  Glied 
einer  Progression  vom  nachfolgenden  sich  unterscheidet;  daß  es 


^)  Wohlgemerkt,  dieses  Wort  ist  des  Sinnes  zu  entkleiden,  den  man 
ihm  in  der  Elementar-Ärithmetik  gibt  (arithmetische  und  geometrische 
Progressionen).  Die  Lehre  von  den  Progressionen  ist  von  H.  Russell  in 
der  Abhandlung : Über  die  Logik  der  Beziehungen,  § 3,  Revue  de 
Mathematiques,  Bd.  VII  (1901)  dargelegt  worden. 
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sich  audi  von  allen  vorausgehenden  unterscheidet,  derart,  daß 
das  gleiche  Glied  niemals  wiederkommen  kann;  endlich,  daß 
nach  Unterdrückung  von  /,  2, n (in  endlicher  Zahl)  Glie- 

dern am  Anfang  einer  Progression  auch  der  Rest  noch  eine  Pro- 
gression ist.  Man  definiert  hierauf  die  Addition  und  Multipli- 
kation der  endlichen  Ordinalzahlen  und  erweist  ihre  formalen 
Eigenschaften  inklusive  der  Kommutabilität,  da  jetzt  die  Ope- 
rationen eine  bestimmte  Ordnung  unter  den  verbundenen  Zahlen 
involvieren.  Man  kann  sonach  mit  Hilfe  des  Kalküls  der  Be- 
ziehungen die  ganze  Arithmetik  der  endlichen  Ordinalzahlen  be- 
gründen, ohne  jemals  den  Begriff  der  Kardinalzahl  heranzuziehen. 

Nicht  minder  wahr  ist,  daß  der  Begriff  der  Kardinalzahl 
gegenüber  dem  der  Ordinalzahl  der  frühere  ist,  weil  er  logisch 
einfacher  ist:  Er  enthält  in  der  Tat  bloß  eine  eineindeutige  Be- 
ziehung zwischen  zwei  Klassen,  während  der  Begriff  der  Ordinal- 
zahl überdies  eine  Erzeugungsbeziehung  in  jeder  dieser  Klassen 
enthält.  Mit  anderen  Worten,  die  Beziehung  der  Ähnlichkeit  ist 
inhaltsreicher  als  die  Beziehung  der  Gleichzahligkeit:  Sie  begreift 
in  sich  die  Gleichzahligkeit  und  noch  etwas  mehr. 

Dieselbe  logische  Methode  gestattet,  die  Verallgemeinerung 
der  Zahl  zu  erklären.  Und  zwar  werden  zunächst  die  Rational- 
zahlen (oder  Brüche)  als  Beziehungen  zwischen  ganzen  Zahlen 
betrachtet,  als  Verhältnisse.  Beispielsweise  wird  man  sagen, 
die  Zahl  a steht  in  der  Beziehung  B mit  der  Zahl  c (aBc),  wenn 
man  hat  ab  — c,  d.  h.  wenn  a mit  b multipliziert  c gibt.  So 
entspricht  jeder  ganzen  Zahl  b ein  Verhältnis  oder  eine  Be- 
ziehung B.  Sodann  wenn  zwei  ganze  Zahlen  a und  d gegeben 
sind,  wird  man  sagen,  zwischen  ihnen  bestehe  die  zusammen- 
gesetzte Beziehung  B*^C(aB*^Cd),  wenn  das  Produkt  von  a und  b 
gleich  ist  dem  Produkt  von  d und  c (ab  — cd),  wobei  b und  c 
ebenfalls  ganze  Zahlen  sind.  Und  diese  Beziehung  B*^C  wird 
das  Verhältnis  bjc  sein.  Da  sich  in  der  Mathematik  die  Be- 
ziehungen durch  Operationen  ausdrücken,  so  kann  man  sagen, 
daß  das  Verhältnis  bjc  das  Symbol  sei  der  an  a zu  vollziehen- 
den Operationen,  um  d zu  erhalten,  d.  h.  eine  Multiplikation 
mit  b,  gefolgt  von  einer  Division  durch  c;  denn  die  Gleichung 
ab  — cd  ist  gleichwertig  mit  aXblc  — d.  So  sind  die  Rational- 
zahlen gar  keine  Zahlen,  sondern  Operationen  mit  den  ganzen 
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Zahlen,  derart,  daß  man  mit  den  ganzen  Zahlen  die  ihnen  ent- 
sprechenden rationalen  (die  Brüdie  mit  dem  Zähler  1)  nidit 
identifizieren  darf.^) 

Desgleichen  werden  die  positiven  und  negativen  Zahlen  als 
Operationen  an  den  (ganzen  oder  rational  gebrochenen)  absoluten 
Zahlen  aufgefaßt.  Betrachten  wir  zunächst  eine  ganze  Zahl  a. 
Sei  R die  eineindeutige  Beziehung,  die  zwischen  jeder  Zahl  und 
der  auf  sie  folgenden  besteht  (und  demzufolge  jene,  die 
zwischen  jeder  Zahl  und  der  ihr  vorausgehenden  besteht). 
Die  positive  Zahl  -\-a  wird  die  der  Beziehung  /?^,  und  die 
negative  Zahl  -a  die  der  Beziehung  entsprechende  Operation 
anzeigen.  Mit  anderen  Worten,  -\-a  bezeichnet,  daß  man  um 
a Schritte  vor,  und  -a,  daß  man  um  a Schritte  zurückgehen  soll 
in  der  Progression.^)  Diese  Auffassung  ist,  wie  man  sieht,  voll- 
ständig konform  dem  gemeinen  Verstände  und  den  anschau- 
lichen Überlegungen,  durch  die  man  in  den  Elementen  den 
Unterschied  von  positiv  und  negativ  zu  erklären  pflegt;  aber  sie 
ist  nichtsdestoweniger  von  allen  geometrischen  Begriffen  und 
aller  Anschauung  unabhängig. 

Ebenso  werden  auch  die  gebrochenen  positiven  und  nega- 
tiven Zahlen  Operationen  an  den  absoluten  rationalen  Zahlen  sein. 
Die  Ungleichheit  und  die  Addition  der  absoluten  rationalen  Zahlen 
ist  bereits  definiert  worden,  und  ferner  weiß  man,  daß,  wenn 
der  Bruch  p kleiner  als  der  Bruch  q ist,  dieser  die  Summe  von 
p und  einem  dritten  Bruche  r sei.  Der  positive  Bruch  -f-  r wird 
die  Operation  bezeichnen,  durch  die  man  von  p zu  q übergeht, 
und  der  negative  Bruch  -r  die  umgekehrte  Operation  (durch  die 
man  von  q zu  p übergeht).  Auf  diese  Weise  sind  alle  Arten 
der  verallgemeinerten  Zahlen  nicht  so  sehr  Zahlen  als  vielmehr 
Operationen  oder  besser,  Beziehungen  zwischen  den  ganzen 
absoluten  Zahlen,  und  dürfen,  selbst  teilweise,  nicht  mit  diesen 
identifiziert  werden.  Diese  Auffassung  bringt  vollkommene  Klar- 


^)  Man  findet  so  im  großen  und  ganzen  die  Auffassung  des  Bruches 
als  Operationssymboi  wieder,  die  von  H.  Meray  vorgeschlagen  wurde. 
(Die  Brüche  und  die  negativen  Größen,  1890.) 

2)  Weiter  oben  sind  die  ganzen  Potenzen  einer  Beziehung  definiert 
worden  (S.  78,  Änm.  1). 
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heit  und  Strenge  in  die  allgemeine  Ärithmetik,  und  beugt  von 
Grund  aus  den  Begriffsverwirrungen  vor,  die  sidi  nur  zu  oft 
einsdileidien. 

Es  empfiehlt  sich,  mit  H.  Russell  zu  bemerken,  daß,  wenn 
die  kardinalen  Eigenschaften  der  endlichen  Zahlen  die  in  den 
Anwendungen  (Abzählung  und  Messung)  wichtigsten  sind,  ihre 
ordinalen  Eigenschaften  die  einzigen  sind,  die  man  in  der  reinen 
Mathematik  zu  betrachten  hat,  derart,  daß  man  in  diesem  Gebiet 
sich  mit  der  Ordinaldefinition  der  Zahl  zufrieden  geben,  d.  h.  die 
endlichen  Zahlen  als  eine  Progression  bildend  betrachten  kann.^) 
Das  enthält  die  Erklärung  dafür,  daß  hervorragende  Mathe- 
matiker den  Zahlbegriff  auf  den  Begriff  der  Ordinalzahl  zurück- 
führen zu  können  glaubten.^)  Das  erklärt  ferner  auch,  daß  die- 
jenigen, welche  die  Ordinalzahl  allein  als  a priori  betrachten, 
die  Erfahrung  oder  Anschauung  für  notwendig  erachten  zur  Er- 
zeugung der  Kardinalzahlen.  Allein  hier  liegt  ein  Irrtum  vor, 
denn  die  Kardinalzahl  ist,  wie  man  gesehen  hat,  gegenüber 
der  Ordinalzahl  eher  die  frühere  und  somit  wenigstens  ebenso 
a priori  wie  sie. 

Zur  Vervollständigung  der  Verallgemeinerung  der  Zahl  er- 
übrigt es  noch,  die  irrationalen  und  komplexen  Zahlen  zu  defi- 
nieren. Aber  die  Lehre  von  den  irrationalen  Zahlen  ist  untrenn- 
bar von  dem  Begriff  des  Kontinuums,  das  eine  besondere 
Betrachtung  verlangt;  und  die  Theorie  der  komplexen  Zahlen 
enthält  den  Dimensionsbegriff,  der  der  Lehre  vom  Raume  an- 
gehört. So  führt  uns  die  Verallgemeinerung  der  Zahl  zu  zwei 
neuen  Theorien,  die  den  Gegenstand  der  folgenden  Kapitel  bilden 
werden. 


Russell  a.  a.  0.,  S.  241. 
2)  Siehe  S.  64,  Hnm.  2. 
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Das  Kontinuum. 

Die  irrationalen  Zahlen  enthalten,  wie  gesagt,  den  Begriff 
der  Kontinuität,  sie  scheinen  sich  nur  durch  diesen  erklären  und 
reditfertigen  zu  können;  aber  gleichsam  zur  Vergeltung  wird 
dieser  Begriff  erst  dann  genau  und  streng,  wenn  man  ihn  durch 
die  reellen  Zahlen  darstellt,  die  notwendigerweise  die  irrationalen 
Zahlen  umfassen.  Dies  läßt  gewisse  Mathematiker  glauben,  daß 
der  Begriff  des  Kontinuums  vom  Zahlbegriff  ausgeht  und  durch 
die  Schöpfung  der  irrationalen  Zahlen  erst  erzeugt  werde.  Wie 
dem  audli  sei,  ob  nun  die  reellen  Zahlen  das  Ur-  oder  Abbild 
des  Kontinuums  seien,  unbestreitbar  ist  es,  daß  eine  Analogie 
und  ein  vollkommener  Parallelismus  zwischen  diesen  beiden 
Begriffen  herrsdit  und  daß  man  einen  ohne  den  anderen  nicht 
zu  erklären  vermag.  Das  Kontinuum  analysieren,  heißt  die 
irrationalen  Zahlen  definieren.  Beginnen  wir  also  mit  der 
Definition  dieser  letzteren. 

§ A.  Definition  der  irrationalen  Zahl. 

Man  hat  verschiedene  Definitionsweisen  für  die  irrationalen 
Zahlen  vorgeschlagen.  Die  Auffassung,  welche  sich  am  leichtesten 
dem  Geiste  der  Mathematiker  darbieten  mußte,  ist  jene,  welche 
die  irrationalen  Zahlen  als  Grenzen  von  Folgen  oder  kon- 
vergierenden Reihen  betrachtet,  die  nicht  irgend  eine  rationale 
Zahl  zur  Grenze  haben.  Allein  die  Theorien  dieser  Art  be- 
weisen keineswegs  die  (logische)  Existenz  der  irrationalen  Zahlen: 
sie  fordern  sie  im  Gegenteil.^)  Außerdem  liegt  etwas  Wider- 

1)  Nach  H.  Georg  Cantor  wäre  Weierstraß  der  erste,  welcher 
diesen  fehlerhaften  Zirkel  vermieden  hätte.  (Grundlagen  einer  allgemeinen 
Mannigfaltigkeitslehre,  S.  22). 
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sinniges  und  für  den  Verstand  Anstößiges  darin,  zu  sagen: 
„Diese  Folge  oder  Reihe  hat  keine  Grenze  (unter  den  rationalen 
Zahlen);  sie  wird  der  Definition  gemäß  eine  irrationale  Zahl  zur 
Grenze  haben“,  mit  anderen  Worten  auszusprechen,  daß  eine 
irrationale  Zahl  die  Grenze  einer  Folge  ist,  die  keine  Grenze 
hat.^)  Endlich  sind  gewisse  Vorsichtsmaßregeln  zu  beobachten, 
um  die  Gleichheit  (oder  Identität)  der  irrationalen  Zahlen  zu 
definieren,  denn  dieselbe  irrationale  Zahl  kann  durch  eine  Un- 
endlidikeit  von  ganz  verschiedenen  Folgen  oder  Reihen  definiert 
werden;  es  bedarf  gewisser  Sorgfalt,  um  zu  erkennen,  daß  ihre 
zunächst  als  voneinander  verschieden  gegebenen  Grenzen  in 
Wirklichkeit  identisch  sind. 

Eine  andere  Art,  die  irrationale  Zahl  zu  definieren,  ist  die 
der  H.  H.  Dedekind  und  J.  Tannery.^)  Sie  hat  den  Vorteil,  sich 
vollständig  des  Grenzbegriffes  zu  enthalten  und  die  irrationalen 
Zahlen  mit  einem  Schlag  zu  den  rationalen  Zahlen  in  Beziehung 
zu  setzen.  Sie  geht  von  der  Tatsadie  aus,  daß  die  Gesamtheit 
der  rationalen  Zahlen  eine  unendliche  Zahl  von  Schnitten  dar- 
bietet. Es  ist  bekannt,  was  man  darunter  zu  verstehen  hat. 
Jede  rationale  Zahl  teilt  die  Gesamtheit  der  übrigen  rationalen 
Zahlen  in  zwei  Klassen:  in  die  der  Zahlen,  die  größer,  und  in 
die,  welche  kleiner  als  sie  selbst  sind;  man  nennt  sie  zur  Ab- 
kürzung obere  und  untere  Klasse.  Es  ist  klar,  daß  jede 
Zahl  der  unteren  Klasse  kleiner  als  jede  Zahl  der  oberen  Klasse 
ist.  Außerdem  gibt  es,  da  man  weiß,  daß  zwischen  zwei  ratio- 
nalen Zahlen  immer  noch  eine  weitere  vorhanden  ist  (oberhalb 
der  kleineren  und  unterhalb  der  größeren)^),  in  der  unteren 
Klasse  keine  Zahl,  die  größer  als  alle  anderen,  und  ebenso  in  der 
oberen  Klasse  keine  Zahl,  die  kleiner  als  alle  anderen  ist.  Das 

^)  H.  Frege  wendet  sich  mit  großer  Energie  und  mit  vollem  Recht 
gegen  diese  Art  von  „erzeugenden  Definitionen“  und  behauptet,  daß 
eine  mathematische  Definition,  da  sie  eigentlich  nur  Namensbelegung 
ist,  nicht  ihr  Objekt  erschaffen  könne  und  nicht  des  Erweises  der 
Existenz  zu  entheben  vermöge.  (Grundgesetze  der  Arithmethik,  Bd.  II, 
1903;  Funktion  und  Begriff,  1891). 

2)  Siehe  unsere  Arbeit:  De  l’infini  mathematique,  Erster  Teil,  Buchl, 
Kap.  IV. 

®)  Eine  Eigenschaft,  die  man  in  dem  Satze  ausdrückt:  Die  Menge 
ist  dicht  (kompakt). 
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alles  geht  aus  den  Eigenschaften  der  rationalen  Zahlen  selbst 
hervor.  Das  Phänomen  des  Schnittes  besteht  darin,  daß  die 
Totalität  der  rationalen  Zahlen  auf  unendlich  viele  Arten  zer- 
legt werden  kann  in  zwei  Klassen  mit  denselben  Eigentüm- 
» liÄkeiten,  auch  ohne  daß  zwisdien  den  beiden  Klassen 
irgend  eine  rationale  Zahl  wäre,  die  sie  trennte  und  be- 
stimmte. So  wird  man  dazu  geführt,  eine  (irrationale)  Zahl 
begrifflidi  zu  fassen,  die  zugleich  größer  als  alle  Zahlen  der 
unteren  und  kleiner  als  alle  jene  der  oberen  ist,  und  die  in 
gewissem  Sinne  den  Schnitt  ausfüllt,  so  wie  dieser  im  vorher- 
gehenden Fall  ausgefüllt  war  durdi  eine  rationale  Zahl.  Der 
ganze  Unterschied  besteht  darin,  daß  die  neue  Zahl  bestimmt 
und  definiert  wird  durch  den  Schnitt,  statt  ihn  selbst  zu  be- 
stimmen, wie  dies  durch  die  rationale  Zahl  geschieht.  Wenn 
jedodi  einmal  die  irrationalen  Zahlen  definiert  und  der  Gesamt- 
heit der  rationalen  Zahlen  beigesellt  sind,  so  kann  man  die 
einen  mit  den  anderen  vereinigen  unter  dem  Namen  reeller 
Zahlen,  denn  sie  besitzen  nun  zusammen  die  gleichen  Eigen- 
schaften. 

Diese  Definition  hat  nur  einen  Fehler,  der  ihr  mit  der 
früheren  gemein  ist:  sie  gestattet  nicht,  die  Existenz  der  irratio- 
nalen Zahlen  zu  erweisen.  H.  Dedekind  mußte  diese  Existenz 
fordern,  indem  er  für  die  Gesamtheit  der  reellen  Zahlen  ein 
Axiom  der  Stetigkeit  formulierte,  analog  dem  die  geometrische 
Stetigkeit  [der  Geraden]  kennzeichnenden  Axiom:  „Zerfällt  das 
System  aller  reellen  Zahlen  in  zwei  Klassen  von  der  Art,  daß 
jede  Zahl  der  ersten  kleiner  als  jede  Zahl  der  zweiten  ist,  so 
existiert  eine  und  nur  eine  Zahl,  durch  welche  diese  Zer- 
legung hervorgebracht  wird.“  Diese  Aussage  ist  ein  wenig  un- 
bestimmt: was  hat  man  unter  der  Zahl  zu  verstehen,  die  eine 
Zerlegung  hervorbringt?  Es  kann  dies  keine  zwischen  den 
beiden  Klassen  zwischenliegende  Zahl  sein,  weil  diese  der 
Voraussetzung  gemäß  zusammen  die  erschöpfende  Gesamt- 
heit der  reellen  Zahlen  umfassen.  Es  muß  also  die  in  Frage 
stehende  Zahl  die  größte  der  unteren  oder  die  kleinste  der 
oberen  Klasse  sein.  Aber  dann  ist  es  um  die  charakteristischen 


Dedekind,  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen,  S.  18  (1872). 
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Eigenschaften  des  Sdinittes  geschehen,  da  die  Definition  des- 
selben zugleich  in  sich  enthält,  daß  die  untere  Klasse  kein 
Maximum  und  die  obere  kein  Minimum  habe.  Man  muß  somit 
zur  Gesamtheit  der  rationalen  Zahlen  zurückkommen  und  sagen, 
daß  jeder  Schnitt  dieser  Mannigfaltigkeit  einer  reellen  Zahl  ent- 
spreche. Oder  aber,  man  muß  die  Definition  der  Stetigkeit  ab- 
ändern und  sagen:  „Wenn  die  Gesamtheit  der  reellen  Zahlen 
sich  in  zwei  Klassen  aufteilen  läßt  derart,  daß  jede  Zahl  der 
ersten  kleiner  als  jede  Zahl  der  zweiten  ist,  so  hat  entweder 
die  erstere  ein  Maximum  oder  die  letztere  ein  Minimum,  aber 
niemals  hat  beides  zugleich  statt.“  Aber  dann  verliert  das  Axiom 
viel  von  seiner  Evidenz,  da  die  Tatsache  des  Schnittes  aus  dem- 
selben verschwunden  ist. 

Für  alle  Fälle  ist  dieses  oder  ein  gleichwertiges  Axiom  not- 
wendig zur  Sicherung  der  Existenz  der  irrationalen  Zahlen,  und 
das  ist  schlimm,  zunächst  weil  es  sich  gehören  möchte,  daß  ihre 
Existenz  sich  aus  ihrer  Definition  ableiten  ließe;  sodann,  weil 
man  immer  die  Annahme  des  in  Rede  stehenden  Axioms  oder 
Postulates  zurückweisen  kann,  insofern  es  sich  nur  durch  eine 
immerhin  anfechtbare  Analogie  rechtfertigen  läßt;  endlich,  weil 
dieses  Axiom,  selbst  wenn  man  es  annimmt,  einen  Sprung  in 
der  Deduktionskette  der  Sätze  hervorbringt  und  eine  Berufung 
auf  die  Anschauung  zu  begründen  scheint,  die  für  die  Behaup- 
tung der  logischen  Natur  der  mathematischen  Wahrheiten  ver- 
nichtend wäre. 

H.  Russell  ist  es  gelungen,  sich  dieses  Axiomes  ganz  zu 
entschlagen  durch  eine  derartige  Abänderung  der  Definition  der 
irrationalen  Zahl,  daß  sie  ipso  facto  die  Existenz  des  definierten 
Objektes  enthält.  Seine  Definition  besteht  mit  einem  Worte  in 
der  Identifizierung  der  irrationalen  Zahl  mit  der  unteren 
Klasse,  die  vorher  mit  zur  Definition  diente.  Nur  daß  diese 
Klasse  jetzt  durch  ihre  wesentlichen  Eigenschaften  definiert  sein 
muß.  Man  belegt  mit  dem  Namen  Zahlenstrecke jede  Nicht- 
Nullklasse  von  rationalen  Zahlen,  die  aber  nicht  alle  rationalen 
Zahlen,  sondern  nur  jene  umfaßt,  welche  kleiner  als  irgend  eines 

Diese  Fassung  der  irrationalen  Zahl  als  eine  Zahlenstrecke  (Seg- 
ment) verdankt  man  Pasch,  Einleitung  in  die  Differential-  und  Integral- 
rechnung (Leipzig,  1882). 
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ihrer  Elemente  sind,  und  so  besdiaffen  ist,  daß  jedes  von  ihren 
Elementen  kleiner  als  ein  anderes  ihrer  Elemente  ist  (derart, 
daß  keines  von  ihnen  ein  Maximum  ist).  Diese  zwei  letzten 
Bedingungen  lassen  sich  in  Zeidien  sehr  einfach  ausdrücken. 
Sei  Q die  Gesamtheit  der  rationalen  Zahlen  kleiner  als  1 (echte 
Brüche);  Qx  ist  dann  die  Gesamtheit  der  rationalen  Zahlen 
kleiner  als  x.  Durch  Verallgemeinerung  wird,  wenn  u eine 
Klasse  von  Zahlen  ist,  Qu  die  Klasse  der  Zahlen  kleiner  als  u. 
Nach  dieser  Festsetzung  drüdien  die  beiden  ausgesprochenen 
Bedingungen  aus,  daß  man,  wenn  u eine  Zahlenstrecke  ist, 
gleichzeitig  hat:  Quou  und  udOu,  d.  h.  Ou  = u.  Man  beweist 
sofort,  daß  0 eine  Zahlenstrecke  ist  und  daß,  wenn  x eine 
rationale  Zahl,  0x  eine  Zahlenstrecke  ist  (was  die  Gleichheit 
OQx  — 0x  involviert).  Allein  die  Umkehrung  ist  nidit  richtig: 
nicht  alle  Zahlenstrecken  sind  von  der  Form  0x,  wenn  x eine 
rationale  Zahl  ist.  Es  gibt  sonach,  grob  ausgedrückt,  mehr 
Zahlenstrecken  als  rationale  Zahlen.  Diese  Zahlenstrecken  wer- 
den der  Definition  gemäß  die  reellen  Zahlen  sein.  Man 
definiert  mühelos  ihre  Addition  und  Multiplikation  und  beweist, 
daß  diese  Rechnungsarten  an  denselben  Eigenschaften  teilhaben, 
wie  die  Rechnungsarten  gleichen  Namens  mit  rationalen  Zahlen. 
Ein  Teil  der  reellen  Zahlen  entspricht  den  rationalen  Zahlen: 
Das  sind  die  Zahlenstrecken  von  der  Form  0x;  streng  ge- 
nommen, dürfen  sie  jedoch  nicht  mit  jenen  identifiziert  werden: 
ebensowenig  als  eine  rationale  Zahl  schon  ganz  oder  eine  reelle 
Zahl  schon  rational  ist.  Eine  rationale  Zahl  ist  eine  Beziehung 
von  zwei  ganzen  Zahlen  (ein  Verhältnis),  und  eine  reelle  Zahl 
ist  die  Gesamtheit  von  rationalen  Zahlen.  Man  wird  z.  B.  drei 
Zahlen  Eins  unterscheiden:  Die  ganze  Zahl  7;  die  rationale 
Zahl  7,  die  das  Verhältnis  von  7 zu  7 ist  (oder  das  Verhältnis 
von  n zu  /2,  was  identisch  mit  dem  vorhergehenden  ist);  und 
die  reelle  Zahl  7,  die  die  Gesamtheit  der  rationalen  Zahlen  ist, 
die  kleiner  sind  als  die  rationale  Zahl  7 (eine  durch  0 be- 
zeichnete  Gesamtheit).  Man  sieht,  in  dieser  Fassung  steht  die 
Existenz  der  reellen  Zahlen  nicht  mehr  in  Frage  als  die  der 
rationalen  Zahlen:  die  rationalen  Zahlen  existieren,  insoferne 
es  Verhältnisse  der  ganzen  Zahlen  gibt;  die  reellen  Zahlen 
existieren,  insoferne  Gesamtheiten  von  rationalen  Zahlen  existieren. 
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Die  vorstehende  Fassung  ist  nidit  so  entfernt,  als  es  den 
Anschein  hat,  von  der  gewöhnlichen  Auffassung  der  irrationalen 
Zahl,  und  sie  ist  geradezu  aus  ihr  hervorgegangen.  In  der  Tat, 
statt  die  irrationale  Zahl  als  gemeinsame  Grenze  zweier  Klassen 
(einer  oberen  und  unteren),  die  sie  definieren,  begrifflich  zu 
fassen,  kommt  es  auf  dasselbe  hinaus  (und  ist  einfacher),  sie  als 
obere  Grenze  der  unteren  Klasse  aufzufassen.  Wie  man  die 
obere  Grenze  (die  man  durch  das  Symbol  V darstellt)  definiert, 
zeigt  folgende  Gleichung: 

u,  V sCls'  R-3iü-3v:o\l‘  ü = l‘v>  — -0ü  — 0v.  Df. 


„Wenn  u und  v Klassen  von  positiven  Rationalzahlen  sind, 
die  nicht  Null  sind,  so  heißt  die  Aussage,  daß  die  obere  Grenze 
der  u gleich  der  der  v sei,  soviel  als  sagen,  daß  die  Klassen  Ou 
und  Ov  gleich  (identisch)  seien.“  Hier  liegt  eine  Definition 
mittelst  Abstraktion  vor,  die  nicht  in  der  Definition  des  Symbols 
Vü  als  Funktion  der  bekannten  Symbole,  sondern  bloß  der 
Gleichheit  zweier  solcher  Symbole  besteht.  Man  definiert  so- 
dann die  reellen  positiven  Zahlen  (Q)  folgendermaßen: 

Q=zV[Cls^  Rr\ü3(3ü-BR-eu)].  Df. 


„Eine  reelle  Zahl  ist  die  obere  Grenze  einer  Klasse  von 
rationalen  Zahlen  u,  die  nicht  Null  und  von  der  Art  ist,  daß  es 
Rationalzahlen  gibt,  die  nicht  niedriger  sind  als  irgend  ein  f/.“^) 
Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß  diese  Formel  unter  einem 
alle  reellen  Zahlen  (und  nicht  allein  die  irrationalen  Zahlen)  als 
obere  Grenzen  der  Gesamtheiten  von  rationalen  Zahlen  definiert. 
Wenn  man  die  Gesamtheit  der  rationalen  Zahlen  in  die  neue 
Gesamtheit  der  reellen  Zahlen  eingehen  lassen  will,  so  muß 
man  eine  neue  Definition  heranziehen,  welche  die  Gleichheit  und 
Ungleichheit  einer  rationalen  Zahl  mit  einer  oberen  Grenze 
festlegt. 


u € C/s’ R-aeR 


0 : a ü • — • a e 0 u. 

d:a  — l‘ü  — »0a  — 6ü. 


Df. 

Df. 


„Wenn  a eine  rationale  Zahl  und  u eine  Gesamtheit  von 
rationalen  Zahlen  ist,  so  heißt  die  Aussage  a ist  unterhalb 
von  tu  soviel  als,  daß  a niedriger  ist  als  irgend  welche  ü\ 


y D.  h.:  „Die  nicht  alle  rationalen  Zahlen  enthält.' 
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und  die  Aussage  a ist  gleich  Vu  heißt  soviel  als,  daß  die 
Klassen  Oa  und  Ou  gleich  (identisch)  sind.“  Daraus  ergibt 
sich,  daß  a die  obere  Grenze  der  Zahlenstreche  Oa  ist,  d.  h. 
daß  die  Gesamtheit  der  rationalen  Zahlen  kleiner  als  diese  ist. 
Allein  wie  man  sieht,  geht  dies  nur  unter  Benützung  einer 
Übereinkunft,  die  eine  rationale  Zahl  mit  einer  oberen  Grenze 
identifiziert.  Ohne  sie  wäre  es  keineswegs  gestattet  zu  be- 
haupten, daß  die  rationale  Zahl  a die  obere  Grenze  der  ratio- 
nalen unterhalb  von  ihr  liegenden  Zahlen  sei.  Trotzdem  sind 
die  beiden  vorstehenden  Definitionen  mangelhaft,  denn  auch  sie 
sind  Definitionen  mittels  Abstraktion:  sie  definieren  weder  a noch 
/'tt,  sondern  nur  ihre  Gleichheit  oder  Ungleichheit.  Und  was 
noch  mehr  ins  Gewicht  fällt,  ist,  daß  sie  diese  Beziehungen 
zwischen  schon  getrennt  für  sich  definierten  Begriffen  hersteilen. 
Kraft  der  Definition  der  oberen  Grenze  hat  man: 

0a  = 0u-  = -l^a==l^u, 

Und  indem  man  diese  Gleichung  mit  der  \a  = V u verbindet, 
erschließt  man  daraus  unmittelbar:  a = V a,  was  nur  eine  andere 
Form  derselben  Übereinkunft  darstellt.  Nichts  berechtigt  zu 
dieser  Identifizierung  der  rationalen  Zahl  a mit  irgend  einer 
oberen  Grenze,  und  wäre  es  auch  mit  jener  der  von  der  ratio- 
nalen Zahl  a allein  gebildeten  Gesamtheit. 

Aber  da  andererseits  die  obere  Grenze  nur  mittelst  Abstrak- 
tion definiert  worden  ist,  so  gestattet  nichts,  die  Existenz  oder 
auch  Einzigkeit  dieser  neuen  Wesenheit  zu  behaupten.  Deshalb 
müßte  man  dafür  eine  Nominaldefinition  haben.  Aber  weil  die 
Gleichung  Vu  — tv  mit  der  Gleichung  Ou  = Ov  gleichwertig  ist, 
ja  sogar  keinen  anderen  Sinn  hat,  so  ist  es  ganz  natürlich, 
definitionsgemäß  zu  setzen: 

Vü  = eü 

d.  h.  den  Begriff  der  oberen  Grenze  zu  unterdrücken  und  aus- 
schließlich die  Zahlenstrecken  zu  betrachten.  In  der  Tat  gilt  für 
jede  beliebige  Gesamtheit  u: 

0u  = 96ü 

d.  h.  die  Gesamtheit  Ou  ist  eine  Zahlenstreche.  Man  wird  so 
zur  Identifizierung  der  irrationalen  Zahl  mit  der  Zahlenstrecke, 
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deren  obere  Grenze  sie  ist,  und  allgemein  zur  Auffassung  aller 
reellen  Zahlen  als  Strecken  von  rationalen  Zahlen  geführt,  und 
das  ist  die  Theorie  von  H.  Russell.  Nur  dann  braucht  man  nicht 
mehr  die  Definition  anzusetzen: 

a=l‘u-  = >6a  — 0u 

d.  h.  eine  rationale  Zahl  mit  einer  oberen  Grenze  zu  identifi- 
zieren, denn  man  würde  sonst  dazu  geführt,  sie  mit  der  Ge- 
samtheit der  rationalen  Zahlen,  die  kleiner  als  sie  selbst  sind, 
zu  identifizieren  (a  = Vü-Vü  = 6ü-6ü=^0a-D-a  — 0a).  Oder 
aber  man  darf  unter  a nicht  mehr  die  rationale  Zahl  fl,  sondern 
die  entsprechende  reelle  Zahl  a verstehen.  Und  so  allein  wird 
man  im  besonderen  sagen  können,  daß  die  reelle  Zahl  1 die 
Gesamtheit  der  rationalen  Zahlen  sei,  die  kleiner  als  (die 
rationale  Zahl)  1 sind.^) 

Obgleich  die  formale  Definition  der  oberen  Grenze  den 
Fall  ausschließt,  wo  die  betrachtete  Klasse  die  erschöpfende  Ge- 
samtheit der  rationalen  Zahlen  umfaßt,  wird  man  durch  eine 
natürliche  und  berechtigte  Verallgemeinerung  dazu  geführt,  das 
Unendliche  als  die  obere  Grenze  der  Gesamtheit  der  rationalen 
Zahlen  (oder  besser  als  diese  Gesamtheit  selbst,  was  die  Frage 
der  Existenz  beseitigt)  aufzufassen.  Es  ist  wichtig  zu  bemerken, 
daß  hier  das  Unendliche  als  reelle  Zahl  auftritt,  untersdiieden 
von  dem  irrationalen  Unendlichen  (Verhältnis  einer  ganzen 
Zahl,  die  nicht  Null  ist,  zu  Null)  und  von  dem  ganzen  Unend- 
lichen (Kardinalzahl  «o  oder  Ordinalzahl  w);  ebenso  wie  die 
reelle  Null  (untere  Grenze  der  positiven  rationalen  Zahlen,  die 
nicht  Null  sind)  sich  von  der  rationalen  Null  (Verhältnis  der 
ganzen  Null  zu  einer  ganzen  Zahl,  die  nicht  Null  ist)  und  von 
der  ganzen  Null  untersdieidet.  Alle  diese  Unterscheidungen 
sind  analog  denen,  die  wir  zwischen  den  verschiedenen  Zahlen  1 
entwickelt  haben,  und  ganz  ebenso  berechtigt. 

Aber  wie  soll  man  sich  auf  der  anderen  Seite  die  be- 


^)  Formulaire  de  Mathematiques  (1903),  § 42;  vgl.  Peano,  Sui 
numeri  irrazionali  (Revue  de  Mathematiques,  Bd.  VI,  S.  126—140),  wo 
zahlreiche  historische  und  bibliographische  Angaben  bezüglich  dieser 
Frage  und  ein  Bericht  über  die  vorgeschlagenen  wichtigsten  Theorien  zu 
finden  sind. 
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ständige  und  hergebrachte  Verwirrung  erklären,  die  sich  zwischen 
den  verschiedenen  Verallgemeinerungen  der  Zahlen  herausgestellt 
hat,  die  nidit  einmal,  die  Wahrheit  zu  sagen,  Zahlen  sind,  da 
dieser  Ausdruck  anscheinend  den  ganzen  Zahlen  Vorbehalten 
bleiben  muß?  Es  genügt  nicht,  sich  auf  das  sog.  Prinzip  der 
Erhaltung  von  Hankel  zu  berufen,  welches  vor  allem  falsch 
ist,  insofern  die  arithmetisdien  Operationen  nicht  alle  ihre  Eigen- 
schaften von  einer  Größenart  zur  anderen  erhalten  (bewahren) 
und  welches,  wenn  es  richtig  wäre,  doch  nur  den  Wert  eines 
ästhetischen  Motivs  der  Analogie  und  sozusagen  des  Gefühls 
besäße.^)  Es  genügt  auch  nicht,  mit  H.  Russell  zu  sagen,  daß 
die  Mathematiker  kraft  des  formalen  Charakters  ihrer  Wissen- 
sdiaft  eine  unbesiegbare  Neigung  haben  zur  Identifizierung  zweier 
Ordnungen  von  Wesenheiten,  zwischen  welchen  sie  eine  ein- 
deutige und  umkehrbare  Verwandtschaft  entdecken  oder  her- 
steilen. Der  wahre  Grund  ist  der  folgende.  Alle  Zahlen- 
gattungen haben  das  gemein,  daß  sie  zur  Größenmessung  dienen, 
und  das  ist  der  Grund,  warum  man  sie  alle  mit  demselben 
Namen  benennt.  Die  Zahl  ist,  im  allgemeinen  Sinne  des  Wortes, 
das  Symbol  einer  Größe  oder  vielmehr  eines  Verhältnisses  von 
Größen  (einer  beliebigen  Größe  zur  gleichartigen  Größeneinheit).®) 
Hier  liegt  jedenfalls  der  historisdie  Ursprung  der  Zahlen- 
verallgemeinerung. Die  irrationalen  Zahlen  waren  einem  Euklid 
unbekannt,  und  was  ihm  ihre  Stelle  vertrat,  waren  die  Größen- 
verhältnisse (Buch  X der  Elemente).  Infolgedessen  ist  das,  was 
man  das  numerische  Kontinuum  nennt,  historisch  aus  dem 
geometrischen  Kontinuum,  speziell  aus  der  Tatsache  der  in- 
kommensurabeln  Größen  hervorgegangen.  Doch  muß  man  sich 
hüten,  von  hier  aus  Schlüsse  gegen  die  Apriorität  der  reinen 
Mathematik  zu  ziehen.  Übrigens  würde,  selbst  wenn  das 
numerische  Kontinuum  von  dem  geometrischen  Kontinuum  ab- 
geleitet wäre,  daraus  nicht  folgen,  daß  es,  was  immer  es  auch 
sein  mag,  aus  der  räumlichen  Anschauung  hervorgeht  (der  reinen 
oder  empirischen,  darauf  kommt  hier  wenig  an).  In  der  Tat, 

y Peano,  Principio  de  permanentia,  Revue  de  Math.,  Bd.  VIII, 
S.  84. 

2)  So  definiert  sie  auch  Newton  am  Anfänge  seiner  Arithmetica 
universalis. 
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das  geometrische  Kontinuum  ist  nicht  und  kann  nicht  sein  ein 
Objekt  der  Änschauung.  Man  spricht  zwar  manchmal  vom 
physischen  Kontinuum  als  dem  (unvollkommenen)  Vorbild, 
nach  welchem  der  menschliche  Geist  das  mathematische  Kon- 
tinuum geschaffen  hätte;  aber  es  gibt  nicht  und  könnte  nicht 
geben  ein  physisches  Kontinuum.  Was  man  so  nennt,  das 
sind  (im  besten  Falle)  dichte  Punktefolgen,  analog  der  Ge- 
samtheit der  rationalen  Zahlen.  Aber  selbst,  wenn  man  an- 
nimmt (was  schon  sehr  weitgehend  ist),  daß  eine  dichte  Folge 
in  der  Anschauung  gegeben  sei,  so  zwingt  nichts,  noch  be- 
rechtigt ewas,  eine  solche  Folge  durch  irrationale  Punkte  zu  ver- 
vollständigen in  einer  Weise,  daß  sie  stetig  wird.  Niemals 
wird  uns  irgend  welche  Erfahrung  oder  irgend  welche  Messung 
einen  irrationalen  Punkt  oder  eine  inkommensurable  Größe  offen- 
baren. Derartige  Begriffe  können  sonach  nur  a priori  sein  und 
unabhängig  von  aller  Anschauung. 

§ B.  Definition  des  Kontinuums. 

Diese  Folgerung,  die  uns  schon  genügend  entwickelt  scheint 
durch  die  vorstehenden  negativen  Argumente,  findet  sich  durch 
ein  entscheidendes  positives  Element  bekräftigt,  welches  darin 
besteht,  daß  man  den  Begriff  des  Kontinuums  logisch  und  voll- 
ständig konstruieren  kann,  nicht  nur  ohne  das  geometrische 
Kontinuum  hereinzuziehen,  sondern  ohne  selbst  auf  den  Größen- 
begriff sich  zu  berufen,  einzig  und  allein  gestützt  auf  Ordnungs- 
betrachtungen. Hierin  liegt  eine  der  bedeutendsten  Eroberungen 
der  Philosophie  der  Mathematik;  wir  hatten  schon  Gelegenheit, 
auf  sie  aufmerksam  zu  machen^),  allein  erst  H.  Russell  hat  deren 
ganze  Bedeutung  hervortreten  lassen  durch  ihre  Eingliederung 
in  sein  System.  Mit  wenigen  Worten  ausgesprochen  besteht  sie 
darin,  daß  man  das  Kontinuum  in  einer  rein  ordinalen  Weise 
definieren  kann  (ja  sogar  muß),  ohne  irgend  einen  metrischen 
Begriff  (der  Größe  oder  der  Entfernung)  hereinspielen  zu  lassen. 

H.  Georg  Cantor  kommt  das  doppelte  Verdienst  zu,  zunächst 
die  erste  logische  und  scharfe  Definition  des  Kontinuums  gegeben 

^)  Sur  la  definition  du  continu.  Revue  de  Methaphysique  et  de 
Morale,  Bd.VIII,  S.  157-168  (März  1900). 
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zu  haben,  sodann  es  von  aller  Größenbetraditung  freigemadit 
zu  haben.  Zum  besseren  Verständnis  der  ordinalen  Definition 
des  Kontinuums  muß  man  von  der  metrischen  Definition  aus- 
gehen, die  an  erster  Stelle  gegeben  worden  ist.^)  In  der  Äus- 
drucksweise  dieser  ist  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  eine  per- 
fekte und  zusammenhängende  (bien  enchaine)  Mannigfaltig- 
keit. Rufen  wir  uns  in  Kürze  die  Definition  dieser  Attribute 
in  Erinnerung.  Eine  Mannigfaltigkeit  E von  Punkten  (diese 
Punkte  sind  dabei  nichts  anderes  als  Zahlenwerte)  haben 
als  Grenzpunkt  einen  Punkt  x (der  der  Gesamtheit  angehört 
oder  nicht),  wenn  in  der  Nachbarschaft  von  x unendlich  viele 
E angehörende  Punkte  vorhanden  sind,  d.  h.  strenger  aus- 
gesprochen, wenn,  sobald  eine  noch  so  kleine  Zahl  e gegeben 
ist,  mindestens  ein  Punkt  von  E existiert,  dessen  Abstand  von 
X kleiner  als  s ist.  Eine  perfekte  Mannigfaltigkeit  ist  eine 
solche,  welche  alle  ihre  Grenzpunkte  enthält  und  deren  sämt- 
liche Punkte  Grenzpunkte  sind;  mit  anderen  Worten,  da  man 
Ableitung  einer  Mannigfaltigkeit  die  Mannigfaltigkeit  ihrer  Grenz- 
punkte nennt,  so  ist  eine  perfekte  Mannigfaltigkeit  eine  mit 
ihrer  Ableitung  identische  Mannigfaltigkeit:  sie  enthält  dieselbe 
und  ist  zugleich  in  ihr  enthalten.  Andererseits  sagt  man  von 
einer  Mannigfaltigkeit  A,  daß  sie  zusammenhängend  sei, 
wenn  man,  sobald  zwei  beliebige  Punkte  von  E und  p 
gegeben  sind,  in  E eine  Folge  von  Punkten:  p^,  a,  — Pn  (in 
endlicher  Zahl  n)  von  der  Art  finden  kann,  daß  die  Abstände 
je  zweier  Nachbarpunkte,  d.  h.  also  APi.  PiA»  — PnP  sämt- 
lich unterhalb  einer  gegebenen  Zahl  e liegen  und  zwar  so  klein 
auch  diese  Zahl  sein  mag  (es  ist  klar,  daß,  je  kleiner  e ist, 
um  so  mehr  n wächst,  doch  darf  cs  nicht  endlich  zu  sein  auf- 
hören). 

Wie  ersichtlich,  enthalten  die  beiden  zur  Definition  des 
Kontinuums  dienenden  Attribute  in  sich  den  Begriff  der  Größe 
oder  des  Abstandes.  Überdies  ist  diese  Definition  der  Stetigkeit 
wesentlich  relativ:  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  wird  in  der  Tat 
nur  in  bezug  auf  eine  andere  Mannigfaltigkeit  definiert,  die 


^)  G.  Canto r,  Grundlagen  einer  allgemeinen  Mannigfaltigkeitslehre 
Math.  Annalen,  Bd.  XXI  (1883). 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik. 
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schon  stetig  ist  (die  man  bildlich  den  Raum  nennt),  in  die  sie 
eingebettet  angenommen  wird,  und  in  der  sie  Grenzpunkte  be- 
sitzen kann,  die  sie  nicht  enthält.  Demzufolge  setzte  diese 
Definition  der  stetigen  Mannigfaltigkeit  den  allgemeinen  Begriff 
des  stetigen  Raumes  schon  voraus,  d.  h.  einen  anderen  vorher- 
gehenden und  absoluten  Begriff  der  Stetigkeit.  Äber  es  zeigt  sich, 
daß  die  absolute  Definition  des  Kontinuums  mit  Hilfe  seiner 
wesentlichen  Eigenschaften  zu  gleicher  Zeit  von  allen  Größen- 
betrachtungen befreit  ist  und  ausschließlich  Größenbeziehungen 
enthält.  Diese  Ordinaldefinition  ist  es,  die  uns  darzulegen 
noch  erübrigt.^) 

Ebenso  wie  die  Definition  der  irrationalen  Zahlen  auf  der 
Betrachtung  der  rationalen  Zahlen  ruht,  so  ruht  die  ordinale 
Definition  des  Kontinuums  auf  der  Betrachtung  einer  Mannig- 
faltigkeit, die  der  Mannigfaltigkeit  der  rationalen  Zahlen  ähn- 
lich ist,  d.  h.  die  gleichen  ordinalen  Eigenschaften  besitzt.  Diese 
Eigenschaften  sind  die  folgenden: 

1.  Es  ist  eine  abzählbare  Mannigfaltigkeit. 

2.  Es  hat  weder  ein  erstes  noch  letztes  Glied. 

3.  Es  ist  dicht  (kompakt),  d.  h.  es  gibt  zwischen  irgend 
welchen  zwei  Gliedern  desselben  immer  noch  ein  weiteres. 

Diese  drei  Eigenschaften  sind  rein  ordinale;  denn  die  erste 
(die  einzige,  für  welche  das  nicht  augenscheinlich  ist)  ist  mit 
folgender  gleichwertig:  „Die  Mannigfaltigkeit  läßt  sich  einer 
Progression  ähnlich  machen“;  die  Progression  ist  jedoch  un- 
abhängig von  dem  Begriff  der  Kardinalzahl  definiert  worden.^) 
Diese  Eigenschaften  definieren  den  Ordnungstypus  ^ der  Mannig- 


^)  G.  Cantor,  Beiträge  zur  Begründung  der  transfiniten  Mengen- 
lehre. Math.  Ännalen,  Bd.  46  (1895)  und  49  (1897).  — Immerhin  dürfen 
wir  erwähnen,  daß  1894  H.  Enriques  eine  reine  Ordinaldefinition  der 
Stetigkeit  der  Geraden  gegeben  hat:  Sui  fondamenti  della  Geometria 
projettiva,  Postulat  VII,  Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo,  ser.  II, 
vol.  XXVII. 

2)  Wie  H.  Russell  bemerkt,  haben  diese  drei  Eigenschaften  auf  zwei 
verschiedene  Ärten  die  rationalen  Zahlen  zu  ordnen  Bezug:  die  zwei 
letzten  setzen  sie  nach  der  Größe  geordnet  voraus,  während  die  erste 
sie  in  Form  einer  Progression  geordnet  voraussetzt  (a.  a.  0.,  § 278). 
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faitigkeit  der  rationalen  Zahlen  und  infolgedessen  der  ganzen 
Mannigfaltigkeit,  die  dieser  ähnlich  ist.^) 

Än  der  so  definierten  Mannigfaltigkeit  kann  man  sich  das 
klarmachen,  was  H.  Cantor  steigende  oder  fallende  Funda- 
mentalreihen nennt.  Eine  Fundamentalreihe  ist  eine  Pro- 
gression (von  dem  Ordnungstypus  w),  deren  Glieder  sich  in  der- 
selben Ordnung  folgen  wie  in  der  Mannigfaltigkeit  rj,  in  weldiem 
Falle  man  sie  steigend,  oder  in  der  umgekehrten  Ordnung,  in 
welchem  Falle  man  sie  fallend  nennt.  Man  kann  sich  darauf 
beschränken,  die  steigenden  Fundamentalreihen  zu  betrachten, 
und  diese  werden  von  nun  ab  darunter  verstanden.  Eine  Funda- 
mentalreihe 5 hat  eine  Grenze,  wenn  in  der  Mannigfaltigkeit  tj 
ein  Glied  vorhanden  ist,  welches  das  erste  ist  nach  allen  Gliedern 
von  S.  Anders  ausgesprochen,  ein  Glied  x ist  die  Grenze  der 
Fundamentalreihe  5,  wenn  alle  Glieder  5 unterhalb  x liegen 
(vorhergehen)  und  wenn  jedes  allen  Gliedern  von  S nachfolgende 
(höhere)  Glied  oberhalb  von  x liegt  (ihm  nachfolgt).  Nach  dieser 
Festsetzung  nennt  man  eine  Mannigfaltigkeit  perfekt,  wenn 
alle  diese  Fundamentalreihen  Grenzen  haben  und  wenn  alle 
ihre  Glieder  Grenzen  von  Fundamentalreihen  sind. 

Man  bemerkt,  daß  jetzt  der  Begriff  der  Grenze  und  somit 
audi  der  Begriff  perfekt  auf  eine  rein  ordinale  Art  definiert 
sind  und  auf  eine  mehr  wesentliche  Art,  d.  h.  ohne  Rücksicht- 
nahme auf  irgend  ein  außerhalb  der  fraglichen  Mannigfaltig- 
keit stehendes  Element.  Doch  genügt  das  Attribut  perfekt 
noch  nicht,  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  zu  definieren:  Man  muß 
dem  nodi  die  Tatsache  hinzufügen,  daß  die  Mannigfaltigkeit 
eine  soldie  vom  Ordnungstypus  rj  enthält.  So  wird  man  zur 
folgenden  Definition  des  Ordnungstypus  0 des  linearen  Kon- 
tinuums geführt: 

„Die  Mannigfaltigkeit  0 ist  perfekt  und  enthält  eine  abzähl- 
bare Mannigfaltigkeit  E von  der  Art,  daß  es  zwischen  je  zwei 
Gliedern  von  0 mindestens  ein  Glied  von  E gibt.“ 

Diese  Definition  ist  ausreichend,  denn  es  läßt  sich  beweisen, 

y Der  Ordnungstypus  ist  der  Definition  gemäß  der  Begriff,  den 
man  durch  die  Abstraktion  erhält,  die  auf  alle  einer  und  derselben 
Mannigfaltigkeit  ähnlichen  Mannigfaltigkeiten  erstreckt  wird  oder,  dem 
Umfange  nach,  auf  die  Klasse  dieser  Mannigfaltigkeiten. 
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daß  die  durch  diese  drei  Eigenschaften  (abzahlbar  zu  sein,  in 
einer  perfekten  Mannigfaltigkeit  enthalten  zu  sein  und  ein  Glied 
zwischen  zwei  beliebigen  Gliedern  von  jener  zu  haben)  gekenn- 
zeichnete Mannigfaltigkeit  E den  Ordnungstypus  ri  besitzt. 

Man  wird  die  Analogie  dieser  Definition  des  Kontinuums 
mit  der  der  irrationalen  Zahlen  bemerken.  Diese  Analogie  läßt 
sich  noch  enger  gestalten,  indem  man  die  Zahlenstrecken  an 
Stelle  der  Fundamentalreihen  in  der  Definition  des  Kontinuums 
setzt.  Wenn  eine  Mannigfaltigkeit  E gegeben  ist,  die  nadi  dem 
Ordnungstypus  ^ geordnet,  d.  h.  abzahlbar  und  didit  ist,  so  kann 
man  in  derselben,  so  wie  in  der  Mannigfaltigkeit  der  rationalen 
Zahlen,  Zahlenstrecken  definieren.  Eine  Zahlenstrecke  wird  eine 
Gesamtheit  S sein,  die  einige,  aber  nicht  alle  Glieder  von  E 
enthält  und  die  kein  letztes  Glied  besitzt,  aber  alle  Glieder  von 
E enthält,  weldie  einem  beliebigen  Glied  von  S vorausgehen. 
Diese  Definition  ist,  wie  ersichtlidi,  rein  ordinal.  Aber  jede 
Zahlenstrecke  enthält  virtuell  eine  unendlidie  Zahl  von  Funda- 
mentalreihen, die  zur  Grenze  deren  obere  Grenze  haben.  Die 
Aussage,  daß  jede  Fundamentalreihe  eine  Grenze  hat,  heißt 
soviel,  als  jede  Zahlenstrecke  hat  eine  obere  Grenze;  und  da 
diese  obere  Grenze,  der  Voraussetzung  zufolge,  in  der  gesamten 
Mannigfaltigkeit  enthalten  sein  soll  (in  der  die  Mannigfaltigkeit  E 
sidi  eingeschlossen  findet),  so  heißt  jene  Aussage  soviel,  als  daß 
die  Mannigfaltigkeit  ähnlich  der  der  reellen  Zahlen  und  dem- 
zufolge stetig  ist. 

H.  Whitehead  hat  diese  Definition  vereinfacht,  indem  er 
sie  durch  folgende  gleichwertige  ersetzte:  „Eine  Folge  ist  stetig: 
1.  Wenn  sie  ein  erstes  und  letztes  Glied  hat  und  wenn  alle 
Zahlenstrecken  (die  oberen,  sowie  die  unteren)  eine  Grenze  be- 
sitzen; 2.  wenn  sie  eine  dichte  abzählbare  Folge  enthält  von 
der  Art,  daß  es  je  ein  Glied  in  ihr  gibt,  weldies  zwischen  zwei 
beliebigen  der  ersteren  sidi  befindet.“^) 

Um  den  Unterschied  der  beiden  Stetigkeitsdefinitionen  (der 
ordinalen  und  der  metrischen  Definition)  zu  zeigen,  genügt  es, 
einige  einfache  Beispiele  zu  analysieren.  Betrachten  wir  zunächst 
die  Mannigfaltigkeit  der  reellen  Zahlen,  die  zwischen  0 und  2 


^)  Russell  a.  a.  0.,  S.  299,  Hnm. 
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enthalten  sind;  sie  ist  durch  die  Zahlenstrecke  0 — 2 dargestellt, 
d.  h.  durch  eine  lineare  und  stetige  Punktmannigfaltigkeit  (Fig.  1), 
Zerschneiden  wir  sodann  diese  Strecke  unmittelbar  vor  dem 
Punkt  1 und  trennen  wir  die  zwei  Stücke  voneinander:  das  eine 
zusammengesetzt  aus  allen  Punkten,  die  zwischen  0 (diese  ein- 
geschlossen) und  1 (diese  ausgeschlossen)  liegen,  das  andere 
zusammengesetzt  aus  allen  Punkten  zwischen  Eins  und  Zwei 
(diese  eingesdilossen)  (Fig.  2).  Die  Mannigfaltigkeit  dieser 
beiden  Stücke  wird  im  geometrischen  Sinne  nicht  mehr  stetig 

Fig.  1.  Fig.  2. 


sein,  weil  sie  nicht  mehr  zusammenhängend  ist:  Es  ist  ein 
endlicher  Abstand  vorhanden  zwischen  dem  Punkt  1 und  einem 
beliebigen  der  (Mannigfaltigkeits-)  Punkte,  die  zu  seiner  Linken 
liegen.  Aber  im  ordinalen  Sinne  wird  sie  noch  immer  stetig 
sein,  weil  der  Punkt  1 noch  immer  die  Grenze  (im  ordinalen 
Sinne)  der  vorhergehenden  Punkte  ist,  nodi  immer  (in  der 
Mannigfaltigkeit)  der  erste  nadi  allen  Punkten  des  ersten 
Stückes.^)  Statt  Punkte,  die  wir  im  Raume  versetzen,  d.  h.  statt 
ein  geometrisch- physikalisdies  Bild  zu  betrachten,  könnten  wir 
reine  und  feste  Zahlen  betrachten:  die  Mannigfaltigkeit  der  reellen 
Zahlen  zwischen  Null  einschließlich  und  Eins  ausschließlich  und 
zwischen  Zwei  und  Drei  einschließlich  ist  im  ordinalen  Sinne  stetig, 
ohne  es  im  metrischen  Sinne  zu  sein:  denn  wenn  es  ein  end- 
liches Intervall  (>  / ) zwischen  der  Zahl  2 und  jeder  ihr  voraus- 
gehenden gibt,  so  ist  es  nicht  minder  das  erste  nadi  diesen 
und  ist  ihre  ordinale  Grenze  mit  demselben  Rechtsansprüche,  als 
der  Punkt  1 ihre  metrische  Grenze  ist.  Man  sieht  aus  diesen 
Beispielen,  was  der  wesentliche  Unterschied  zwischen  den  beiden 
Stetigkeiten  ist:  Die  ordinale  Stetigkeit  ist  eine  innere,  sie  ruht 
einzig  und  allein  auf  inneren  Beziehungen  der  Mannigfaltigkeits- 
elemente, und  berücksichtigt  nicht  die  äußeren  Elemente; 
während  die  metrische  Kontinuität  sich  auf  die  Lage  der  be- 
trachteten Mannigfaltigkeit  im  Schoße  einer  anderen  Mannig- 


y Dieses  Stück  ist  nicht  stetig,  sondern  halbstetig  in  der  Termino- 
logie von  H.  G.  Cantor,  denn  ihm  fehlt  ein  Grenzpunkt  (nämlich  /). 
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faltigkeit  bezieht,  die  stetig  ist  und  deren  Elemente  in  die 
Betrachtung  eingehen.  Die  ordinale  Stetigkeit  ist  sonach  die 
allein  ursprüngliche  und  absolute. 

Man  könnte  sich  zusammengesetzte  Mannigfaltigkeiten  in 
der  Phantasie  vorstellen,  die  stetig  im  ordinalen  Sinne  wären  und 
dabei  zugleich  unstetig  im  metrischen  Sinne.  Ein  sehr  all- 
gemeines und  sehr  einfaches  Verfahren  zur  Konstruktion  solcher 
Mannigfaltigkeiten  finde  hier  seinen  Platz.  Nehmen  wir  an,  daß 
alle  reellen  Zahlen,  die  zwischen  0 und  1 liegen,  im  binären 
System  aufgeschrieben  wären,  d.  h.  in  der  Form  der  „bimalen“ 
Zahlen,  deren  Ziffern  sämtlich  0 oder  1 sind;  so  hat  man  er- 
sichtlich ein  stetiges  Kontinuum  (sowohl  im  metrischen  wie 
ordinalen  Sinne).  Lesen  wir  jetzt  alle  diese  Zahlen  im  Dezimal- 
system (oder  irgend  einem  nicht  binären  Zahlensystem),  so  hört 
ihre  Mannigfaltigkeit  im  metrischen  Sinne  stetig  zu  sein  auf, 
weil  nun  die  Zahlenstrecke  (0—1)  andere  Dezimalzahlen  um- 
faßt (z.  B.  die,  welche  eine  Zwei  unter  ihren  Dezimalzahlen 
enthält);  aber  sie  bleibt  stetig  im  ordinalen  Sinne,  insoferne  die 
relative  Ordnung  der  Zahlen  (oder  der  entsprechenden  Punkte) 
genau  die  gleiche  geblieben  ist.^)  In  Wirklichkeit  stellt  diese 
abbildende  Transformation  eine  Verwandtschaft  vor,  die  durch 
Vermittlung  der  angegebenen  Zahlen  zwischen  zwei  Mannig- 
faltigkeiten von  Werten  oder  Punkten  hergestellt  ist,  von  denen 
die  eine  das  stetige  Intervall  (0,  1)  ausmacht,  und  von  denen 
die  andere  im  Gegenteil  nur  einen  Teil  der  Punkte  dieses  Inter- 
valls umfaßt.^)  Nichtsdestoweniger  ist  diese  ebenso  stetig  wie 
jene  vom  ordinalen  Standpunkt  aus,  weil  die  Ordnung  ihrer 
Elemente  dieselbe  ist:  Wenn  eine  Zahl  (oder  vielmehr  ein 


^)  Diese  Methode  verdankt  man  H.  Peano,  Rivista  di  Matematica, 
Bd.  II,  S.  41.  Siehe  Schönflies  Bericht  über  die  Mengenlehre.  Jahresber. 
der  Deutschen  Mathematikervereinigung.  Bd.  VIII,  Nr.  2,  S.  64,  98,  102 
(1900). 

2)  Sie  ist  sogar  nirgends  dicht  in  diesem  Intervall.  Man  hat  auf 
diese  Ärt  eine  eineindeutige  Verwandtschaft  zwischen  einem  stetigen 
(also  überall  dichten)  Kontinuum  und  einer  nirgends  dichten  Mannig- 
faltigkeit von  der  Ärt,  daß  sie  einander  ähnlich  sind.  Eine  derartige 
Verwandtschaft  ist  von  Harnack  entdeckt  worden  (Math.  Ännalen, 
Bd.  23). 
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Zahlenausdruck)  im  Zweiersystem  höher  als  eine  andere  ist,  so 
ist  sie  es  auch  im  Zehnersystem,  und  umgekehrt.^) 

Die  vorstehenden  Definitionen  des  Kontinuums  sind  keines- 
wegs anschaulich,  das  muß  man  zugeben.  Nichtsdestoweniger 
genügen  sie,  um  nicht  allein  die  Analysis,  sondern  sogar  die 
Geometrie  zu  begründen.  Dies  stellt  eine  äußerst  weittragende 
und  in  der  Philosophie  folgenschwere  Tatsache  dar,  daß  nämlich 
das  geometrische  Kontinuum  sich  auf  das  soeben  definierte 
Zahlenkontinuum  zurückführen  läßt.  Diese  Tatsache  schlägt 
endgültig  die  Lehren  aus  dem  Felde,  die  den  Begriff  des  Kon- 
tinuums als  von  der  sinnlichen  Änsdiauung  herstammend  und 
dem  Denken  widersprechend  betrachten. 

Wir  werden  in  der  Geometrie  einfacheren  und  ausdiau- 
licheren  Definitionen  des  Kontinuums  (z.  B.  der  Stetigkeit  der 
Geraden)  begegnen,  allein  diese  Definitionen  werden,  genau 
genommen,  den  vorstehenden  gleichwertig  sein,  und  ihre  ver- 
hältnismäßige Einfachheit  kommt  daher,  daß  sich  eine  bestimmte 
Zahl  von  Bedingungen  für  die  Stetigkeit  bereits  in  der  Definition 
der  Geraden  versteckt  vorfindet. 


^)  Die  Zahlen,  die  nur  eine  endliche  Anzahl  von  bimalen  Ziffern 
haben,  besitzen  zwei  Äusdrucksformen , von  denen  die  eine  nur  Nullen 
von  einer  bestimmten  Stelle  angefangen,  die  andere  nur  Einser  von 
derselben  Stelle  angefangen,  enthält.  Um  die  Verwandtschaft  einein- 
deutig  zu  machen,  empfiehlt  es  sich,  eine  dieser  Formen  zu  unterdrücken, 
z.  B.  die,  welche  eine  unendliche  Zahl  von  Einsern  enthält.  Diese  Be- 
merkung bringt  die  metrische  Unstetigkeit  der  Mannigfaltigkeit  der  ent- 
sprechenden Dezimalzahlen  zur  Evidenz:  denn  diese  Mannigfaltigkeit 
enthält  offenbar  keinen  Punkt,  der  zwischen  den  Punkten  enthalten  ist, 
die  zwei  bimalen  gleichwertigen  Äudrucksformen  entsprechen , wie  z.  B. 
Oßllll . . . und  0,1000 ...  (d.  h.  im  Dezimalsystem  zwischen  0,02  und  0,1). 


Kapitel  V. 

Der  Größenbegriff. 

Die  herkömmliche  Auffassung  der  Mathematik,  welche  bis 
zur  Mitte  des  19.  Jahrhunderts  geherrsdit  hat,  machte  aus  der 
Größe  den  wesentlichen  Gegenstand  dieser  Wissenschaft;  selbst 
die  Zahl  wurde  betrachtet  als  eine  Ärt  von  Größe,  als  diskrete 
Größe,  im  Gegensätze  zur  stetigen  Größe.  Seitdem  ist  es  ein 
allgemein  angenommenes  Dogma  geworden,  daß  die  reine  Mathe- 
matik vollständig  und  ausschließlich  auf  dem  Begriff  der  Zahl, 
ja  sogar  dem  der  ganzen  Zahl  ruht.  Allein  wir  sehen  auf  der 
einen  Seite,  daß  der  Ordnungsbegriff  ein  Objekt  der  reinen 
Mathematik  ist,  und  daß  dieser  Begriff  nicht  zurückführbar  ist 
auf  den  Zahlbegriff,  weil  dieser  (soweit  es  sich  um  Kardinal- 
zahlen handelt)  keinerlei  Berücksichtigung  der  Ordnung  enthält; 
und  auf  der  anderen  Seite,  daß  die  Zahlen,  soweit  sie  Objekte  der 
reinen  Mathematik  sind,  sich  auf  ihre  ordinalen  Eigenschaften 
zurückführen  lassen  und  selbst  das  Kontinuum,  welches  das 
charakteristische  Attribut  der  Größe  zu  sein  schien,  sich  auf  eine 
rein  ordinale  Art  definieren  läßt.  Es  scheint  sonach,  daß  das 
wesentliche  oder  hauptsächliche  Objekt  der  Mathematik  nicht 
mehr  der  Begriff  der  Größe,  noch  der  der  Zahl  sei,  sondern 
vielmehr  der  Begriff  der  Ordnung  und  daß  dieser  die  anderen 
entthront  habe,  welche  solange  den  ersten  Rang  behauptet  haben. 
Für  alle  Fälle  gibt  es  ein  sicheres  Resultat,  und  das  ist,  daß 
man  das  Kontinuum  auffassen  und  definieren  kann  ohne  irgend 
welche  Rücksichtnahme  auf  die  Größe:  und  um  diese  Unabhängig- 
keit besser  zu  kennzeichnen,  haben  wir  eben  den  Begriff  des 
Kontinuums  vor  dem  der  Größe  abgehandelt.  Nach  H.  Russell 
ist  der  Größenbegriff  unnütz  und  der  reinen  Mathematik  sogar 
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fremd,  weil  man  ihn  nicht  definieren  könne,  ohne  an  die 
Anschauung  zu  appellieren;  oder  wenigstens  könne  man  ihn 
nur  durch  Postulate  definieren,  was  die  Behauptung  der 
Existenz  des  definierten  Objekts  nicht  gestatten  würde;  diese 
Existenz  könne  nur  durch  die  Erfahrung  gegeben  werden.^) 
Zum  Verständnis  und  zur  Würdigung  dieser  widersinnig  scheinen- 
den Behauptung  empfiehlt  es  sich,  H.  Russells  Theorie  von  der 
Größe  darzulegen. 

§ A.  Die  Definition  der  Größe. 

Zunächst  ist  eine  grundlegende  Unterscheidung  zwischen 
der  Größe  und  der  Menge  (Quantität)  darzulegen.  Die  Größe 
ist  die  abstrakte  Menge,  die  Menge  die  konkrete  Größe.  Die 
erstere  ist  das,  was  man  einen  Größenzustand  nennt,  die  zweite 
ist  der  Gegenstand  selbst,  dem  man  diesen  Zustand  beilegt. 
Diese  zwei  Begriffe  werden  in  der  Sprache  und  Anwendung 
beständig  verwechselt,  ebenso  wie  im  allgemeinen  der  konkrete 
und  abstrakte  Sinn  eines  und  desselben  Ausdruchs  verwechselt 
wird.^)  Nichts  ist  nützlicher,  als  sie  sorgfältig  zu  unterscheiden; 
und  diese  Unterscheidung  hat  eine  große  theoretische  Tragweite: 
In  der  Tat  faßt  man  oft  die  Größen  auf  als  das,  was  ebensogut 
gleich  wie  ungleich  sein  kann  (es  ist  dies  sogar  eine  der  ge- 
wöhnlichen Arten,  die  Größe  zu  definieren);  allein  vom  Stand- 
punkt der  Logik  können  verschiedene  Größen  nicht  gleich 
sein;  was  man  für  gewöhnlich  gleiche  Größen  nennt,  sind 
gleiche  Mengen,  d.  h.  solche,  die  dieselbe  Größe  besitzen.  Der 
Empirismus  allein  kann  die  Annahme  zurückweisen,  daß  im 


^)  Man  könnte  glauben,  daß  dieselbe  Entgegnung  gegenüber  den 
verschiedenen  oben  definierten  Zahlengattungen  gelten  möchte.  Hllein 
dies  wäre  ein  Irrtum,  denn  die  gegebenen  Definitionen  waren  sämtlich 
Nominaldefinitionen  und  zeigten  demzufolge  unmittelbar  die  Existenz 
des  definierten  Objekts.  Wie  wir  gesehen  haben,  ist  dies  gerade  der 
Grund,  warum  H.  Russell  die  Definitionen  dieser  Art  gewählt  hat. 

2)  Die  Röte  und  ein  Rotes,  die  Länge  und  ein  Langes  (derart,  daß 
man  sagen  könnte:  die  Länge  von  etwas  Langem).  Eine  künstliche 
Sprache,  wie  das  Esperanto,  gestattet  diese  logische  Unterscheidung 
zu  machen,  die  in  den  natürlichen  Sprachen  unbekannt  ist,  weil  sie  im 
gemeinen  Gebrauch  unbekannt  ist. 
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Falle  der  Gleichheit  zweier  Objekte  diese  eine  und  dieselbe 
abstrakte  Größe  repräsentieren  und  verkörpern.  Äber  von  dem 
Äugenblid^e,  als  man  zwischen  konkreten  Mengen  eine  sym- 
metrische  und  transitive  Beziehung,  genannt  Gleichheit,  an- 
nimmt, kann  man  sie  kraft  des  Äbstraktionsprinzipes  auf 
eine  Identität  der  Beziehung  zurückführen.  Der  einzige  Aus- 
druck, auf  welchen  sonach  alle  gleichen  Mengen  sich  zurückführen 
lassen  werden,  wird  gemäß  der  Definition  ihre  gemeinsame  Größe 
sein,  und  auf  diese  Art  wird  sich  ihre  Gleichheit  auf  eine 
Identität  der  Größe  reduzieren. 

Diese  Unterscheidung  gestattet  zwischen  den  beiden  Größen- 
theorien zu  entscheiden,  welche  H.  Russell  die  relativistische  und 
absolutistische  Theorie  nennt.  In  der  relativistisdien  Theorie 
sind  die  Größen  der  zwei  Beziehungen  der  Gleichheit  und  Un- 
gleichheit fähig,  oder  genauer  der  drei  Beziehungen:  gleich  (=), 
größer  als  (>),  kleiner  als  (<C).  Diese  Theorie  benötigt  zu 
ihrer  Begründung  folgende  acht  Axiome  (>1,  A,  C seien  Größen 
derselben  Gattung): 

I.  Entweder  A = B,  oder  A'^B,  oder  AC^B  (wobei  die 
drei  Fälle  disjunkt  sind). 

II.  Es  gibt  eine  A gleiche  Größe  B,  was  immer  auch  A 
sein  mag. 

III.  Wenn  A — B,  so  hat  man:  B = A. 

IV.  Wenn  A = B und  B=C,  so:  A = C, 

V.  Wenn  >1>A,  so:  A<>1. 

VI.  Wenn  A'y>  B und  B'^C,  so  hat  man:  A'^  C. 

VII.  Wenn  A>A  und  A=C,  so:  AyC. 

VIII.  Wenn  ^ = A und  A>  C,  so:  ^>C. 

Aus  diesen  Axiomen  läßt  sich  ableiten,  daß  eine  Größe 
immer  einer  gleichen  Größe  substituiert  werden  kann,  in  einer 
Gleichung  oder  einer  einfachen  Ungleichung^),  und  daß  A = A für 
irgend  welche  Größe  A gilt.  Dies  läßt  schon  vorweg  nehmen, 

^)  Bekanntlich  war  diese  Eigentümlichkeit  (Substitutionsmöglichkeit) 
für  Leibniz  die  Definition  der  logischen  Gleichheit  oder  Identität:  „Eadem 
sunt,  quorum  unum  in  alterius  locum  substitui  potest  salva  veritate“ 
(Phil.  Schriften,  Bd.  Vll,  S. 219).  Äber  das  Prinzip  der  Substitution 
des  Gleichwertigen  ist  ebenso  sehr  ein  logisches  wie  ein  mathematisches 
Äxiom  (vgl.  S.  12,  Änm.  1 und  S.  113,  Hnm.  1). 
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daß  die  Größcngleichheit  in  Wirklichkeit  nur  eine  Identität  ist, 
und  das  ist  es,  was  das  Abstraktionsprinzip  zu  behaupten 
gestattet.  Der  gesunde  Menschenverstand  bestätigt  diesen  Schluß: 
Es  ist  anzunehmen  vernünftig,  daß  die  gleichen  Größen  irgend 
etwas  mehr  gemein  haben  als  die  übrigen  Größen  derselben 
Gattung,  die  ihnen  nicht  gleich  sind;  und  es  ist  widersinnig 
anzunehmen,  daß  sich  zwei  gleiche  Größen  von  zwei  ungleichen 
Größen  nur  durch  die  Tatsache  selbst  der  sie  verbindenden 
außerwesentlichen  Beziehung  unterscheiden:  die  Gleichheit  für  die 
ersteren,  die  Ungleichheit  für  die  letzteren.  Leibniz  hätte  ge- 
sagt, daß  dies  dem  Prinzip  des  zureichenden  Grundes  entgegen 
sei,  welchem  zufolge  alle  Beziehungen  eines  Objektes  ihre  Grund- 
lage in  den  wesentlichen  Eigenschaften  haben  müssen.  Allein 
dieses  Prinzip  des  zureichenden  Grundes  ist  zu  allgemein  und 
zu  unbestimmt  und  wird  mit  Vorteil  durch  das  Abstraktions- 
prinzip ersetzt.^) 

Die  absolutistische  Theorie  muß  somit  vorgezogen  werden 
und  zwar  um  so  mehr,  als  man  sehen  wird,  daß  sie  auf  viel 
einfacheren  Grundsätzen  ruht  und  eine  bemerkenswerte  Ökonomie 
der  Postulate  erzielt.  In  dieser  Theorie,  wiederholen  wir,  können 
zwei  Größen  nidit  gleich  sein,  oder  also  sie  sind  identisch 
(dieser  Satz  ist  vollständig  konform  dem  analogen  Satze  der 
Arithmetik,  welchem  zufolge  es  keine  gleichen  Zahlen  wohl  aber 
dieselbe  Zahl,  verkörpert  in  verschiedenen  Anzahlen^),  gibt). 
Infolgedessen  sind  zwei  verschiedene  Größen  notwendigerweise 
ungleich;  und  diese  Beziehung  der  Ungleichheit  dient  zur  Kenn- 
zeichnung der  Größen  einer  und  derselben  Gattung:  Zwei 
Größen  sind  von  derselben  Gattung,  wenn  die  eine  größer 
oder  kleiner  als  die  andere  genannt  werden  kann.  Die  Zahl 
der  zur  Begründung  dieser  Theorie  notwendigen  Axiome  ist 
bloß  vier,  und  zwar: 


Kraft  dieses  Prinzips  ist  die  Größe  (vom  Gesichtspunkt  des  Um- 
fangs aus)  eine  Klasse  gleicher  Mengen,  und  (vom  Gesichtspunkt  des 
Inhalts  aus)  der  allen  diesen  Mengen  gemeinsame  Zustand  (ihre  gemein- 
same Besdiaffenheit). 

2)  Vgl.  H öl  der.  Die  Axiome  der  Quantität  und  die  Lehre  vom  Maß, 
S.  4,  Hnm.  1 ; Berichte  der  kgl.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Leipzig,  math.-phys.  Klasse,  Bd.  53  (1901). 
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I.  Keine  Größe  ist  größer  oder  kleiner  als  sie  selbst. 

II.  Von  zwei  (verschiedenen)  Größen  A,  B ist  entweder 
AyB,  oder 

III.  Wenn  A>B,  so:  BC^A. 

IV.  Wenn  und  ß>  C,  so:  Ay  C. 

Man  sieht,  woran  die  größere  Einfachheit  dieses  Systems 
hängt:  daran,  daß  die  auf  die  Gleichheit  bezüglichen  Axiome 
aus  demselben  ausgeschieden  sind,  und  das  begreift  sich,  weil  in 
dieser  Theorie  der  Gleichheit  keine  ursprüngliche  und  undefinier- 
bare Beziehung  auftritt,  sondern  einfach  die  logische  Gleichheit 
oder  Identität.^)  Was  den  einzigen  undefinierbaren  Begriff  dieser 
Theorie  betrifft,  so  wird  dieser  mittelbar  durch  seine  Eigen- 
schaften definiert;  er  ist  eine  asymmetrische  transitive  Beziehung 
(kraft  der  Axiome  III  und  IV). 

Wir  haben  im  Vorübergehen  definiert,  was  man  eine 
Gattung  von  Größen  nennt,  indem  wir  sagten,  daß  zwei 
Größen  von  gleicher  Gattung  sind,  wenn  eine  größer  ist  als 
die  andere.  Es  liegt  hierin  eine  Definition  mittels  Abstraktion, 
die  unzureichend  ist.  Aber  immerhin  muß  kraft  des  Abstraktions- 
prinzips ein  gemeinsames  Glied  vorhanden  sein,  auf  welches 
alle  Größen  einer  und  derselben  Gattung  zurückgeführt  werden, 
und  ihre  Beziehung  zu  diesem  Gliede  ist  es,  welche  zu  sagen 
gestattet,  daß  sie  dieser  speziellen  Gattung  zugehören.  Darin 
liegt  ein  neues  Axiom  der  vorliegenden  Theorie.  Die  Be- 
ziehung einer  besonderen  Größe  zu  ihrer  Gattung  ist  die  Be- 
ziehung eines  Individuums  zu  einer  Klasse,  der  sie  angehört, 
oder  (dem  Inhalte  nach)  zu  dem  Begriff,  unter  welchen  man  sie 
unterordnen  kann.^)  Alle  Größengattungen  ihrerseits  lassen  sich 
unterordnen  unter  den  allgemeinen  Begriff  der  Größe  und  sind 
die  Individuen  der  Klasse  Größe.  Diese  ist  sonach  eine  Klasse 


^)  Dies  rechtfertigt  die  Anwendung  desselben  Zeichens  (=)  für  die 
beiden  Gleichheiten.  Vgl.  S.  52,  Anm.  1. 

2)  In  diesem  Sinne  muß  man  die  Redewendungen  ausdeuten,  wie: 
die  Größe  eines  Vergnügens.  Es  gibt  hier  nicht  zwei  Objekte,  ein 
Vergnügen  und  eine  Größe,  sondern  ein  einziges  Objekt,  d.  h.  ein  Ver- 
gnügen, welches  eine  Größe  von  der  Gattung  Vergnügen  ist  (Russell 
a.  a.  0.,  § 163). 


Der  Größenbegriff.  109 

zweiter  Ordnung  (eine  Klasse  von  Klassen)  im  Verhältnis  zu  den 
speziellen  Größen. 

Es  erübrigt  ein  letztes  Axiom  zu  formulieren,  welches  man 
das  auf  Größen  angewendete  Prinzip  des  Ununtersdieid- 
baren  nennen  kann.  Es  läßt  sich  etwa  so  aussprechen:  „Zwei 
(versdiiedene)  Größen  derselben  Gattung  können  nicht  in  den- 
selben Beziehungen  zwischen  denselben  Gliedern  zusammen  auf- 
treten.“  Mit  anderen  Worten,  weil  die  im  Raum  und  in  der 
Zeit  konkretisierten  Größen  Mengen  heißen,  so  kann  die- 
selbe Menge  nidit  zwei  verschiedenen  Größen  der  gleichen 
Gattung  entsprechen;  oder  auch,  die  Beziehung  einer  Menge  zu 
einer  entsprechenden  Größe  ist  eindeutig:  jede  Menge  be- 
stimmt auf  eine  eindeutige  Art  die  entsprechende  Größe,  und 
das  ist  verständlich,  weil  diese  Größe  mittelst  Abstraktion  von 
dieser  Menge  abgeleitet  ist. 

Die  eben  dargelegte  Theorie  ist  von  großer  Allgemeinheit: 
sie  gilt  für  alle  Größengattungen,  ebensowohl  für  intensive  wie 
extensive  Größen,  gerade  infolge  der  Tatsache,  daß  sie  zwischen 
den  Größen  derselben  Gattung  nur  eine  einzige  Beziehung  ent- 
hält, nämlich  die  der  Ungleidiheit.  Doch  ist  man,  wie  H.  Russell 
bemerkt,  gewohnt,  die  Größen  als  durch  zwei  Eigenschaften  ge- 
kennzeichnet zu  betraditen:  durch  die  Ungleichheit  einerseits  und 
die  Teilbarkeit  andererseits.  Von  diesen  zwei  Eigenschaften  ist 
die  Ungleichheit  die  allgemeinere,  da  das,  was  die  intensiven 
Größen  von  den  extensiven  unterscheidet,  gerade  das  ist,  daß 
zwischen  ihnen  Beziehungen  der  Ungleichheit  bestehen,  ohne 
daß  sie  teilbar  sind,  resp.  ohne  daß  die  größeren  als  die  kleineren 
enthaltend,  oder  als  durch  Addition  aus  den  kleineren  zusammen- 
gesetzt aufgefaßt  werden  können.  (Man  denke  beispielsweise  an 
die  Temperaturgrade).')  Man  könnte  also  die  intensiven  Größen 
als  diejenigen  definieren,  welche  der  Ungleichheit,  aber  nicht  der 
Addition  fähig  sind;  und  die  extensiven  Größen  als  die,  welche 


1)  Streng  genommen  muß  man  mit  H.  Russell  sagen  (a.  a.  O.,  § 162), 
daß  keine  Größe  teilbar  ist:  jede  Größe  ist  ein  einheitliches  Ganzes. 
Wenn  man  sagt,  daß  eine  Größe  teilbar  sei,  so  will  man  damit  ihre 
Gleichheit  mit  einer  Summe  mehrerer  Größen  derselben  Gattung  aus- 
sprechen. Die  Teilbarkeit  kommt  sonach  im  Grunde  auf  die  „Addier- 
barkeit“ hinaus. 
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gleichzeitig  der  Ungleichheit  und  Äddition  fähig  sind.  Aber 
während  bei  den  intensiven  Größen  die  Ungleichheitsbeziehung 
notwendigerweise  als  undefinierbar  angenommen  wird,  läßt  sie 
sidi  bei  den  extensiven  Größen  mittelst  der  Addition  definieren. 
Man  kann  sonadi  eine  unterschiedene  und  besondere  Theorie 
für  die  extensiven  Größen  hersteilen,  welche  die  speziellen 
mathematischen  Größen  sind.  Diese  Theorie  wollen  wir  nun- 
mehr entwickeln.^) 

§ B.  Theorie  der  extensiven  Größen. 

Man  betrachtet  eine  Klasse  ö und  eine  Operation,  welche  über 
zwei  Elemente  dieser  Klasse  erstreckt  wieder  ein  Element  derselben 
Klasse  liefert  (identisch  oder  nicht  identisch  mit  einem  der  beiden 
ersteren).  Um  diesen  Begriff  der  Operation  zu  erhellen,  genügt 
es  zu  sagen,  daß  eine  zweigliedrige  Operation  (wie  die  hier 
in  Frage  stehende)  eine  dreigliedrige  Beziehung  ist,  welche  zwei 
Elementen  der  Klasse  ein  solches  derselben  Klasse  entsprechen 
madit.  Richtig  auf  gef  aßt  ist  dieses  letztere  Element,  das  sog.  Re- 
sultat der  Operation,  auf  eine  eindeutige  Art  bestimmt,  d.  h. 
es  ist  einzig  für  jedes  Paar  von  gegebenen  Elementen.  Man 
sagt  dann,  daß  die  Klasse  G eine  homogene  Klasse  ist  bezüg- 
lich der  betrachteten  Operation.  Wir  könnten  fortfahren,  über 
diese  Operation  und  ihre  formalen  Eigenschaften  in  abstracto 
zu  spekulieren,  indem  wir  sie  durch  ein  besonderes  Zeichen 
darstellend);  aber  durch  Vereinfachung  des  sdiriftlichen  Aus- 
drucks und  zur  Erleichterung  der  Lesart  werden  wir  diese 
Operation  Addition  nennen,  ihr  Ergebnis  Summe,  und  die 
Summe  zweier  Größen  a und  b durch  das  bekannte  Zeichen 
a-\-b  darstellen.  Nur  darf  man  nicht  vergessen,  daß  es  sich 


1)  Nach  den  Arbeiten  des  H.  Burali-Forti,  Formulaire  de  Mathe- 
matiques,  Bd.  1,  Kap.  IV:  Theorie  der  Größen  (1895)  [Zu  bemerken  ist, 
daß  diese  Theorie  in  den  früheren  Ausgaben  des  Handbuches  fehlt];  die 
formalen  Eigenschaften  der  algebraischen  Operationen,  Revue  de  Mathe- 
matiques,  Bd.  VI,  S.  141—177  (1900);  Sulla  Teoria  generale  delle  Gran- 
dezze  e dei  Numeri,  Atti  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino, 
Bd.  XXXIX  (1904). 

2)  Wie  es  H.  Burali-Forti  macht  in  der  letzten  der  zitierten  Arbeiten, 
der  wir  im  übrigen  in  dieser  Darstellung  folgen. 
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um  Größen  und  nidit  um  Zahlen  handelt  und  daß  die  Opera- 
tion +»  '^ohl  untersdiieden  von  der  arithmetischen  Äddition, 
allein  durdi  die  formalen  Eigenschaften  definiert  wird,  die  wir 
ausspredien  werden.  Unsere  Darstellung  wird  durch  diese  Art 
an  Klarheit  gewinnen,  was  sie  an  Allgemeinheit  und  theoreti- 
scher Reinheit  einbüßen  wird. 

Man  kann  den  Sinn  und  Gebrauch  des  Zeichens  + aus- 
dehnen, indem  man  es  nicht  nur  für  die  Individuen  oder  Elemente, 
sondern  auch  für  die  Klassen  gelten  läßt.  Seien  «,  v zwei 
Klassen  der  Größe  G;  (« + v)  wird  die  Klasse  der  Größen 
darstellen,  die  man  erhält  durdh  die  Addition  einer  beliebigen 
der  Größen  u und  einer  beliebigen  v;  im  besonderen  wird,  wenn 
a eine  individuelle  Größe  ist,  die  Gesamtheit  der  Summen 

von  a und  der  verschiedenen  Größen  v bezeichnen;  und 
die  Gesamtheit  der  verschiedenen  Größen  u und  des  a.  Über- 
dies darf  man  bis  zum  Erweis  des  Gegenteils  annehmen,  daß 
die  „Summanden“  eine  bestimmte  Ordnung  besitzen  und  nidit 
vertausdit  werden  können;  mit  anderen  Worten,  daß  die  Summe 
von  a und  b ungleich  (nicht  identisch)  sein  kann  der  Summe 
von  b und  a.  Dies  ist  evident,  insofern  die  formale  Un- 
bestimmtheit der  in  Rede  stehenden  Operation,  die  nicht  sym- 
metrisch zu  sein  braucht,  gegeben  ist. 

Man  definiert  also  in  der  Klasse  G das  Element  Null 
(oder  die  Elemente  Null)  in  Beziehung  auf  die  Operation 
wir  werden  sie  durch  0 darstellen  (in  Analogie  mit  der  Zahl  0, 
von  der  die  Größe  Null  niditsdestoweniger  unterschieden  ist). 
Hier  ist  die  Definition: 

0=Gn\X3(y6G-D-x-^y==y).  Df. 

„Null  ist  eine  Größe  x von  der  Art,  daß  die  Summe  von  x 
und  einer  beliebigen  Größe  y gleich  y ist.“  Sie  ist,  wie  man 
sagt,  der  Modul  der  Addition.  Es  empfiehlt  sich  zu  bemerken, 
daß  diese  Definition,  wie  alle  Definitionen,  weder  die  Existenz 
noch  die  Einzigkeit  des  definierten  Objekts  enthält.  Diese 
Existenz  und  diese  Einzigkeit  müßten  der  Gegenstand  beson- 
derer Sätze  (Postulate  oder  Lehrsätze)  sein.  Für  den  Augenblick 
wird  0 definiert  als  eine  Klasse,  welche  Null  (leer)  sein  kann, 
oder  welche  mehrere  Elemente  enthalten  kann. 
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Man  definiert  hierauf  die  Beziehung  der  Ungleichheit 
zwischen  den  Größen  der  Klasse  G und  zwar,  wie  wir  es  an- 
gezeigt haben,  mit  Hilfe  der  Äddition.  Genauer,  man  definiert 
mit  einem  Schlag  die  Klasse  der  Elemente,  die  kleiner  als  ein 
gegebenes  Element  a sind,  und  die  man  durch  6a  darstellt 
(„kleiner  als  n“): 

aeQ^o-9a~ör\x3[asx-\-(Q~0)‘K_j>ae(G‘0)-{-x]. 

„Wenn  a eine  Größe  der  Klasse  G ist,  so  bedeutet  6 a die 
Gesamtheit  der  Größen  x der  Klasse  G von  der  Art,  daß  a die 
Summe  ist  von  x und  einer  Größe  G,  die  nicht  Null  ist.“^) 
Sowie  der  Summenbegriff  läßt  sich  der  Begriff  des  „kleiner 
als“  von  einem  Individuum  auf  eine  beliebige  Klasse  aus- 
dehnen. Sei  ü eine  Klasse  der  Größen  G:  6u  wird  dann  alle 
die  Klassen  der  Größen  darstellen,  welche  kleiner  sind  als  irgend 
eine  der  Größen  u.  Sowie  alle  übrigen  Definitionen  ist  auch  diese 
einer  formalen  Ausdrucksweise  fähig: 

u 6 C/s’  G-o-6u  = x3l3  ur^y3(x6  6y)].  Df. 

„Wenn  u eine  Klasse  von  G ist,  so  ist  6u  die  Gesamtheit 
der  X,  die  kleiner  sind  als  irgend  ein  Element  y der  Klasse 

Wohlverstanden,  die  Relation  6 wird  nur  durch  den  Bezug 
auf  die  durch  4-  bezeichnete  Operation  und  in  der  Klasse  G 
definiert.  Wenn  die  Klasse  G die  der  reellen  positiven  Zahlen 
ist,  und  wenn  die  Operation  -f-  ihre  Addition  bezeichnet,  so  be- 
zeichnet 6x  die  Zahlen  kleiner  als  x.  Aber  wenn  die  Klasse  G 
die  der  ganzen  Zahlen  ist,  und  wenn  die  Operation  x die 
Multiplikation  ist,  so  wird  6x  die  Teiler  von  x darstellen;  und 
wenn  die  Operation  endlich  die  Division  ist,  dann  wird 
6x  die  Vielfachen  von  x bezeichnen.  Das  zeigt  die  formale 


Diese  Summe  darf  in  einem  beliebigen  Sinne  ausgedehnt  wer- 
den, wenn  er  nur  nicht  das  Kommutationsgesetz  involviert.  Diese 
Formel  ist  in  der  Folge  durch  H.  Burali-Forti  selbst  verbessert  worden 
nach  H.  Huntington:  Ä complete  set  of  postulates  for  the  theorg  of 
absolute  continuous  magnitude,  Transactions  of  the  Ämerican  Mathe- 
matical  Society  (1902). 

2)  Es  ist  unnütz  zu  spezifizieren,  daß  diese  xG's  sind,  denn  diese 
Bedingung  ist  in  der  Definition  des  6 enthalten  und  demzufolge  in  dem 
Satze  xbQu,  verbunden  mit  dem  Vordersätze:  uo  G, 
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Allgemeinheit  dieser  Definition,  welche  man  über  der  Besonder- 
heit unserer  Zeichen  niemals  vergessen  darf. 

Endlich  definiert  man  eine  begrenzte  Klasse  von  Größen  ö 
auf  die  folgende  Art: 

Cls  lirrf  G ==  Cls’  Gn\U3[^u-3  G- Qu],  Df. 

„Eine  begrenzte  Klasse  von  G ist  eine  Klasse  von  G,  u, 
derart,  daß  es  welche  u gibt  und  daß  Größen  G existieren, 
die  nicht  kleiner  sind  als  ein  beliebiges  u.“  Sobald  man  be- 
wiesen hat,  daß  „nicht  kleiner  als“  gleichwertig  ist  mit 
„größer  oder  gleich  a“,  wird  man  sagen  können,  daß  eine  be- 
grenzte Klasse  von  G eine  Klasse  ist,  die  nicht  Null  und  von 
der  Art  ist,  daß  es  Größen  G gibt,  welche  gleich  oder  größer 
sind  als  ein  beliebiges  u. 

Nach  dieser  Festsetzung  definiert  man  folgendermaßen  den 
Größenbegriff  oder  genauer  den  Begriff  einer  Größengattung: 

Eine  Größengattung  ist  eine  homogene  Klasse  in  bezug 
auf  eine  gewisse  Operation  -|- , welche  überdies  die  folgenden  acht 
Postulate  befriedigt: 

I.  x,y,ZB  G-x-^z  = y-[- z^d^  y ;^-x  = y 
„Wenn  man  zwischen  Größen  G die  Gleichheit  hat: 
x-\- z = y-\- z,  so  hat  man  auch  die  Gleichheit: 

ii.  30 

„Es  gibt  (zum  mindesten)  eine  Größe  Null  (von  der 
Gattung  G).“ 

III.  3^-0 

„Es  gibt  (zum  mindesten)  eine  von  0 verschiedene 
Größe  G.“^) 


^)  Die  umgekehrte  Äbhängigkeitsbeziehung:  x = y-o-x-\-z^y-\-z 
ist  in  der  Definition  der  Operation  -j-  als  eineindeutiger  Operation 
bereits  enthalten.  Man  sieht  somit,  daß  das  vorgebliche  Äxiom : „Gleiches 
zu  Gleichem  addiert  gibt  Gleiches“,  in  Wirklichkeit  einen  Teil  der  Defini- 
tion der  Addition  und  infolgedessen  der  Größendefinition  selbst  aus- 
macht. 

2)  Man  wird  bemerken,  daß  die  Postulate  II  und  III  Existential- 
postulate  sind.  Ein  Gleiches  gilt  von  den  Postulaten  VII  und  VIII. 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik.  8 
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IV.  xeö-'O-yeG-jj^y-x-^-yeG-O 

„Die  Summe  der  beiden  Größen,  von  denen  eine  nicht 
Null  ist,  ist  ebenfalls  eine  Größe  nidit  Null.“^) 

V.  x,y,zeG-3x,y,z-^  + (y  + ^)  = {x+y)  + z 

„Was  immer  auch  die  Größen  x,  y,  z der  Gattung  G 
sein  mögen,  das  Ässoziationsgesetz  der  Äddition  ist  be- 
friedigt.“ 

VI.  x,y€G-Dx^y:x=y>y^»xs9y-Kjy£0x 

„Was  immer  audi  die  Größen  x,  y der  Gattung  G sein 
mögen,  so  ist  x gleich  y,  oder  aber  x kleiner  als  y, 
oder  endlich  y kleiner  als  x.“^) 

VII.  xeG-0*d^-36X’0 

„Wenn  die  Größe  x nicht  Null  ist,  so  gibt  es  eine 
Größe  G,  die  kleiner  als  x und  nicht  Null  ist,“  mit 
anderen  Worten,  es  gibt  unter  den  Größen,  die  nicht 
Null  sind,  keine  Minimalgröße. 

VIII.  ü e Cls lim'  G-o^^-^G r^X3(6x  = 6ü) 

„Wenn  u eine  begrenzte  Klasse  von  G ist,  gibt  es  eine 
Größe  X von  der  Art,  daß  9x  — 0ü,  d.  h.  daß  die  Ge- 
samtheit der  kleineren  Größen  als  x gleich  (identisch) 
ist  der  Gesamtheit  der  Größen,  die  kleiner  als  irgend 
ein  ü sind.“  Dieses  letzte  Postulat  bejaht  die  Existenz 
einer  oberen  Grenze  x für  jede  begrenzte  Klasse  von 
Größen  G (und  infolgedessen  audi  die  Existenz  einer 
unteren  Grenze  für  jede  Klasse  von  Größen  G,  die  nidit 
Null  sind).  Wie  wir  bereits  wissen,  ist  dieses  Postulat 
gleichwertig  mit  der  Behauptung  der  Stetigkeit  der 
Mannigfaltigkeit  der  Größen  G.^) 

1)  Woraus  durch  Kontraposition:  Die  Summe  zweier  Größen  ist 
nur  dann  Null,  wenn  jede  dieser  Größen  Null  ist. 

2)  Man  bemerkt,  daß  das  Kommutationsgesetz  der  Äddition  in  der 
Reihe  der  Postulate  nicht  erscheint;  es  kann  von  diesen  abgeleitet  wer- 
den. Diese  Vervollkommnung  verdankt  man  Hölder  a.  a.  0. 

3)  Diese  Formel  ist  von  H.  Burali-Forti  (Huntington  a.  a.  0.) 
verbessert  worden  zwecks  Unabhängigkeit  der  Äxiome  voneinander. 

Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß  die  Stetigkeit  eine  Eigenschaft 
ist,  die  nicht  einer  besonderen  Größe,  sondern  einer  Größenmannigfaltig- 
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Es  läßt  sich  zeigen,  daß  diese  acht  Postulate  absolut  unab- 
hängig voneinander  sind,  d.  h.  daß  keines  von  ihnen  eine  logische 
Konsequenz  der  anderen  ist,  oder  daß  jedes  von  ihnen  falsch 
sein  kann,  auch  wenn  alle  anderen  wahr  sind,  und  dies  ist  die 
vollkommenste  Form  eines  Systems  von  Postulaten. 

Man  hat  gesehen,  daß  das  Postulat  II  die  Existenz  einer 
Nullgröße  behauptet.  Mittels  des  Postulates  I läßt  sich  leicht 
zeigen,  daß  diese  Nullgröße  einzig  ist.  Dann,  aber  nur  dann 
kann  man  von  der  Größe  Null  als  einem  Individuum  sprechen. 

Aus  der  Gesamtheit  der  acht  aufgeführten  Postulate  lassen 
sich  alle  Eigenschaften  einer  Klasse  von  absoluten  Größen,  die 
Null  eingeschlossen,  ableiten.^)  Man  definiert  die  Ungleichheit 
(als  Beziehung  zweier  Größen)  auf  folgende  Art: 

x,y  s G*o\x<^y-  — XBOy  Df. 

d.  h.  kraft  der  Definition  von  0: 

x,yeö-d:x<^y»  = -y  = x-\-(Q-0)-Ku-(G-0)-\-x. 

„Die  Aussage:  x ist  kleiner  als  y heißt,  daß  y die  Summe 
von  X und  einer  Größe  ist,  die  nicht  Null  ist.“  Man  setzt 
natürlich 

x,yBG-d-.x>y-  = -y<ix.  Df. 

„Die  Aussage  x ist  größer  als  y heißt  soviel,  als  y ist 
kleiner  als  x“ 

Man  beweist  sodann,  daß  die  Beziehung  transitiv  ist,  d.  h.: 

x,y,zsQ-3-.x<y-y<iz-o-x<iz 

keit  zukommt.  Wenn  man  sagt,  eine  einzelne  Größe  ist  stetig,  so  will 
man  sagen,  daß  sie  einer  stetigen  Mannigfaltigkeit  angehört  oder  zum 
mindesten,  daß  die  Größen  derselben  Gattung,  die  kleiner  als  sie  selbst 
sind,  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  bilden. 

Die  sechs  Postulate  von  H.  Huntington  (a.  a.  0.)  gelten  nur 
für  ein  System  von  absoluten,  von  Null  verschiedenen  Größen, 
derart,  daß  man  ihm  nachher  die  Größe  Null  zu  adjungieren  genötigt 
ist.  In  seiner  Abhandlung:  Les  proprictes  formelles  .. . (wie  auch  in  dem 
Formulaire,  Bd.  I)  hat  H.  Burali-Forti  sich  die  Mühe  gegeben,  für 
jeden  Lehrsatz  die  Postulate  anzugeben,  von  denen  er  abhängt,  was 
auf  einen  Blick  die  deduktive  Tragweite  jedes  Postulats  festzustellen 
gestattet. 
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und  daß  eine  vollständige  Disjunktion  besteht  zwischen  den  drei 
Möglichkeiten  : 

x=y,  xc^y,  x^y. 

Endlich  definiert  man  den  Unterschied  zweier  Größen 
folgendermaßen: 

a^b-D-a-b=Gr^xs{b-\-x  = ä).  Df. 

„Wenn  a gleich  oder  größer  als  b ist,  so  ist  der  Unterschied 
(a-b)  eine  Größe  x,  sobald  b-{-  x = a;''  und  man  beweist,  daß 
die  so  definierte  Größe  existiert  und  einzig  ist. 

In  dieser  Größentheorie  hat  man  sich  bis  hierher  nicht  auf 
den  Zahlbegriff  berufen.  Dieser  Begriff  wird  notwendigerweise 
erst  eingeführt,  sobald  man  die  Vielfachen  einer  und  derselben 
Größe  betrachtet.  H.  Burali-Forti  verwendet  sogar  die  viel- 
fachen Größen  zur  Gewinnung  einer  Nomin aldefinition  der 
ganzen  Zahlen.  Er  definiert  die  Vielfachen  einer  und  derselben 
Größe  als  die  durch  sukzessive  Hinzufügung  dieser  Größe  zu 
sich  selbst  erhaltenen  Summen.  Diese  Nominaldefinition  enthält 
zwar  den  Zahlbegriff  nicht  in  sich,  wohl  aber  das  Gesetz  der 
vollständigen  Induktion.  Hierauf  definiert  er  die  ganzen  Zahlen 
als  die  Rechnungsarten,  durch  welche  man  die  Vielfachen 
einer  gegebenen  Größe,  ausgehend  von  dieser  Größe,  gewinnt.^) 
Wir  übernehmen  diese  Definition  nicht,  obwohl  sie  logisch 
korrekt  ist,  da  sie  uns  weit  hergeholt  und  unnötigerweise  kom- 
pliziert erscheint.  In  der  Tat  läßt  sie  den  Zahlbegriff  aus  dem 
Größenbegriff  erfließen,  so  daß  man,  wie  man  gesehen  hat,  eine 
No  min  aldefinition  der  Zahl  unabhängig  von  dem  Größenbegriff 
gewinnen  kann.  Überdies  erfordert  sie  einen  Beweis  dafür,  daß 


Das  Postulat  VI  spricht  diese  drei  Möglichkeiten  aus,  aber  bejaht 
nicht,  daß  sie  disjunkt,  d.  h.  einander  ausschließend  sind. 

2)  Siehe  seine  (schon  zitierte)  Äbhandlung:  Les  proprietes  formelles 
des  operations  algebriques  und  seine  Äbhandlung:  Sur  les  diverses 
definitions  du  nombre  entier,  Bibi,  du  Congres  de  Philosophie,  Bd.  III, 
Eine  analoge  auf  die  Betrachtung  der  Größen  gegründete  Theorie  der 
Zahlen  findet  sich  schon  bei  Bett azzi,  Teoria  delle  Grandezze,  einer  von 
der  Äccademia  dei  Lincei  (Pisa,  1890)  preisgekrönten  Ärbeit.  Diese 
Ärbeit  enthält  übrigens  im  Änhang  eine  analytische  Theorie  der  Zahl, 
die  unabhängig  vom  Größenbegriff  ist. 
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die  Gesamtheit  der  so  definierten  Operationen  dieselbe  ist  für 
alle  Folgen  von  vielfachen  Größen  (derselben  oder  verschiedener 
Gattung),  da  man  sonst  so  viele  Zahlensysteme  hätte  als  es  ver- 
schiedene Größen  gibt,  und  nicht  die  einzige  Gesamtheit  der 
ganzen  Zahlen.  Endlich  gestattet  diese  Definition  nicht,  die 
Existenz  der  so  definierten  Zahlen  darzulegen,  solange,  wie 
weiter  unten  ausgeführt  wird,  die  Existenz  der  Größen  selbst 
logisch  nicht  dargelegt  wird,  oder  nur  mit  Hilfe  der  Zahlen  selbst 
dargelegt  werden  kann.  Die  von  uns  (nach  H.  Russell)  ge- 
gebene Nominaldefinition  der  ganzen  Zahlen  gestattet  dagegen, 
ihre  Existenz  darzulegen.  Äus  all  diesen  Gründen  können  wir 
den  Zahlbegriff  als  unabhängig  von  dem  der  Größe  annehmen 
und  die  Zahlen  ohne  Skrupel  in  die  Theorie  der  Größen  ein- 
führen.^) 

Wir  werden  somit  direkt  die  Vielfachen  einer  und  derselben 
Größe  a definieren,  indem  wir  sagen,  daß  sie  die  Summen  von 
1,2,3....  n . . . dem  a gleichen  Mengen  sind.^)  Strenger 
werden  wir  das  nfe- Vielfache  (das  n-fache)  von  a mittels  voll- 
ständiger Induktion  definieren,  indem  wir  setzen: 

la  — a,  (n-[-  l)a~na-\-a. 

Diese  beiden  Formeln  genügen  zur  Definition  des  Aus- 
drucks na  für  alle  ganzen  Werte  von  n,  d.  h.  für  die  Unend- 


^)  übrigens  hat  H.  Burali-Forti  selbst  in  seiner  Abhandlung  Le 
classi  finite  (Ätti  dell’  Accademia  delle  Science  di  Torino  1896)  gezeigt, 
daß  man  die  ganzen  (Kardinal-)  Zahlen  ohne  Berufung  auf  die  Begriffe 
der  Größe  oder  Ordnung  bloß  mit  Hilfe  der  Begriffe  von  Klasse  und 
Verwandtschaft  definieren  kann  (wie  in  der  im  vorausgehenden  dar- 
gelegten Theorie).  Richtig  ist,  daß  er  auf  diese  Art  nur  eine  Definition 
mittels  Abstraktion  und  nicht  eine  Nominaldefinition  erhält. 

2)  Wir  sagen  „gleiche  Mengen“,  denn  es  gibt  in  unserer  Theorie 
keine  „gleichen  Größen“,  da  jede  Größe  einzig  ist.  Genauer  ausgedrückt: 
Die  doppelte  Größe  einer  anderen  ist  die  Größe  der  Menge,  die  man 
durch  Addition  zweier  dieser  gleicher  Mengen  erhält.  So  wie  die  Addition 
der  Zahlen  durch  die  Definition  der  entsprechenden  Klassen  definiert  wird, 
wird  die  Addition  der  Größen  (und  infolgedessen  ihre  Multiplikation  mit 
Zahlen)  mittels  der  Addition  der  entsprechenden  Mengen  definiert.  Das 
erklärt,  wieso  eine  Größe  mit  einer  anderen  multipliziert  werden  kann 
und  nichtsdestoweniger  unteilbar  ist,  wie  wir  mit  H.  Russell  (s.  Russell, 
a.  a.  O.,  § 166,  S.  178)  behaupten. 
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lichkeit  der  ganzen  Zahlen.^)  Dieser  Ausdruck  ist  eigentlich  kein 
Produkt,  denn  er  ist  nidit  homogen:  a ist  eine  Größe,  während 
n eine  Zahl  ist,  ein  „Koeffizient“,  der  anzeigt,  wie  viele  a gleiche 
Mengen  addiert  werden  sollen.  Mit  einem  Worte,  der  Äus- 
drudc  ist  eine  abgekürzte  Summe. 

Wir  können  die  Rechnungsarten  mit  den  ganzen  Zahlen  als 
definiert  und  ihre  wesentlicken  Eigenschaften,  insbesondere  das 
Assoziations-  und  Kommutationsgesetz  der  Addition  und  der 
arithmetischen  Multiplikation  als  nachgewiesen  annehmen.  Es 
ist  dann  gut,  in  Erinnerung  zu  bringen,  daß  für  die  Addition  der 
Größen  das  Assoziationsgesetz  postuliert,  das  Kommutationsgesetz 
dagegen  noch  nicht  festgelegt  worden  ist. 

Alsdann  werden  die  folgenden  Lehrsätze  bewiesen  (wo  a 
stets  eine  Größe  und  m,  n ganze  Zahlen  bezeichnen)^) 

ma-hna  — (m~\-n)  a^) 
ma-\-na  = na-\-ma 
m(na)  = (mn)a 
m(na)  = n(mä) 
ma  = na-  = -m  — n 
ma<ina-  = -m<^n. 

Die  beiden  letzten  Lehrsätze  drücken  aus,  daß  zwei  Viel- 
fache derselben  Größe  dann  und  nur  dann  gleich  sind,  wenn 
ihre  Koeffizienten  gleidi  sind;  und  daß  ihre  Ungleichheit  gleich- 
sinnig ist  mit  der  Ungleichheit  ihrer  Koeffizienten.  Die  zweite  der 
obigen  Formeln  bringt  das  Kommutationsgesetz  der  Addition 
für  die  Vielfachen  einer  und  derselben  Größe  zum  Aus- 
druck. Daraus  läßt  sick  kraft  der  Postulate  für  die  Größe  das 
Kommutationsgesetz  für  die  Addition  zweier  beliebiger  Größen 
ableiten.^) 


^)  Vgl.  Huntington,  a.  a.  0. 

*)  Vgl.  Holder,  a.  a.  0.,  § 3. 

^)  Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß  die  zwei  Zeichen  -|-  nicht  den- 
selben Sinn  haben:  das  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  zeigt  eine 
Summe  von  Größen,  das  auf  der  rechten  Seite  eine  Summe  von  Zahlen 
an.  Dieser  Lehrsatz  drückt  aus,  daß  die  Addition  der  Vielfachen  der 
gleichen  Größe  der  Addition  ihrer  Koeffizienten  entspricht. 

k Huntington,  a.  a.  0. 


Der  Größenbegriff. 


119 


Die  acht  Postulate  gestatten  zwei  Sätze  zu  beweisen,  die 
man  oft  für  Äxiome  genommen  hat.  Der  eine  von  ihnen  ist 
das  sogenannte  ÄrdiimedischeÄxiom.  Es  läßt  sich  folgender- 
maßen formulieren: 

a.be  G-0 -0  N r^n  3 [na'^  b). 

„Wenn  a und  b Größen  sind,  die  nidit  Null  sind,  so  gibt 
es  eine  ganze  Zahl  von  der  Eigenschaft,  daß  na  größer  als 
b ist.“ 

Der  andere  Satz  ist  das  sogenannte  Äxiom  der  Teilbar- 
keit, das  folgendermaßen  formuliert  wird: 

aeG*neN^-o»g  G r^X3(nx  = a). 

„Wenn  eine  Größe  a und  eine  ganze  Zahl  n,  die  nicht  Null  ist, 
gegeben  sind,  so  existiert  eine  Größe  x,  so  daß  nx  = a.‘*  Diese 
Größe  X (deren  Einzigkeit  nachgewiesen  wird),  wird  der  nte 
Teiler  (oder  einfach  das  ntel)  von  a genannt.  Der  vorstehende 
Satz  behauptet  somit  die  Existenz  der  Teiler  aller  Ordnungen 
für  jede  Größe  der  Gattung  von  G.  Das  ist  es,  was  man  ge- 
wöhnlich die  unbegrenzte  Teilbarkeit  der  Größe  nennt.  Es  ist 
im  übrigen  unnütz  zu  erwägen,  ob  diese  Teilbarkeit  unbe- 
grenzt oder  unendlidi  genannt  werden  soll:  Soviel  ist  sidier, 
daß  das  Teilbarkeitsaxiom  die  Existenz  einer  unendlichen  Zahl 
von  Teilern  für  jede  Größe  sdion  in  sich  schließt,  da  diese  Teiler 
allen  ganzen  Zahlen  entsprechen.^) 

Man  kann  sich  jetzt  fragen,  was  denn  die  eigentliche  Bedeu- 
tung dieser  Größentheorie  ist.  Man  hat  da  eine  Definition 
durch  Postulate,  die  in  eine  Nominaldefinition  verwandelt  wor- 
den ist.  Anstatt  zu  sagen:  „Eine  Klasse  G ist  eine  Klasse  von 
homogenen  Größen  bezüglich  der  Rechnungsart  +,  wenn  die  über 
zwei  ihrer  Elemente  erstreckte  Operation  wieder  eines  ihrer 


^)  Dieses  Teilbarkeitstheorem  widerspricht  keineswegs  der  philo- 
sophischen Behauptung,  wonach  jede  Größe  unteilbar,  d.  h.  einzig  und 
einfach  ist.  Die  Aussage  der  Teilbarkeit  einer  Größe  heißt  die  Existenz 
von  Größen  derselben  Art  behaupten,  die  deren  Teiler  sind,  heißt  aber 
nicht  behaupten,  daß  die  Größe  sie  wirklich  enthalte  oder  wirklich  aus 
ihnen  zusammengesetzt  sei.  Diese  Aussage  heißt  die  Beziehung  zwischen 
Größen  behaupten,  von  welchen  jede  einzig  und  einfach  sein  kann. 
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ElemGnte  hervorbringt,“  und  hinzuzufügen,  daß  diese  Klasse  die 
Postulate  I bis  VIII  befriedigt,  sagt  man  nunmehr:  „Eine  Klasse 
von  homogenen  Größen  ist  eine  Klasse  G,  in  welcher  man  die 
Rechnungsart  + vollziehen  kann,  und  welche  überdies  die 
Postulate  I bis  VIII  befriedigt.“  Anscheinend  ist  hier  kaum  etwas 
anderes  denn  ein  Wechsel  der  Form  vorhanden,  welcher  ohne 
Zweifel  einen  bemerkenswerten  logischen  Fortschritt  begründet, 
aber  nichts  in  der  Natur  des  definierten  Begriffes  ändert.  Für  alle 
Fälle  gestattet  die  Nominaldefinition  nicht  mehr  als  die  Definition 
mittels  Postulate,  die  Existenz  (und  noch  weniger  die  Einzigkeit) 
des  definierten  Objekts  zu  behaupten.  Man  kann  wohl  sagen: 
„Ich  nenne  Größengattung  eine  Klasse,  welche  diese  und  diese 
Eigenschaften  besitzt“,  allein  nichts  versichert  uns  der  Existenz 
einer  Größengattung,  d.  h.  einer  Klasse,  die  diese  Eigenschaften 
besitzt.  Oder  wenigstens,  man  kennt  nur  eine  derselben:  und 
diese  ist  gerade  die  Klasse  der  reellen  Zahlen.  So  ist  die  einzige 
Größengattung,  die  man  kennt,  in  der  reinen  Mathematik  keine 
andere,  als  die  Gesamtheit  der  reellen  Zahlen.  Und  was  diese 
Behauptung  bekräftigt,  ist,  daß  man  zum  Erweis  der  gegen- 
seitigen Unabhängigkeit  der  acht  Postulate  nur  auf  die  der 
Mannigfaltigkeit  der  reellen  Zahlen  entlehnten  Beispiele  rekurieren 
kann.  Die  Existenz  der  Größen  ist  also  nur  durch  die  Existenz 
der  reellen  Zahlen  garantiert;  und  es  ist  dies  bekanntlich  der 
Hauptgrund,  aus  welchem  wir  den  Zahlbegriff  nicht  auf  den  der 
Größen  stützen  wollten,  wiewohl  er  als  besonderer  Fall  erscheint 
und  die  Zahlen  als  eine  Art  von  Größen  betrachtet  werden 
können  und  dürfen. 

Andererseits  sagt  nichts,  daß  das  definierte  Objekt  einzig  sei, 
d.  h.  daß  es  nur  eine  Größengattung  gebe;  ja  sogar  das  Gegen- 
teil ist  als  wahr  erwiesen:  Es  gibt  verschiedene  Größengattungen, 
welche  genau  der  gleichen  Definition  entsprechen  und  in  allen 
ihren  Eigenschaften  Übereinkommen.  Soll  man  sagen,  daß  die 
Definition  der  Größe  zweideutig  sei?  Keineswegs,  das  bezeichnet 
nur,  daß  sie  nicht  die  konkreten  Gattungen  der  Größen  definiert, 
sondern  den  abstrakten  und  allgemeinen  Begriff  der  Größe.  Aber 
wenn  man  das  Abstraktionsprinzip  auf  diesen  Fall  anwendet 
und  das  sucht,  was  allen  Größengattungen,  die  diese  Definition 
befriedigen,  gemein  ist,  so  findet  man  nur  folgendes:  sie  ent- 
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sprechen  alle  der  Mannigfaltigkeit  der  reellen  Zahlen.  Diese 
Gesamtheit  ist  es,  welche  ihre  formalen  Eigenschaften  darstellt 
und  welche  in  gewissem  Sinne  ihr  gemeinsames  Abbild,  ihr 
Gattungsschema  ist.  Von  hier  aus  begreift  man,  daß  die  reelle 
Zahl  der  Typus  der  Größe  ist  und  daß  alle  anderen  Größen- 
gattungen sich  auf  diese  zurückführen  lassen,  sobald  man  sie 
auf  ihre  abstrakten  und  formellen  Eigenschaften  reduziert. 

Alles  dies  erklärt,  wieso  man  in  dem  „Formular  der  Mathe- 
matik“ die  Lehre  von  den  Größen  unterdrücken  konnte:  Die 
Lehre  von  den  reellen  Zahlen  ist  es,  die  jene  vertritt  und  er- 
setzt. Allgemeiner  erklärt  dies  auch,  warum  die  Mehrzahl  der 
Mathematiker  die  beiden  Begriffe  „Größe“  und  „reelle  Zahl“ 
identifizieren  und  die  Mathematik  auf  die  Wissenschaft  von  der 
Zahl  (der  verallgemeinerten  Zahl  allerdings)  beschränken. 
In  jedem  Fall  scheint  dies  zu  beweisen,  daß  (wie  H.  Russell  be- 
hauptet) der  Größenbegriff  der  reinen  Mathematik  fremd  ist,  nicht 
als  ob  man  nur  eine  nominale  und  rein  logische  Definition  der- 
selben geben  könnte  (H.  Burali-Forti  hat  das  Gegenteil  bewiesen), 
aber  insofern  man  nur  durch  Erfahrung  (oder  Anschauung)  die 
Existenz  dieser  Art  von  Größen  erkennen  kann.  Man  kann 
wohl  in  abstracto  sagen:  „Ich  nenne  Größengattung  jede 
Klasse  von  Objekten,  welche  diese  und  diese  Postulate  be- 
friedigt“; allein  um  konkrete  Größen  zu  haben,  muß  eine  der- 
artige Klasse  von  Objekten  in  der  Erfahrung  gegeben  sein,  wie 
z.  B.  die  Längen  und  die  Gewichte.  Man  begreift  in  klarer 
Weise  den  Unterschied,  der  zwischen  dem  vollständig  im  Geiste 
hergestellten  Zahlbegriff  und  dem  Größenbegriff  besteht,  welcher 
ein  empirisches  Element,  ein  konkretes  Datum  in  sich  enthält. 
Dies  ist  übrigens  der  Grund,  warum  es  nur  eine  Mannigfaltig- 
keit von  reellen  Zahlen  gibt,  während  es  mehrere  Größen- 
gattungen gibt. 

Es  ist  nidit  minder  wahr,  daß  man  die  ganzen  Zahlen, 
sodann  die  rationalen  und  endlich  die  reellen  Zahlen  durch  Ver- 
mittlung der  Größen  logisdi  definieren  kann.  Und  es  tritt  dann 
eine  Frage  auf,  die  das  Gebiet  der  Logik  überschreitet  und 
in  eigentlichem  Sinne  erkenntnistheoretisch  ist:  Welcher  von  diesen 
beiden  Begriffen,  Zahl  und  Größe,  ist  der  Grund  des  anderen? 
Es  handelt  sich  hier  nicht  um  eine  psychologische  Frage  des 
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Ursprungs  oder  des  chronologischen  Vorhergehens;  die  logische 
Ordnung  der  Begriffe  kann  verschieden,  ja  selbst  umgekehrt  sein 
gegenüber  ihrer  historischen  Folge;  mit  nodi  mehr  Grund  ihre 
rationale  Ordnung.  Die  Frage  ist  genau  genommen  die  folgende: 
Man  kann  logischerweise  die  Zahl  durch  die  Größe  oder  aber 
die  Größe  durch  die  Zahl  definieren;  welche  von  diesen  beiden 
Methoden  ist  die  vernunftgemäßere,  d.  h.  welcher  von  diesen 
Begriffen  ist  der  Seinsgrund  des  anderen? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  weniger  einfach  und  weniger 
entschieden,  als  man  nach  ihrer  Formulierung  glauben  könnte. 
Um  es  sogleich  zu  sagen,  scheint  sie  folgendermaßen  zu  lauten: 
Der  Begriff  der  ganzen  (kardinalen)  Zahlen  ist  unabhängig  von 
dem  Begriff  der  Größe.  Aber  die  anderen  Zahlenarten  (die  ver- 
allgemeinerten Zahlen)  nehmen  von  dem  Größenbegriff  ihren 
Ausgang. 

Der  erste  Punkt  scheint  uns  durch  alles  Vorausgehende  bereits 
dargelegt  zu  sein.  Wir  konnten  die  ganze  Zahl  als  Kardinal- 
zahl allein  mittels  des  Begriffes  der  Klasse  oder  der  Gesamtheit 
definieren,  ohne  uns  auf  Eigenschaften  der  besonderen  Klassen 
zu  berufen,  die  man  Größengattungen  nennt.  Als  Kardinal- 
zahl haben  wir  eben  den  Begriff  der  Zahl  in  die  Lehre  von 
den  Größen  eingeführt  (mittels  der  Definition  der  Vielfachen). 
Im  Gegensätze  dazu  erschien  uns  die  Definition  der  ganzen 
Zahlen  mittels  der  Größen  als  Koeffizienten  oder  vielmehr  als 
Ordnungsnummern  der  Vielfachen  einer  und  derselben  Größe  als 
ein  Umweg  und  als  eine  Komplikation.  Fügen  wir  hinzu,  daß 
sie  viel  enger  und  spezieller  ist;  denn  die  Kardinalzahl  findet 
auf  viele  andere  Objekte  Anwendung,  nicht  bloß  auf  Größen.  Wenn 
einmal  die  Kardinalzahl  für  eine  beliebige  Klasse  definiert  ist, 
ist  es  leicht,  sie  auf  eine  Klasse  von  Größen  anzuwenden.  Allein 
es  ist  viel  schwerer,  wenn  man  sie  in  einer  Klasse  von  Größen 
definiert  hat,  sie  auf  jede  Gattung  von  Klassen  auszudehnen;  für 
alle  Fälle  ist  dies  nicht  natürlich  oder  vielmehr  nicht  vernünftig. 
Wenn  man  endlich  die  ganzen  Zahlen  mittels  der  Größen  defi- 
niert, so  erhellt  zunächst  die  Einzigkeit  ihrer  Gesamtheit  nicht 
und  verlangt  einen  recht  mühsamen  Beweis,  welcher  auf  die 
eineindeutige  Verwandtschaft  aller  Folgen  vielfacher  Größen  ge- 
gründet ist;  es  ist  dies  im  ganzen  eine  Anwendung  des 
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Abstraktionsprinzipes:  Die  Folge  der  ganzen  Zahlen  ist  das,  was 
alle  diese  Folgen  vielfacher  Größen  gemein  haben.  Im  Gegen- 
sätze dazu  legt  die  logische  Definition  der  ganzen  Zahl  als 
Kardinalzahl  unmittelbar  ihre  Einzigkeit  dar. 

Doch  scheint  uns  die  Behauptung,  welche  wir  soeben  für 
ganze  Zahlen  vertreten  haben,  das  ist  nämlich,  daß  diese  unab- 
hängig von  dem  Begriff  der  Größe  seien,  für  alle  anderen  Zahlen- 
gattungen nicht  mehr  haltbar.  Nodimals  gesagt,  es  handelt  sich 
hier  nicht  mehr  um  Logik;  und  die  logischen  Argumente  für  und 
gegen  diese  Behauptung  heben  sich  auf  oder  haben  kein  Ge- 
wicht. Es  ist  wohl  wahr,  daß  man  rein  formal  die  rationalen 
Zahlen  als  Beziehungen  (Verhältnisse)  zwischen  den  ganzen 
Zahlen  definieren  kann:  Doch  betrachtet  man  alsdann  die  ganzen 
Zahlen  als  eine  Größengattung;  und  der  Beweis  dafür  ist,  daß 
dieselben  Verhältnisse  in  allen  anderen  Größengattungen  sich 
wiederfinden.  Der  Bruch  m/n  ist  nicht  allein  das  Verhältnis 
der  Zahl  m zur  Zahl  n,  sondern  auch  das  Verhältnis  der  zwei 
Größen  x und  y irgend  einer  beliebigen  Gattung,  sobald  eine 
Größe  z derselben  Gattung  existiert  von  der  Art,  daß  man  hat: 
x — mz,  y = nz,  oder  noch  einfacher,  sobald  man  zwischen  diesen 
beiden  Größen  die  Beziehung  hat:  nx  — my.  Das  ist  es,  was 
man  darunter  versteht,  sobald  man  sagt:  x ist  der  minte  Teil 
von  y,  und  in  diesem  Sinne  ist  die  Zahl  m selbst  das  mjntel  der 
Zahl  n.  Das  Zeichen  min  ist  also  in  Wirklichkeit  das  Zeichen 
einer  über  die  Größe  y behufs  Gewinnung  der  Größe  x zu  er- 
streckenden Rechnungsart.  So  wird  die  Auffassung  der  rationalen 
Zahlen  (seitens  der  HH.  Meray  und  Burali-Forti)  als  Rechnungs- 
arten, d.  h.  endgültig  (H.  Russell  zufolge)  als  Verhältnisse 
nicht  nur  zwischen  den  ganzen  Zahlen,  sondern  zwischen  den 
Größen  irgend  welcher  Gattung  erhärtet.^) 

Dieselben  Überlegungen  finden  auf  die  reellen  Zahlen  An- 
wendung, wenn  dies  auch  nur  aus  dem  sehr  einfadien  Grunde 
wäre,  daß  sie,  wie  immer  man  sie  auch  definiert,  nur  mittels  der 
rationalen  Zahlen  definiert  werden  können.  Wenn  man  also 


^)  Das  ist  die  von  H.  Frege  in  seinen  Grundgesetzen  der 
Arithmetik,  Bd.  II  (1903)  verteidigte  Behauptung,  daß  nämlich  die 
reellen  Zahlen  Größenverhältnisse  sind.  Das  war,  wie  gesagt,  schon  die 
Auffassung  Newtons. 
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jene  als  Operationen  mit  Größen  oder  als  Beziehungen  zwischen 
Größen  betrachten  zu  müssen  glaubt,  so  müßte  man  notwendiger- 
weise die  gleiche  Natur  auch  den  reellen  Zahlen  zuschreiben. 
Dies  wäre  offensichtlich  wahr,  wenn  man  mit  H.  Russell  die 
reellen  Zahlen  als  einfache  Mannigfaltigkeiten  von  rationalen 
Zahlen  auffaßt.  Doch  wird  dies  in  noch  höherem  Grade  wahr 
sein,  wenn  man  sie  mit  den  HH.  Peano  und  Burali-Forti  als 
obere  Grenzen  dieser  selben  Mannigfaltigkeiten  auffaßt.  In 
der  Tat  geht  das  Vorhandensein  von  diesen  oberen  Grenzen 
einzig  und  allein  aus  dem  Kontinuitätspostulat  hervor,  doch  liegt 
hier  ein  Postulat  der  Größendefinition  und  nicht  ein  Postulat  der 
Zahl  vor.  Es  ist  somit  kein  Grund  vorhanden,  in  dem  Zahlen- 
gebiete die  irrationalen  Zahlen  einzuführen,  während  es  einen 
solchen  Grund  gibt,  diese  selben  Zahlen  in  der  Lehre  der  Größen 
anzunehmen,  als  die  Verhältnisse  der  inkommensurabeln  Größen 
darstellend,  für  welche  das  Kontinuitätspostulat  die  Existenz  be- 
hauptet und  in  sich  enthält.  Es  empfiehlt  sich  also,  auch  die 
irrationalen  Zahlen  und  die  reellen  Zahlen  überhaupt  als  Rech- 
nungsarten mit  Größen  oder  als  Beziehungen  resp.  Verhält- 
nisse zwischen  Größen  derselben  Gattung  aufzufassen.^) 

§ C.  Die  Größenmessung. 

Die  vorstehenden  Überlegungen  führen  uns  zum  Studium 
der  sog.  Größenmessung  und  der  Feststellung  ihrer  Bedingungen. 
In  der  Tat  besteht  die  Größenmessung  in  der  Festlegung  einer 
derartigen  Beziehung  zwischen  den  Größen  derselben  Ärt  und 
den  Zahlen,  daß  man  diese  an  Stelle  jener  setzen  kann.  Genauer 
heißt  eine  Ärt  von  Größen  messen^),  zwischen  dieser  Größen- 

Eine  interessante  Bemerkung  wurde  von  H.  Burali-Forti  gemacht 
(Sulla  teoria  generale  delle  grandezze,  S.  15,  Änm.).  Die  ganzen  Zahlen 
genügen  den  vier  ersten  Postulaten  der  Größendefinition;  die  rationalen 
Zahlen  genügen  überdies  den  Postulaten  V und  VI  und  dem  Äxiom 
der  Teilbarkeit;  die  reellen  Zahlen  endlich  befriedigen  überdies  das 
Kontinuitätsaxiom.  So  vollzieht  sich  die  Verallgemeinerung  der  Zahl  der 
Reihe  nach  in  Etappen,  welche  darin  bestehen,  fortschreitend  der  Zahl 
die  Eigenschaften  der  Größe  beizulegen. 

2)  Man  wird  bemerken,  daß  der  Äusdruck  messen  nicht  auf  eine 
Größe  im  besonderen,  sondern  auf  alle  Größen  einer  und  derselben 
Gattung  angewandt  ist. 
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art  und  der  Mannigfaltigkeit  der  reellen  Zahlen  eine  eineindeutige 
Verwandtsdiaft  von  der  Ärt  festzulegen,  daß  der  Summe  irgend 
weldier  zwei  Größen  die  Summe  der  beiden  entsprechenden 
Zahlen  entspridit.  Richtig  verstanden  ist  das  Wort  Summe  hier 
in  zweierlei  verschiedenartigem  Sinne  genommen:  Das  erste  Mal 
bezeichnet  es  die  spezielle  Addition  der  betrachteten  Größen,  das 
zweite  Mal  die  arithmetische  Addition.  Es  besteht  somit  keinerlei 
Nötigung,  daß  die  Summe  der  Größen  der  der  Zahlen  entspricht: 
es  ist  dafür  nur  ein  Grund  der  Bequemlichkeit  und  der  Über- 
einkunft vorhanden. 

Um  diesen  Grund  besser  zu  verstehen,  empfiehlt  cs  sich,  auf 
einen  allgemeineren  Begriff  zurückzugehen,  als  den  der  Messung, 
auf  den  Begriff  der  Proportionalität  nämlich.  Wenn  zwei 
Mannigfaltigkeiten  von  Größen  (derselben  Gattung  in  jeder  Mannig- 
faltigkeit, aber  nicht  notwendigerweise  von  einer  Mannigfaltigkeit 
zur  anderen)  gegeben  sind,  so  sagt  man,  daß  diese  Mannig- 
faltigkeiten proportional  seien  ^),  wenn  zwischen  ihnen  eine  ein- 
deutige Verwandtschaft  von  der  Art  besteht,  daß  das  Verhältnis 
zweier  beliebiger  Größen  der  einen  gleich  dem  Verhältnis  der 
entsprechenden  Größen  der  anderen  ist.  Nach  dem  Vorausgegan- 
genen weiß  man,  was  unter  Verhältnis  zweier  Größen  A und  B 
(in  dieser  Folge  genommen),  oder  unter  dem  Verhältnis  von 
A und  B verstanden  werden  muß:  Es  ist  dies  die  (rationale  oder 
irrationale)  Zahl,  mit  welcher  man  B „multiplizieren“  muß,  um 
A zu  erhalten^);  anders  ausgesprochen,  die  Rechnungsart,  durch 
welche  man  A hcrzustcllen  vermag,  ausgehend  von  B.  Mit 
einem  Worte,  die  Proportionalität  besteht  in  der  Gleichheit  der 
Verhältnisse  zwischen  entsprechenden  Größen  der  beiden  Mannig- 
faltigkeiten (welche  bezüglich  verschiedene  Gattungen  sein  können). 
Aber  damit  zwei  Größenmannigfaltigkciten  proportional  seien, 
besteht  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  daß  die 
Summe  irgend  welcher  zwei  Größen  der  einen  der  Summe  der 


q Man  bemerkt,  daß  das  Beiwort  proportional  nicht  auf  die  Größe 
im  einzelnen,  sondern  auf  die  beiden  Mannigfaltigkeiten  zur  Anwendung 
kommt. 

^)  Wir  setzen  multiplizieren  zwischen  Anführungszeichen,  um  in 
Erinnerung  zu  bringen,  daß  hier  ein  besonderer  und  bildlicher  Sinn  des 
Wortes  multiplizieren  vorliegt. 
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cntspredienden  Größen  der  anderen  entspreche.  Es  ist  dies  ein 
genügend  widitiger  Lehrsatz,  um  den  Beweis  desselben  hier  in 
Erinnerung  zu  bringen.^) 

I.  Die  Bedingung  ist  notwendig.  Nehmen  wir  an,  daß  die 
beiden  Mannigfaltigkeiten  proportional  seien;  sind  A,  B zwei 
Größen  der  ersten  Mannigfaltigkeit,  C ihre  Summe  und  B\  C 
die  entsprechenden  Größen  der  zweiten  Mannigfaltigkeit,  so  hat 
man  nach  Ännahme;  A-[~  B — C\  somit: 

A _B  , 

C“C“  C 

kraft  der  Gesetze  des  Verhältniskalküls:  Nun  hat  man  aber 
ferner  auf  Grund  der  Annahme: 

C ~ C ’ C “ C ’ 

somit  hat  man  auch: 

C ' c c ^ 

d.  h.  A B*  — C,  was  beweist,  daß  die  Summe  von  A und  B‘ 
der  von  A und  B entspricht. 

II.  Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Nehmen  wir  in  der  Tat 
an,  daß  sie  durch  die  beiden  Mannigfaltigkeiten  befriedigt  werde. 
Weil  der  Summe  zweier  (oder  mehrerer)  Größen  der  einen  die 
Summe  der  entsprechenden  Größen  der  anderen  entspricht,  so 
wird  der  Größe  mA  (Summe  von  m Mengen  gleich  A)  die  Größe 
mA  entsprechen  (wenn  A dem  A entspricht). 


^)  S.  Nicwenglowski  und  Gerard,  Cours  de  Geometrie  elemen- 
taire,  Bd.  I,  Änm.  1.  Über  die  Größenmessung  §360  (C.Naud,  1898).  Diese 
klassischen  Formulierungen  fügen  die  Bedingung  noch  hinzu,  daß  den 
gleichen  Größen  gleiche  Größen  entsprechen.  Allein  diese  Bedingung  ist 
unnötig  von  dem  Augenblicke  an,  daß  man  nicht  gleiche  Größen,  son- 
dern gleiche  Mengen  annimmt,  die  einer  identischen  Größe  entsprechen. 
Desgleichen  fügt  man  manchmal  die  Bedingung  hinzu,  daß  ungleichen 
Größen  Größen  entsprechen  sollen,  deren  Ungleichheit  den  gleichen  Sinn 
besitzt.  Allein  diese  Bedingung  ist  überflüssig,  denn  sie  ist  in  der  auf 
die  Summe  bezüglichen  Bedingung  bereits  versteckt  enthalten,  sobald  die 
Ungleichheit  (mit  ihrem  bestimmten  Sinn)  mittels  der  Addition  definiert  wird. 
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Der  Größe entspricht  die  Größe  denn  wenn: 


so  hat  man  auch: 


nB==A 


nB‘==A* 


und  wenn  B und  B‘  sich  nicht  entsprächen,  so  könnten  auch  A 
und  A*  einander  nicht  entspredien.  Demzufolge  entspricht  der 
Größe  mInA  die  Größe  mjnA^,  d.  h.  aber,  daß  der  Lehrsatz  für 
den  Fall  von  zwei  kommensurabeln  Größen  dargelegt  ist.  Nun 
weiß  man  aber,  daß  er  durdi  ein  allgemeines  Schlußverfahren 
sich  auch  auf  den  Fall  von  zwei  inkommensurabeln  Größen  aus- 
dehnen läßt.  In  der  Tat  wird  jede  rationale  Zahl  mjn,  welche 
kleiner  (oder  größer)  als  das  Verhältnis  AjB  ist,  audi  kleiner 
(oder  größer)  als  das  Verhältnis  A‘/B‘  sein,  infolgedessen  werden 
die  beiden  Verhältnisse  zur  gleidien  Aufteilung  der  rationalen 
Zahlen  in  zwei  Klassen  Anlaß  geben,  d.  h.  derselben  irrationalen 
Zahl  entspredien.  Der  Lehrsatz  ist  sonach  bewiesen.  Es  ist  die 
Bemerkung  wichtig,  daß  dieser  Lehrsatz  voraussetzt,  daß  die 
beiden  Größenmannigfaltigkeiten  die  acht  oben  ausgesprochenen 
Postulate  befriedigen,  ebenso  wie  das  Axiom  der  Teilbarkeit  und 
das  Axiom  des  Ardiimedes,  weldie  Folgen  jener  sind. 

Nach  dieser  Festsetzung  handelt  es  sich  darum,  was  die 
Mannigfaltigkeit  der  Größen  einer  Gattung  messen  heißt?  Es 
heißt  dies  einfach,  eine  Proportionalität  zwischen  dieser  Mannig- 
faltigkeit und  der  der  reellen  Zahlen  herstellen  (welche  eine  Gattung 
von  Größen  ist).  Dies  ist  aber  nur  unter  der  Bedingung  mög- 
lich, daß  die  in  Betracht  gezogene  Mannigfaltigkeit  von  Größen 
die  adht  Postulate  befriedigt  (weil  wir  wissen,  daß  die  Mannig- 
faltigkeit der  reellen  Zahlen  sie  befriedigt).  Auf  diese  Art  sind 
die  acht  Postulate  nichts  anderes  als  die  Bedingungen,  auf  Grund 
deren  eine  Größenmannigfaltigkeit  meßbar  ist,  und  man  kann 
sagen,  daß  sie  den  Begriff  der  meßbaren  Größe  festlegen. 

Sobald  einmal  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  läßt 
sich  auf  die  Größenmessung  der  Lehrsatz  anwenden,  der  sich 
auf  die  Proportionalität  im  allgemeinen  bezieht  und  sagen:  die 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  eine  Mannig- 
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faltigkeit  von  Größen  meßbar  sei,  ist,  daß  man  der  Summe 
irgend  welcher  zwei  Größen  die  Summe  der  entspredienden 
reellen  Zahlen  entsprechen  lassen  kann.  Man  kann  als  beson- 
deren Fall  die  Summe  von  zwei  oder  n gleichen  Mengen  nehmen; 
die  Bedingung  erscheint  sodann  auf  den  folgenden  Ausdruck 
zurückgeführt:  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  ist, 
daß  man  die  doppelte  oder  n-fache  Größe  einer  anderen  defi- 
nieren kann.  Allein  man  darf  niemals  vergessen,  daß  diese  Be- 
dingung voraussetzt,  daß  die  acht  Postulate  durch  die  betrachtete 
Größengattung  befriedigt  werden. 

Kraft  der  Definition  der  Proportionalität  ist,  sobald  eine 
Größenmannigfaltigkeit  meßbar  (oder  vielmehr  gemessen)  ist, 
das  Verhältnis  zweier  beliebiger  Größen  gleich  dem  Verhältnis 
der  entsprechenden  reellen  Zahlen.  Man  sieht,  welches  Interesse 
an  der  Auffassung  bestand,  daß  die  Verhältnisse  zwischen  Zahlen 
nicht  Zahlen  (derselben  Art)  sind,  weil  dieselben  Verhältnisse, 
welche  in  der  Mannigfaltigkeit  der  reellen  Zahlen  existieren,  in 
jeder  meßbaren  Größenmannigfaltigkeit  vorhanden  sind.  Das 
Verhältnis  von  zwei  Metern  zu  drei  Metern  ist  identisch  mit  dem 
Verhältnis  von  zwei  Gramm  zu  drei  Gramm,  oder  mit  dem  der 
ganzen  Zahl  zwei  zur  ganzen  Zahl  drei.  Und  das  ist  der 
Grund,  warum  alle  diese  Verhältnisse  sich  darstellen  lassen  durch 
den  Bruch  ^/g.^) 

Wir  können  endlich  (und  auch  erst  jetzt)  das  Maß  einer 
besonderen  Größe  definieren.  Man  nennt  Maß  einer  Größe  (im 
Verhältnis  zu  einer  Größe  derselben  Gattung)  das  Verhältnis  der 
ersten  zur  zweiten,  oder  wie  man  gewöhnlich  sagt,  die  Zahl, 
mit  der  man  die  zweite  multiplizieren  muß,  um  die  erste  zu  er- 
halten. In  dem  Falle,  wo  die  beiden  fraglichen  Größen  identisch 
sind,  ist  das  Maß  dieser  Größen  die  Zahl  1 (noch  genauer  die 

12  Tl 

rationale  Zahl  7=2“*  * * ~ Grund , warum 

^)  Daraus  ergibt  sich,  daß  die  rationalen  Zahlen  im  wesentlichen 
abstrakt  sind.  Man  sollte  nicht  sagen:  ^3  vom  Meter,  sondern:  Eine 
Länge,  welche  zum  Meter  im  Verhältnis  2:3  steht.  Man  sollte  ebenso- 
wenig sagen:  3 Meter,  sondern:  Eine  Länge,  welche  sich  zum  Meter 
verhält,  wie  3:1.  Man  sieht  sehr  gut,  daß  die  Zahl  3 hier  keine  Kar- 
dinalzahl mehr  ist,  ja  nicht  einmal  eine  ganze  Zahl  (eine  Gesamtheit  be- 
zeichnend), sondern  ein  Maß,  d.  h.  ein  Verhältnis. 
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die  zweite  Größe,  bezüglich  welcher  das  Maß  definiert  wurde, 
Größeneinheit  oder  Maßeinheit  genannt  wird.  Die  Wahl 
dieser  Größeneinheit  ist  notwendig  und  hinreichend,  um  das 
Maß  aller  anderen  Größen  derselben  Gattung  zu  bestimmen.^) 
Diese  Definition  bringt  zwei  wichtige  Bemerkungen  in  Erinnerung. 
Die  erste  ist,  daß  das  Maß  immer  ein  Verhältnis,  somit  eine  ra- 
tionale oder  reelle  Zahl  ist.  Die  zweite  ist,  daß  das  Maß  wesent- 
lich bedingt  ist  durch  die  Wahl  der  Größeneinheit;  aber  diese  Wahl 
ist  vollständig  willkürlich,  sobald  die  betrachtete  Mannigfaltigkeit 
von  Größen  als  eine  stetige  (nach  Annahme)  gegeben  ist;  nichts 
unterscheidet  die  Größeneinheit  von  allen  anderen,  nichts  be- 
zeichnet sie  für  unsere  Wahl,  und  die  Verwandtschaft  zwischen 
den  Größen  und  den  Zahlen  wäre  durchaus  ähnlich  und  ebenso 
vollkommen,  wenn  man  als  Einheit  irgend  welche  andere  Größe 
wählte.  Infolgedessen  ist  die  Verwandtschaft  dieser  Zahl  zu 
dieser  Größe  gänzlich  zufällig  und  konventionell,  und  in  diesem 
Sinne  läßt  sich  sagen,  daß  die  Größenmessung  ein  willkürliches 
Element  mit  sich  führt.  Doch  darf  man  daraus  nicht  schließen 
(wie  es  die  Nominalisten  zu  tun  scheinen),  daß  die  Meßbarkeit 
der  Größen  willkürlich  sei  und  ^on  einem  „freien  Entschlüsse“ 
abhänge.  Diese  Meßbarkeit  beruht  auf  Eigenschaften,  die  wir 
früher  aufgezählt  haben,  und  diese  Eigenschaften  sind  objektiv 
und  von  uns  unabhängig.  Selbst  die  Tatsache  der  Proportio- 
nalität der  Größen  zu  den  Zahlen  beruht  nicht  auf  Übereinkunft: 
die  Verhältnisse,  welche  zwischen  den  Größen  bestehen,  sind 
ebenso  reell  und  objektiv  als  die  Größen  selbst  und  hängen 
keineswegs  von  der  Wahl  der  Einheit  ab.  Das  willkürliche  und 
subjektive  Element  liegt  einzig  und  allein  in  dem  Übergang  vom 
Verhältnis  zum  Maße,  d.  h.  in  der  Wahl  einer  einzigen  Größe 
als  zweiten  Glieds  aller  dieser  Verhältnisse.  (Das  ist  der  Grund, 
warum  es  sich  empfiehlt,  das  Maß  durch  das  Verhältnis  zu  defi- 
nieren und  nicht,  wie  es  manchmal  geschieht,  das  Verhältnis 
durch  das  Maß.)  So  liegt  also  in  dieser  Lehre  von  der  Größen- 
messung, welche  die  Irrationalisten  so  gerne  ausnützen  zu- 
gunsten einer,  man  weiß  nicht  welcher,  phantastischen  und  wider- 


^)  Ebenso  und  allgemeiner  genügt  ein  Paar  entsprechender  Größen, 
um  eine  Proportionalität  zu  bestimmen. 
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sinnigen  Freiheit,  nichts,  was  die  Meßbarkeit  der  Größen  als  in 
irgend  einem  Grade  von  unserem  „Übereinkommen“  und  von 
unseren  „Entschlüssen“  abhängig  zu  betrachten  gestattet. 

Übrigens  muß  man  sich  hüten,  die  Bedeutung  der  Lehre 
von  der  Größenmeßung  zu  überschätzen  und  zu  glauben,  daß  die 
Größen  in  der  Mathematik  nur  unter  der  Bedingung  heran- 
gezogen werden  dürften,  daß  sie  unter  den  kaudinischen  Pässen 
der  Zahl  hindurchgingen.  Die  Größenmessung  hat  eine  weitmehr 
praktische  als  theoretische  Bedeutung,  wie  dies  H.  Russell  sehr 
gut  gezeigt  hat.^)  Sie  hat  im  ganzen  den  Zweck,  die  Größen 
handlicher  zu  gestalten,  indem  sie  gestattet,  sie  durch  Zahlen 
darzustellen  und  sie  dem  algebraischen  (d.  h.  arithmetischen) 
Kalkül  zu  unterwerfen.  Wenn  jedoch  eine  derartige  Darstellung 
bequem,  in  gewissem  Sinne  ökonomisch  ist,  so  hat  sie  doch 
nichts  notwendiges  an  sich;  und  die  moderne  Mathematik  be- 
handelt viele  Größenarten,  die  nicht  proportional  zu  Zahlen  sind 
(z.  B.  die  Vektoren  und  andere  geometrische  Größen).  Sie  ist 
derselben  enthoben,  wenn  sie  neue  Kalküle  erfindet,  die  verschieden 
sind  von  dem  algebraischen  Kalkül,  und  die  sich  unmittelbar 
auf  diese  Größengattungen  an  wenden  lassen:  der  Kalkül  von 
Graßmann,  der  Quaternionenkalkül  u.  s.  f.  Noch  besser,  sie  er- 
findet, um  gewisse  nicht  meßbare  Größengattungen  (von  mehreren 
Dimensionen)  darzustellen,  Symbole,  welche  man  nach  Analogie 
auch  Zahlen  nennt,  die  komplexen  Zahlen  nämlich.  Diese  letz- 
tere Tatsache  bekräftigt  unsere  Behauptung,  daß  nämlich  bei  der 
Verallgemeinerung  der  Zahl  diese  letztere  es  ist,  welche  nach 
dem  Muster  der  Größe,  und  nicht  umgekehrt  die  Größe  es  ist,  die 
nach  dem  Muster  der  Zahl  gestaltet  wird.  Doch  liegt  hier  ein  Gegen- 
stand vor,  der  dem  folgenden  Kapitel  Vorbehalten  wird. 

Um  dieses  zu  beschließen,  fassen  wir  zusammen:  Wir  haben 
zwei  Arten  von  Größen  unterschieden,  die  intensiven  Größen, 
für  welche  es  keine  Addition  gibt,  derart,  daß  ihre  Ungleich- 
heitsbeziehung ursprünglich  und  undefinierbar  ist;  und  die  exten- 
siven Größen,  für  welche  es  eine  Addition,  als  ursprünglichen 
und  undefinierbaren  Begriff,  gibt,  mittels  deren  ihre  Ungleichheit 
sich  definieren  läßt.  Jedoch  darf  man  nicht  glauben,  daß  sämt- 


^)  a.  a.  0.,  § 171. 
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lidiG  Ärten  von  extensiven  Größen  notwendigerweise  die  acht 
Postulate  von  H.  Burali-Forti  befriedigen:  Diese  werden  nur 
durdi  die  stetigen  meßbaren  Größen  befriedigt,  die  den 
vollständigsten  und  vollendetsten  Größentgpus  darstellen  und  die 
namentlich  die  Mehrzahl  der  geometrischen  und  physischen  Größen 
ausmachen.  Es  kann  extensive  Größengattungen  geben,  welche 
nur  den  vier  ersten  Postulaten  genügen:  Sie  werden  also  ahn- 
lidi  der  Mannigfaltigkeit  der  ganzen  Zahlen  sein,  d.  h.  alle 
Größen,  die  nidit  Null  sind,  werden  Vielfache  von  einer  unter 
ihnen  sein,  die  die  kleinste  ist.^)  Es  kann  ferner  andere  geben, 
welche  den  sechs  ersten  Postulaten  und  dem  Axiom  der  Teilbar- 
keit genügen:  sie  werden  ähnlich  sein  der  Mannigfaltigkeit  der 
rationalen  Zahlen  und  infolgedessen  der  kompakten  Zahlen, 
d.  h.  daß  zwischen  irgend  welchen  zwei  Größen  immer  eine 
andere  vorhanden  ist  (woraus  das  Postulat  VII  sich  ergibt:  daß 
keine  Größe,  die  nicht  Null  ist,  die  kleinste  der  Größen,  die  nicht 
Null  sind,  ist).  Alles  in  allem  begründen  die  adit  Postulate 
zusammen  das  Maximum  der  Bedingungen,  welchen  eine  Mannig- 
faltigkeit von  Größen  genügen  kann,  doch  brauchen  sie  nicht 
alle  zu  gelten,  in  dieser  oder  jener  Mannigfaltigkeit.^)  Der  Er- 
fahrung oder  der  Anschauung  kommt  es  zu,  festzustellen  für 
jede  gegebene  Größengattung,  welchen  Postulaten  sie  genügt. 

Diese  Bemerkung  gestattet  uns,  auf  folgende  Frage  zu  ant- 
worten: Stellt  die  Lehre  von  den  Größen  einen  Teil  der  reinen 
Mathematik  dar,  oder  mit  anderen  Worten  ist  sie  vollständig 
a priori?  Die  Antwort  ist  eine  doppelte:  Ja,  wenn  man  die 
Mannigfaltigkeit  von  hypothetischen  Größen  betrachtet,  welche 
man  mit  diesen  und  diesen  Eigenschaften  ausstattet;  nein,  wenn 
man  die  Mannigfaltigkeit  der  reellen  und  gegebenen  Größen 
untersucht,  welche  diese  Eigenschaften  objektiv  besitzen.  Denn 
in  dem  ersteren  Falle  sind  die  Postulate  nur  problematische  An- 
nahmen, von  welchen  man  die  logischen  Konsequenzen  ableitet, 
ohne  die  einen  oder  die  anderen  zu  behaupten;  im  zweiten  Falle 


1)  „Begrenzte“  Größen  des  H.  Bettazzi  (a.  a.  0.,  S.  24). 

2)  Man  könnte  umgekehrt  sagen,  daß  die  Postulate  des  H.  Russell 
das  Minimum  der  Bedingungen  seien,  welchen  eine  Klasse  genügen 
muß,  um  den  Namen  der  Größenklasse  zu  verdienen. 
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jedodi  werden  die  Postulate  assertorische  Sätze,  tatsächliche  (der 
Erfahrung  oder  Anschauung  entnommene)  Wahrheiten,  und  auch 
alle  ihre  Konsequenzen  tragen  den  gleichen  Charakter.  Jeden- 
falls kann  man  nicht  ohne  irgend  welches  erfahrungs-  oder 
anschauungsmäßiges  Datum  das  Vorhandensein  irgend  einer 
Größengattung  behaupten  (einer  anderen  als  der  der  Zahlen); 
und  in  diesem  Sinne  ist  es  wahr  zu  sagen,  daß  die  reine 
Mathematik  die  Größe  nicht  kennt  und  einzig  und  allein  auf 
dem  Begriff  der  verallgemeinerten  Zahl  ruht.  Doch  darf  man 
nicht  vergessen,  daß  die  Verallgemeinerung  der  Zahl,  die  sich 
heute  vollständig  unter  einer  rein  logischen  Form  darstellt,  ihren 
Ursprung  und  ihren  Seinsgrund  in  der  Betrachtung  der  Größen  hat 


Kapitel  VI. 

Die  Geometrie. 

Die  Geometrie  gilt  im  allgemeinen  noch  immer  als  die 
Wissenschaft  vom  Raume.  Sie  müßte  demnach  allem  Anschein 
nach  richtiger  Methode  zufolge  mit  einer  Definition  des  Raumes 
anfangen.  Aber  eine  derartige  Definition  ist  zunächst  sehr  schwierig 
und  sehr  kompliziert;  sodann  ist  sie  vollkommen  unnütz:  Der 
Begriff,  ja  selbst  das  Wort  Raum  finden  sich  weder  bei  Euklid 
noch  bei  Archimedes.^)  Ebenso  verhält  es  sidi  mit  den  Begriffen 
der  Linie  und  der  Fläche,  welche  freilich  Euklid  selbst  im 
Eingang  seiner  Elemente  zu  definieren  versucht.  Die  Defini- 
tion dieser  allgemeinen  Begriffe  ist  außerordentlich  heikel  und 
läßt  sich  streng  nur  mit  Hilfe  der  Integralrechnung  bewerk- 
stelligen; das  sagt  soviel,  als:  ihr  Platz  ist  weder  in  den 
Elementen,  noch  in  den  Grundlagen  der  Geometrie.^)  Man  sollte 


H,  Peano,  Sui  fondamenti  della  Geometria , Rev.  d.  Math. 
Bd.  IV,  S.  52  (1894). 

2)  Gewisse  Autoren  z. B.  definieren  die  Fläche  als  das,  was  einen 
Körper  begrenzt.  Aber  es  gibt  gewisse  Flächen,  welche  nur  eine  Seite 
besitzen  oder  deren  zwei  Seiten  auf  eine  stetige  Art  Zusammenhängen, 
derart,  daß  sie  den  Raum  nicht  in  zwei  getrennte  Teile  teilen,  und 
infolgedessen  nicht  dazu  dienen  können,  einen  Körper  zu  begrenzen 
(Peano  ebd.).  Hier  ist  ein  einfaches  und  konkretes  Beispiel,  welches 
man  heranzuziehen  pflegt:  Man  nehme  einen  rechteckigen  Streifen, 
viel  länger  als  breit  und  klebe  die  Enden  derart  aneinander, 
daß  A*  mit  A und  R'  mit  B zusammenfällt;  das  auf  diese  Art  her- 
gestellte geschlossene  Band  hat  nur  eine  Seite  in  dem  Sinne,  daß  man 
von  einer  Seite  zur  anderen  übergehen  kann,  ohne  es  zu  durchdringen. 
Das  ist  es,  was  man  ein  paradromisches  Band  nennt.  Siehe  Rouse 
Ball,  Mathematische  Aufgaben  und  Unterhaltungen,  ins  Französische  über- 
setzt von  Fritz-Patrick  (Paris,  Hermann,  1898). 
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also  nicht  glauben,  daß,  wenn  die  Geometrie  nicht  von  allem 
Anfang  jene  drei  Begriffe  definieren  kann,  dies  daher  kommt, 
daß  diese  Grundbegriffe  von  fundamentaler  und  einfacher  Natur 
sind;  ganz  im  Gegenteil  kommt  dies  daher,  daß  sie  sehr  zusammen- 
gesetzter Natur  sind,  und  die  Geometrie  kann  vollkommen  ohne 
diese  begründet  werden,  wie  wir  später  sehen  werden.  Nicht 
auf  dem  allgemeinen  und  unbestimmten  Begriff  des  Raumes,  der 
Fläche  und  der  Linie  ist  die  Geometrie  aufgebaut,  sondern  auf 
den  besonderen  und  bestimmten  Ideen  der  Geraden,  der  Ebene 
und  insbesondere  des  Punktes;  und  unter  diesen  finden  sich 
die  ersten  und  undefinierbaren  Begriffe  der  Wissenschaft.^)  Ins- 
besondere ist  der  Punkt  das  undefinierbare  Element  aller  Systeme 
der  Geometrie.  Die  Punkte  sind  die  individuellen  Glieder  aller 
dieser  Beziehungen,  deren  Studium  die  verschiedenen  Geometrien 
begründet;  und  wenn  sich  der  Raum  zu  Beginn  der  Geometrie 
definieren  läßt,  so  kann  dies  nur  geschehen  als  Gesamtheit  der 
Punkte. 


§ A.  Die  Dimensionen.  Topologie. 

Doch  hier  tritt  notwendigerweise  die  Betrachtung  der  Dimen- 
sionen dazwischen.  Man  kann  die  Linie,  die  Fläche  und  den 
Raum  zu  definieren  versuchen,  indem  man  sagt,  daß  sie  bezüg- 
lich die  stetigen  Punktmannigfaltigkeiten  von  einer,  zwei  oder 
drei  Dimensionen  seien.  Durch  Verallgemeinerung  dieser  Auf- 
fassung definierte  Riemann^)  den  Raum  als  eine  Mannigfaltigkeit 
(Vielfachheit)  von  mehreren  Dimensionen.  Und  er  dachte,  fort- 
schreitend durch  die  Bewegung  einer  früher  gebildeten  Mannig- 
faltigkeit „der  Quere  nach“  eine  neue  Dimension  erzeugen  zu 
können.  Ein  Punkt  erzeugt,  indem  er  eine  stetige  Mannigfaltig- 
keit von  Lagen  durchläuft  (numeriert  mit  den  reellen  Zahlen), 
eine  Linie.  Wenn  diese  Linie  ihrerseits  eine  stetige  Mannig- 
faltigkeit von  Lagen  (numeriert  mit  den  reellen  Zahlen)  durch- 
läuft, erzeugt  sie  eine  Fläche.  Diese  Fläche  erzeugt  wieder  eine 

y Wir  empfehlen  diese  Überlegung  den  Änhängern  der  Aristoteli- 
schen Logik,  welche  die  allgemeinsten  Ideen  als  die  zugleich  einfachsten 
und  ersten  in  der  logischen  Ordnung  zu  betrachten  gewöhnt  sind. 

2)  Über  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zugrunde 
liegen  (18M). 
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stetige  Mannigfaltigkeit  von  Lagen,  indem  sie  einen  Raum  von 
drei  Dimensionen  durchläuft;  und  ebenso  weiter,  da  nichts  ver- 
nünftigerweise diese  Folge  von  fortschreitenden  Erzeugungen  be- 
grenzt und  demzufolge  nichts  die  Zahl  der  Raumdimensionen 
begrenzt.  Wenn  ein  Raum  mittels  n aufeinanderfolgenden  Be- 
wegungen erhalten  wird  (ausgehend  vom  Punkt),  so  hat  er 
n Dimensionen:  Das  will  sagen,  daß  jeder  von  diesen  Punkten 
durch  n Zahlenkoordinaten  bestimmt  ist,  welche  bezüglich  seinen 
Platz  auf  einer  Linie,  den  Platz  dieser  Linie  auf  einer  Fläche, 
den  dieser  Fläche  in  einem  Raum  von  drei  Dimensionen  usw. 
festsetzen. 

Dieser  Raumbegriff  ist  in  gewissem  Sinne  klassisch  und  ist 
in  viele  Elementarbücher  übergegangen,  sowohl  der  Geometrie, 
wie  der  Philosophie.  Leider  ist  er  unzureichend,  nicht  allein 
deshalb,  weil  er  sich  auf  einen  wenig  klaren  Begriff  von 
Veränderung  oder  Bewegung  beruft,  sondern  weil  man  nicht 
die  Möglichkeit  der  angegebenen  Veränderungen  einsieht,  noch 
wie  dieselben  neue  Mannigfaltigkeiten  „erzeugen“.  Z.  B.  kann 
eine  Ebene  sich  auf  eine  stetige  Ärt  von  ihrem  Platze  bewegen 
und  doch  identisch  mit  sich  selbst  bleiben.  Wird  man  da  noch 
sagen,  daß  diese  Veränderung  eine  Vielfachheit  von  drei  Dimen- 
sionen erzeuge?  Allgemein  kann  man  nichts  definieren,  noch 
erklären  durch  Erzeugung,  denn  diese  Veränderung,  diese 
Bewegung  setzt  bereits  die  Gesamtheit  der  Werte,  welche  die 
Veränderliche  annehmen  soll,  oder  die  Gesamtheit  der  Lagen, 
welche  das  Bewegliche  einnehmen  soll,  als  definiert  und  gegeben 
voraus.  Damit  eine  Linie  eine  Vielfachheit  von  zwei  Dimen- 
sionen erzeugen  könne,  muß  sie  aus  sich  selbst  herausgehen, 
d.  h.  bereits  eine  zweite  Dimension  vorhanden  sein,  und  des- 
gleichen bedarf  es  einer  dritten  Dimension,  damit  eine  Fläche, 
aus  sich  selbst  heraustretend,  ihren  Platz  verändern  könne,  statt 
daß  sie  sich  bloß  in  sich  selbst  verschiebe  und  sich  in  un- 
begrenzter Weise  wiedererzeuge. 

Überdies  bietet  diese  Auffassung  Schwierigkeiten  dar,  welche 
man  zur  Zeit  Riemanns  nicht  ahnen  konnte.  iVlan  glaubte  da- 
mals, daß  eine  Linie  und  eine  Fläche  z.  B.  als  Punktmannig- 
faltigkeiten nicht  gleichwertig  sein  könnten,  daß  sie  „inkommen- 
surabel“ seien.  War  die  Linie  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit 
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von  Punkten,  so  sollte  die  Fläche  eine  Mannigfaltigkeit  sein,  die 
unendlich  mal  mehr  unendlich  ist  usw.  Das  kommt  daher,  daß 
man  nur  unbestimmte  Begriffe  des  numerischen  Unendlidien  und 
der  Elementenzahl  des  Stetigen  besaß.  H.  Georg  Cantor  hat 
gezeigt,  daß  im  Gegenteil  alle  Kontinua  gleidiwertig  seien, 
was  auch  immer  die  Zahl  ihrer  Dimensionen  sei,  d.  h.  daß  man 
unter  ihnen  eine  eineindeutige  Verwandtsdiaft  von  Punkt  zu  Punkt 
hersteilen  kann,  derart,  daß  nichts  sie  unterscheidet  vom  Stand- 
punkt ihrer  Elementenzahl.  Es  gibt  „ebensoviel“  Punkte  in  einer 
geradlinigen  (oder  krummlinigen)  Strecke,  wie  in  einem  Quadrat 
oder  in  einem  Würfel,  d.  h.  in  einem  Raum  von  n Dimensionen 
oder  selbst  von  « Dimensionen.  Diese  widersinnig  scheinende 
Wahrheit  ist  durch  H.  Peano  verdeutlicht  worden,  indem  er  eine 
Kurve  auffand,  weldie  ein  Quadrat  erfüllt,  d.  h.  welche  durch 
alle  Punkte  dieses  Quadrates  hindurchgeht. Zur  Definition  dieser 
Kurve  hat  H.  Peano  seine  geistvolle  Methode  der  arithmetischen 
Transformation  zur  Anwendung  gebracht,  von  der  wir  bereits 
eine  andere  Anwendung  gesehen  haben  (S.  102);  zur  größeren 
Klarheit  werden  wir  uns  darauf  beschränken,  sie  in  geometrischer 
Weise  zu  beschreiben.")  Sei  ein  Quadrat  gegeben  mit  der  Seiten- 
länge 7;  man  teilt  zunächst  seine  Seiten  in  eine  ungleiche 
Zahl  von  (gleichen  oder  ungleichen)  Teilen;  nehmen  wir  zur 
Vereinfachung  an,  daß  diese  Zahl  3 und  die  Teile  gleich  seien. 
Das  Quadrat  wird  sodann  in  9 gleiche  Teile  geteilt  sein.  Man 
zieht  hierauf  eine  gebrochene  stetige  Linie,  welche  sie  alle  der 
Diagonale  nach  durchsetzt,  indem  sie  von  einer  Ecke  des  Quadrats 
zur  entgegengesetzten  geht  (Fig.  3).  Numerieren  wir  von  0 bis 
9 die  Ecken,  durch  welche  sie  der  Reihenfolge  nach  hindurch- 
geht. Nehmen  wir  auf  der  anderen  Seite  eine  beliebige  gerad- 
linige Strecke,  teilen  wir  sie  in  9 unmittelbar  anstoßende  und 
aufeinanderfolgende  (wenn  man  will  gleiche)  Teile  und  numerieren 
wir  die  Teilpunkte  von  0 bis  9.  Diese  Numerierung  stellt  eine 
eindeutige  (aber  nicht  eineindeutige)  Verwandtschaft  dar  zwischen 
den  Teilpunkten  und  den  aufeinanderfolgenden  Eckpunkten  der 

9 G.  Peano,  Über  eine  Kurve,  welche  ein  ganzes  Flächenstück  er- 
füllt. Math.  Annalen,  Bd.  XXXVI,  S.  157-160  (1890). 

2)  Nach  Schönflies,  Bericht  über  die  Mengenlehre,  Jahresbericht  der 
Mathematikervereinigung,  Bd.  VIII,  2,  S.  121  (1900). 
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Fig.  3. 


gebrochenen  Linie.  Nachdem  ’ dies  geschehen,  macht  man  in 
jedem  der  Teilquadrate  eine^(geometrische)  ähnliche  Konstruktion 
zu  derjenigen,  die  man  in  dem^ganzen  Quadrat  ausgeführt  hat, 
und  in  jeder  der  Teilstrecken  der 
geraden  Linie  eine  der  ersteren 
ähnliche  Unterteilung.  Auf  diese 
Art  stellt  man  eine  eindeutige  Ver- 
wandtschaft zwischen  82  Punkten 
der  Geraden  und  den  82  auf- 
einanderfolgenden Ecken  einer  ge- 
brochenen Linie,  welche  die  81 
neuen  Quadrate  durchsetzt.  Man 
bemerkt,  daß  in  dieser  neuen  Ver- 
wandtschaft die  Punkte,  die  der 
alten  Verwandtschaft  zufolge  einan- 
der entsprachen,  noch  enstp  rechende 
Punkte  sind  und  daß  die  alte  ge- 
brochene Linie  sich  vollständig  in 

der  neuen  entfaltet  findet,  aber  in  getrennten  Abschnitten:  die 
Diagonale  erscheint  in  3 Strecken  0 — /,  4 — 5,  8 — 9 zerteilt,  welchen 
die  getrennten  Stücke  der  Geraden  (und  der  Abschnitt  4 — 5 hat 
sogar  seinen  Sinn  in  dieser  Transformation  umgekehrt)  entsprechen. 
Man  setzt  so  in  unbegrenzter  Weise  die  Untereinteilung  des  Qua- 
drates einerseits  und  der  geradlinigen  Strecke  andererseits  fort, 
wobei  jeder  Teilabschnitt  einem  Teilquadrat  der  entsprechenden 
Unterteilung  entspricht.  Derart  stellt  man  eine  Verwandtschaft  zwi- 
schen sämtlichen  Punkten  der  Strecke  und  sämtlichen  Punkten  des 
Quadrats  her,  deren  Koordinaten  sich  in  einem  systematischen 
Bruche  des  Dreier-Zahlensystems  ausdrücken  lassen,  d.  h.  in  einer 
Reihe  von  der  Form: 

5 ^ 


3n' 


Alle  anderen  (rationalen  oder  irrationalen)  Punkte  des 
Quadrates  können  als  Grenzen  definiert  werden  inbezug  auf  die 
Gesamtheit  der  vorausgegangenen  Punkte.  Jedem  von  ihnen 
wird  man  auf  der  Strecke  den  Grenzpunkt  der  Folge  der  ent- 
sprechenden Punkte  entsprechen  lassen.  Mit  anderen  Worten 
wird  ein  Punkt  x des  Quadrates,  wenn  er  nicht  die  Ecke  irgend 
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eines  Teilquadrates  ist,  in  einer  unendlichen  Reihe  von  Teil- 
quadraten eingeschlossen  sein,  welche  bezüglich  den  sämtlichen 
aufeinanderfolgenden  Unterabteilungen  angehören.  Dieser  Folge 
von  Quadraten  (wovon  die  einen  in  den  anderen  enthalten  sind) 
wird  auf  der  geraden  Linie  eine  unendliche  Folge  von  immer 
kleiner  werdenden  Zwischenräumen  entsprechen  (wovon  die  einen 
in  den  anderen  enthalten  sind),  die  einen  Grenzpunkt  bestimmen; 
dieser  wird  der  Definition  gemäß  der  dem  Punkt  x entsprechende 
sein.  Alles  zusammengefaßt,  hat  man  eine  eindeutige  Ver- 
wandtschaft zwischen  sämtlichen  Punkten  der  Strecke  und  sämt- 
lichen Punkten  des  Quadrats,  und  diese  Verwandtschaft  ist  über- 
dies eine  stetige,  d.  h.  den  Nachbarpunkten  der  Strecken 
entsprechen  auch  Nachbarpunkte  im  Quadrat.  Endgültig  hat  man 
zwischen  allen  Quadratpunkten  eine  lineare  und  stetige  Anordnung 
hergestellt,  und  das  ist  es,  was  man  mit  den  Worten  ausdrückt: 
man  habe  eine  stetige  Linie,  welche  das  Quadrat  vollständig 
ausfüllt. ^)  Allein  diese  Verwandtschaft  ist  nicht  eineindeutig 
und  ihre  Umkehrung  ist  nicht  stetig:  denn  man  sieht,  daß  jeder 
Ecke  der  Teilquadrate  zwei  getrennte  Punkte  der  Strecke  (z.  B. 
1 und  5,  4 und  5)  entsprechen,  und  daß  umsomehr  zwei 
Nachbarpunkten  des  Quadrats  nicht  zwei  Nachbarpunkte  der 
Strecke  (Beispiel:  die  Punkte  1 — e und  5-|-e)  entsprechen.  All- 
gemein entsprechen  jeder  Ecke  des  Teilquadrats  zwei  Punkte: 
jedem  Punkt  einer  Seite  eines  Teilquadrats,  (d.  h.  einer  Linie  der 
Unterteilung),  welche  nicht  eine  Ecke  ist,  vier  Punkte;  und  jedem 
der  übrigen  Punkte  entspricht  ein  einziger.^) 


Diese  stetige  Linie  hat  übrigens  in  keinem  Punkt  eine  Tangente. 
Es  ist  dies  ein  einfaches  Beispiel  einer  in  einem  Intervall  stetigen  Funk- 
tion, die  in  diesem  ganzen  Intervall  keine  Ableitung  besitzt. 

2)  H.  Hilbert  hat  sodann  eine  andere  Verwandtschaft  sich  ausgedacht, 
welche  dieselben  Eigenschaften  besitzt.  (Über  die  stetige  Abbildung 
einer  Linie  auf  ein  Flächenstück,  Math.  Annalen,  Bd.  XXXVIII, 
S.  459,  vgl.  E.  Picard,  Traite  d’Analyse,  2.  Auflage,  Bd.  1,  S. 22);  allein 
diese  Verwandtschaft  ist  weniger  einfach  und  auch  weniger  anschaulich, 
weil  die  Teilpunkte  der  Strecke  Teilquadraten  entsprechen  und  nicht 
ihren  Eckpunkten,  und  weil  die  gebrochene  provisorische  Linie  nicht 
teilhat  an  der  endgültigen  Kurve;  aus  dem  gleichen  Grunde  ist  die  Kon- 
struktion der  gebrochenen  Linien  weniger  einheitlich,  und  es  ist  nicht 
klar  ersichtlich,  daß  sie  ins  Unbegrenzte  fortgesetzt  werden  kann. 
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Wir  haben  eingehend  das  Paradoxon  des  H.  Peano  dar- 
gelegt, weil  dasselbe  eine  große  Tragweite  hat  vom  philsophisdien 
Gesichtspunkt  aus.  Es  beweist  auf  schlagende  Weise  das  Un- 
zureichende, oder  vielmehr  die  Inkompetenz  der  Änschauung 
in  Sachen  der  Geometrie^)  und  insbesondere  der  Topologie, 
welche  doch  ganz  wesentlich  von  der  Anschauung  abzuhängen 
scheint.  Immerhin  darf  man  diese  Tragweite  nicht  überschätzen 
und  nicht  glauben,  daß  sie  jede  Möglichkeit  unterdrückt,  die 
Mannigfaltigkeiten  oder  Räume  nach  der  Dimensionenzahl  zu 
unterscheiden.  In  der  Tat  hat  man  bewiesen,  daß  eine  derartige 
Verwandtschaft  zwischen  zwei  Kontinuis  von  verschiedener  Dimen- 
sionenzahl nicht  zugleich  eineindeutig  und  stetig  sein  könne.  Ist 
sie  stetig  wie  die  vorstehende,  so  kann  sie  zwar  wohl  ein- 
deutig, aber  nicht  eineindeutig  sein.  Ist  sie  eineindeutig,  d.  h. 
zeigt  sie  die  gleiche  Elementenzahl  der  beiden  Kontinua  an,  so 
kann  sie  nicht  stetig  sein,  d.  h.  sie  hält  nicht  die  Nachbarschafts- 
beziehungen zwischen  den  Punkten  aufrecht;  sie  bewahrt  nicht  ihre 
Ordnung  und  ihre  Verknüpfungen.  Dieser  Satz  ist  der  Reihe 
nach  von  den  HH.  Thomae^),  Netto  ^),  G.  Cantor^),  bewiesen 
worden.  Diese  Beweise  erschienen  H.  Jürgens^)  unzureichend, 
der  sie  von  neuem  vervollständigt  und  verstärkt  hat.  Man  kann 
seinen  Beweis  in  einer  elementaren  und  fast  anschaulichen  Form 
darlegen.  Es  kann  nicht  eine  eineindeutige  und  stetige  Ver- 
wandtschaft zwischen  den  Punkten  einer  geradlinigen  Strecke 
und  denen  eines  Quadrates  geben.  Dies  ist  der  zu  beweisende 
Satz.  Nehmen  wir  in  der  Tat  an,  daß  dem  Punkt  P des  Qua- 
drates der  Punkt  Q des  Segments  entspräche  (Fig.  4);  einer  be- 
liebigen in  dem  Quadrat  gezogenen  und  den  Punkt  P enthalten- 
den Strecke  AB,  sollte  auf  der  Geraden  eine  Strecke  CD 
entsprechen,  welche  den  Punkt  Q enthält  und  stetig  zu- 
sammenhängend ist  (gemäß  der  angenommenen  Stetigkeit  der 


Vgl.  Sdiönflies,  Beiträge  zur  Theorie  der  Punktmengen,  Math. 
Ännalen,  Bd.  LVIII,  S.  295-334  (1904). 

2)  Göttinger  Nachrichten,  1878. 

2)  Journal  von  Grelle,  Bd.  LXXXVI. 
h Göttinger  Nachrichten,  1879. 

Der  Begriff  der  n-fachen  stetigen  Mannigfaltigkeit,  Jahresbericht 
der  deutschen  Mathematikervereinigung,  Bd.  VII,  S.  50— 55  (1899). 
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Verwandtschaft).  Ällein,  wenn  man  sodann  einen  Punkt  M des 
Quadrats  betrachtet,  welcher  dem  Punkt  P so  benachbart  ist 

als  man  will,  aber  nidit  auf 
AB  liegt,  so  wird  ihm  nidit 
ein  Punkt  entsprechen  können, 
der  so  benachbart  dem  Punkt  Q 
ist  als  man  will,  denn  dieser 
Punkt  müßte  auf  CD  liegen, 
was  der  Eindeutigkeit  der  Ver- 
wandtschaft widerspräche  (die 
Punkte  von  CD,  die  ja  schon 
sämtlich  den  Punkten  von  AB 
entsprechen,  können  nicht  an- 
deren Punkten  des  Quadrats 
entsprechen).  Wenn  also  diese 
eineindeutig  ist,  so  kann  sie  nicht  stetig  sein.^) 

Übrigens  ist  die  Verwandtschaft  des  H.  Peano  nur  in  einem 
Sinne  stetig;  den  Nachbarpunkten  der  Strecke  entsprechen  Nachbar- 
punkte des  Quadrats,  aber  nicht  umgekehrt:  einer  stetigen,  in 
dem  Quadrat  gezogenen  Linie  entspricht  in  der  Strecke  eine 
Punktmenge,  welche  nirgends  dicht  ist  und  welche  demzufolge 
weder  stetig  noch  aus  stetigen  Elementen  zusammengesetzt  sein 
kann.  Mit  einem  Wort,  eine  derartige  Verwandtschaft  kann 
nicht  sämtliche  Nachbarschaftsbeziehungen  zwischen  den  Punkten 
des  Quadrats  bewahren;  sie  bewahrt  deren  einige  (und  das  ist 
es,  was  die  Kurve  stetig  macht),  aber  sie  zerstört  auch  wieder 
andere  davon.  Jeder  fühlt  mehr  oder  weniger  unbestimmt,  daß 
ein  Punkt  einer  Fläche  mehr  Nachbarpunkte  besitzt,  als  ein  Punkt 
einer  Geraden.  Und  diese  Tatsache  ist  es,  die  der  Beweis  des 
H.  Jürgens  ausdrücht. 

So  sind  die  Kontinua  einer  verschiedenen  Dimensionenzahl 
nur  gleichwertig  und  ununterscheidbar  vom  Gesichtspunkt  der 
kardinalen  Anzahl  ihrer  Elemente;  sie  unterscheiden  sich  dagegen 
voneinander  durch  ihre  ordinalen  Eigenschaften.  Eine  Strecke, 

^)  Vgl.  L.  Mil  es  i,  Sulla  impossibile  coesistenza  della  univocitä  e 
della  continuitä  nella  corrispondenza  che  si  puo  stabilire  fra  due  spazi 
continui  ad  un  numero  differente  di  dimensioni,  Rivista  di  Matematica, 
Bd.  II.  S.  103  (1892). 


Fig.  4. 
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ein  Quadrat,  ein  Würfel  unterscheiden  sich  gegenseitig  voneinander 
keineswegs  als  Klassen  von  Punkten;  sie  unterscheiden  sidi  nur 
durch  die  Reihenfolge  und  Anordnung  ihrer  Punkte,  d.  h.  letzteres 
durch  die  zwischen  ihnen  hergestellten  Beziehungen,  da  ja  jede 
Ordnung  in  einem  System  von  Beziehungen  besteht.  In  Kon- 
sequenz davon  ist  das,  was  in  eigentlicher  und  wesentlicher 
Weise  die  Kontinua  von  mehreren  Dimensionen  (wie  das  lineare 
Kontinuum)  ausmacht,  nicht  eine  Mannigfaltigkeit  von  Punkten, 
sondern  eine  solche  von  Beziehungen.  Diese  Tatsache  hat  eine 
offenbare  philosophische  Tragweite;  sie  kennzeichnet  alles  in 
allem,  daß  der  Raum  nicht  eine  bloße  „Vielfachheit“,  sondern 
vielmehr  eine  geordnete  Vielfachheit  ist;  und  sie  erhärtet  die 
Auffassung  Leibniz’,  welcher  in  dem  Raum  vor  allem  eine  Form 
der  Anordnung  sah. 

Auf  folgende  Art  empfiehlt  es  sich  darum,  die  Mannigfaltig- 
keiten von  mehr  Dimensionen  zu  definieren.  Eine  eindimensio- 
nale Mannigfaltigkeit  ist  eine  einfache  Folge,  deren  Elemente 
absolute  Individuen  (Punkte)  sind.  Eine  zweidimensionale  Mannig- 
faltigkeit ist  eine  zweifache  Folge,  d.  h.  eine,  deren  Elemente 
ihrerseits  einfache  Folgen  sind.  Eine  dreidimensionale  Mannig- 
faltigkeitist eine  dreifache  Folge,  deren  Elemente  selbst  zweifache 
Folgen  sind  usw.  Oder  vielmehr,  weil  jede  Folge  im  Grunde 
genommen  in  einer  asymmetrischen  transitiven  Beziehung  steht, 
welche  deren  Elemente  ordnet,  so  ist  eine  eindimensionale 
Mannigfaltigkeit  eine  Beziehung  von  dem  Typus,  daß  seine 
Glieder  absolute  Individuen  (nicht  Relationen)  sind.  Eine  zwei- 
dimensionale Mannigfaltigkeit  ist  eine  Beziehung,  deren  Glieder 
selbst  Beziehungen  sind,  d.  h.  also  eine  Beziehung  von  Be- 
ziehungen. Eine  dreidimensionale  Mannigfaltigkeit  ist  eine  Be- 
ziehung, deren  Glieder  Beziehungen  von  Beziehungen  sind  usw. 
Die  Mannigfaltigkeit  wird  stetig  sein,  wenn  jede  der  Folgen  oder 
Beziehungen,  welche  sie  zusammensetzen,  stetig  ist.  Und  da  die 
Stetigkeit  auf  eine  rein  ordinale  Art  definiert  ist,  sieht  man,  daß 
diese  Definition  nur  ordinale  Begriffe  involviert  und  vollständig 
in  Beziehungen  besteht.^) 

Allein  eben  dadurch  enthält  diese  Definition  eine  bestimmte 


')  Russell,  a.  a.  0.,  § 354. 
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Anordnung  zwischen  den  Dimensionen:  nur  die  der  ersten  Di- 
mension entsprechenden  Folgen  sind  einfache  Folgen;  der  zweiten 
Dimension  entsprechen  zweifache,  der  dritten  dreifache  Folgen 
usw.  Und  es  ist  nun  die  Frage,  ob  dieselben  Elemente  (Punkte) 
einfache  Folgen  bezüglich  der  zweiten  und  der  dritten  . . . 
Dimension  bilden  können.  Diese  Eigenschaft  besteht  in  der 
Tatsache,  daß  das  Gebiet  einer  Beziehung  von  Beziehungen  der 
Bereich  einer  anderen  Beziehung  von  Beziehungen  sein  kann; 
anders  ausgedrückt:  die  gleiche  Mannigfaltigkeit,  welche  zunächst 
nach  der  einen  Dimension,  sodann  nach  einer  anderen  geordnet 
sein  könnte,  wird  zunächst  nach  der  zweiten  und  sodann  nach 
der  ersten  geordnet  sein  können,  derart,  daß  die  Dimensionen 
miteinander  vertauschbar  sein  werden.  Z.  B.  wird  eine  zwei- 
dimensionale Mannigfaltigkeit  betrachtet  werden  können  bald  als 
eine  Folge  U der  Folgen  . . . entsprechend  der  ersten 

Dimension,  bald  als  eine  Folge  V der  Folgen  v^,  Vg  . . . ent- 
sprechend der  zweiten.  Aber  die  Mannigfaltigkeit  läßt  sich 
betrachten  als  durch  die  Durchkreuzung  der  Folgen  der  ersten 
Ordnung:  u^y  z/3  . . . und  V2,  Vg  . . . begründet,  statt  durch 

die  Aufeinanderfolge  der  einen  oder  der  anderen.  Zu  größerer 
Klarheit  werden  wir  diese  Folgen  Linien  nennen  und  die  von 
ihnen  zusammengesetzte  Mannigfaltigkeit  eine  Fläche.  Bezeiciine 
also  S eine  Fläche,  welche  man  herstellen  kann,  sei  es  mittels 
des  Bündels  der  Linien  u,  sei  es  mittels  des  Bündels  der  Linien 
v;  diese  beiden  Bündel  werden  dann  dadurch  allein,  daß  sie 
der  gleichen  Fläche  angehören,  die  folgenden  Eigenschaften  be- 
sitzen^): 

1.  Jeder  Punkt  von  S gehört  einer  Linie  u und  einer  Linie 
V an.  In  der  Tat  kann  die  Mannigfaltigkeit  S definiert  werden, 
sei  es  als  Folge  der  zz,  sei  es  als  Folge  der  v:  es  muß  dann 
jeder  dieser  Punkte  einer  der  Linien  zz  und  einer  der  Linien  v an- 
gehören. 

2.  Umgekehrt  haben  eine  Linie  u und  eine  Linie  v immer 
einen  gemeinsamen  Punkt.  Denn  wenn  ein  Punkt  von  S einer 


1)  F.  Enriques,  Sülle  ipotesi  che  permettono  l’introduzione  delle 
coordinate  in  una  varietä  a piü  dimensioni,  Rendiconti  del  Circolo  mate- 
matico  di  Palermo,  Bd.  XII  (1898). 
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Linie  u z.  B.  angehörte,  ohne  einer  Linie  v anzugehören,  so 
würde  dies  entgegen  der  Ännahme  besagen,  daß  die  Gesamt- 
heit der  Linien  v nidit  die  der  Punkte  von  5 erschöpfe. 

3.  Seien  zwei  Linien  des  Bündels  v,  q . . . 

Punkte  von  v^,  . . . Punkte,  in  denen  den  Linien  ü 

begegnet,  welche  bezüglich  durdi  q gehen,  so  ist  die 

Ordnung  der  Punkte  b^^  q . . . die  gleiche  wie  die  der 

Punkte  öl  öl  q . . . In  der  Tat  ist  es  dieselbe  wie  die  der 
entsprechenden  Linien  u.  Zusammenfassend  ausgesprochen  stellt 
jede  Linie  u zwischen  den  Linien  v dieselbe  Ordnung  her,  wie 
die  Folge  V,  und  jede  Linie  v stellt  zwischen  den  Linien  u die- 
selbe Ordnung  her  wie  die  Folge  U.  Jede  Linie  u begegnet 
einem  einzigen  Punkte  jeder  Linie  v:  man  nennt  diese  beiden 
Bündel  einfachschneidend  (unisecants). 

Nach  dieser  Festsetzung  kann  man  die  Mannigfaltigkeit  der 
reellen  Zahlen  ebenso  sehr  dem  Punkt  einer  Linie  u (z.  B.  Uq) 
als  den  Punkten  einer  Linie  v (z.  B.  Vq)  entsprechen  lassen,  der- 
art, daß  die  Anordnung  der  Zahlen  die  gleiche  ist,  wie  die  der 
Punkte  (wobei  beide  Anordnungen  stetige  sind).  Hierin  besteht 
bekanntlich  das  gewöhnliche  Verfahren  zur  Darstellung  der 
Punkte  einer  Oberfläche  mittels  zweier  Koordinaten:  indem  jeder 
Punkt  von  S der  Schnitt  einer  Linie  u und  einer  Linie  v ist, 
werden  seine  Koordinaten  die  beiden  reellen  Zahlen  sein,  welche 
bezüglich  diesen  beiden  Linien  entsprechen.  Allein  die  so  her- 
gestellte Verwandtschaft  ist  nidit  notwendigerweise  stetig^);  da- 

Eine  Verwandtschaft  zwischen  zwei  geordneten  Mannigfaltig- 
keiten ist  stetig,  wenn  den  Nachbarpunkten  der  einen  die  Nachbarpunkte 
der  anderen  entsprechen;  mit  anderen  Worten,  wenn  den  Punkten  der 
einen,  welche  zur  Grenze  den  Punkt  P besitzt,  die  Punkte  der  anderen 
entsprechen,  welche  den  dem  P entsprechenden  Grenzpunkt  P'  hat. 
Z.  B.  kann  man  auf  der  Fläche  eine  Linie  sich  ausdenken,  welche  in  sich 
stetig  ist,  d.  h.  eine  Mannigfaltigkeit  von  Punkten  besitzt,  die  unter 
sich  eine  stetige  Ordnung  haben,  aber  die  nicht  stetig  auf  der  Fläche 
ist,  d.  h.  von  der  Art,  daß  die  Nachbarpunkte  auf  der  Linie  auch  Nach- 
barpunkte auf  der  Fläche  sind.  Eine  Linie  wird  auf  der  Fläche  stetig 
sein,  wenn  sie  einen  Punkt  gemein  hat  mit  jeder  Linie  u und  mit  jeder 
Linie  v,  und  wenn  die  durch  gewisse  ihrer  Punkte  hindurchgehenden 
Linien  jeden  Bündels  in  ihrem  Bündel  die  gleiche  Anordnung  besitzen, 
wie  diese  Punkte  (Enriques,  a.  a.  0.,  § 3).  Man  sieht,  daß  diese  neue 
Stetigkeitsart  wieder  auf  eine  rein  ordinale  Art  definiert  ist. 
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mit  sie  es  sei,  genügt  die  Ännahme,  daß  die  Fläche  S ein  drittes 
Bündel  von  Linien  w trage,  welches  unisekant  ist  bezüglich  der 
beiden  ersten  u,  v.  Das  ist  die  Bedingung,  auf  Grund  deren  die 
Mannigfaltigkeit  der  Punkte  der  Fläche  5 auf  eine  stetige  Ärt 
dargestellt  werden  kann  durch  die  Mannigfaltigkeit  der  Systeme 
von  zwei  reellen  Zahlen;  mit  anderen  Worten,  daß  die  Fläche  S 
durch  zwei  Koordinaten  sidi  darstellen  läßt. 

Desgleichen  kann  man,  wenn  eine  dreidimensionale  Mannig- 
faltigkeit (nach  Art  von  Riemann)  als  eine  einfache  Folge  von 
Flächen  (stetigen  zweidimensionalen  Mannigfaltigkeiten)  definiert 
gegeben  ist,  zunächst  zeigen,  daß  sie  durch  drei  Bündel  von 
Flächen  a,  ß,  y (wobei  die  Flächen  a und  ß sich  nach  den 
Linien  c,  die  Flächen  ß und  y nach  den  Linien  a,  und  die 
Flächen  y und  a nach  den  Linien  b sich  schneiden)  hergestellt 
werde.  Wenn  nämlich  a das  erzeugende  Bündel  ist,  so  ist 
jeder  Punkt  einer  Fläche  a der  Schnitt  einer  Linie  b und  einer 
Linie  c dieser  Fläche  (deren  einander  durchkreuzende  Bündel 
sie  konstituieren),  und  liegt  zugleich  auf  einer  der  der  dritten 
Dimension  entsprechenden  Linien  a.  Aber  diese  Linie  a be- 
stimmt mit  dieser  Linie  b eine  Fläche  des  Bündels  y und  mit 
dieser  Linie  c eine  Fläche  des  Bündels  ß.  Ist  diese  Mannig- 
faltigkeit derart  definiert,  so  wird  man  sie  auf  eine  stetige  Art 
durch  drei  Koordinaten  (geknüpft  bezüglich  an  die  Flächen  «,  ß 
und  y)  darstellen  können , sobald  ein  viertes  Bündel  der 
Flächen  J vorhanden  ist,  welche  die  Flächen  a,  /?,  y nach  Linien 
schneiden  und  die  Linien  ö,  b,  c wieder  in  einfachen  Punkte.^) 

Das  ist  die  (hinreichende,  wenn  nicht  notwendige)  Bedingung 
dafür,  daß  eine  mehrdimensionale  Mannigfaltigkeit,  die  durch 
lineare  stetige  Folgen  definiert  ist,  selbst  stetig  sei.  Es  reicht  in 
der  Tat  nicht  hin,  daß  sie  durch  Bündel,  die  für  sich  stetig  sind, 
konstituiert  werde:  es  ist  noch  überdies  notwendig,  daß  zwischen 
den  verschiedenen  Bündeln  ein  stetiger  Zusammenhang  bestehe, 
und  daß  dieser  Zusammenhang  verbürgt  oder  aufgezeigt  werde 
durch  den  eines  Hilfsbündels,  welches  die  anderen  der  Quere 
nach  schneidet  und  dadurch  zwischen  ihnen  eine  sozusagen 
diagonale  Verwandtschaft  herstellt. 


^)  Enriques,  a.  a.  O.,  § 14. 
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Die  zwischen  jedem  Punkt  einer  mehrdimensionalen  Mannig- 
faltigkeit und  dem  System  der  reellen  Zahlen,  die  ihre  Koordi- 
naten darstellen,  hergestellte  Verwandtschaft,  ist,  wenn  nicht  der 
Ursprung,  zum  mindesten  der  Seinsgrund  der  komplexen 
Zahlen.  Eine  komplexe  n-dimensionale  Zahl  ist  wirklich,  wie 
man  sagt,  das  in  einer  bestimmten  Ordnung  genommene  System 
von  reellen  Zahlen.  Äber  welchen  Grund  hätte  man,  solche 
Systeme  zu  bilden  und  zu  betrachten,  wenn  nicht,  um  die 
Elemente  einer  n- dimensionalen  Mannigfaltigkeit  darzustellen? 
Die  Anordnung,  die  man  ihnen  zuweist,  hat  keinen  anderen 
Zweck,  als  zu  bestimmen,  weldie  Dimension  jedem  von  ihnen 
entspridit.  Man  kommt  dahin  audh  durdi  die  Betrachtung  eines 
jeden  von  ihnen  als  Koeffizienten  einer  besonderen  Einheit, 
welche  man  sodann  mit  den  anderen  vertauschen  kann  (wobei 
man  ihm  seinen  Index  oder  seine  Nummer  erhält),  und  gelangt 
so  dazu,  die  komplexen  Zahlen  als  „auf  /z-Haupteinheiten“  sidi 
beziehend  aufzufassen.  Auf  alle  Fälle  ist  die  Tatsache,  welche 
die  Einheit  der  komplexen  Zahlen  ausmadit  und  das  Band 
zwischen  den  sie  zusammensetzenden  Zahlen  darstellt,  die,  daß 
sie  ein  einziges  und  bestimmtes  Element  einer  n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit  darstellt. 

Es  empfiehlt  sich,  eine  strengere  Definition  der  komplexen 
Zahlen  zu  geben;  in  der  Tat  heißt  sagen,  daß  eine  komplexe  Zahl 
das  System  von  n reellen  Zahlen  sei,  wie  es  scheint  soviel,  als 
den  Fall  ausschließen,  wo  zwei  oder  mehrere  dieser  Zahlen 
gleich  (d.  h.  identisch)  wären.  Es  ist  daher  besser  zu  sagen, 
daß  eine  komplexe  Zahl  eine  kouniforme  Beziehung  zwisdien 
den  reellen  Zahlen  und  den  n ersten  ganzen  Zahlen  sei  (oder 
eine  eindeutige  Beziehung  zwischen  den  n ersten  ganzen  Zahlen 
und  den  reellen  Zahlen).  Und  wirklich  ist  in  einer  komplexen 
Zahl  (Xi,  X2,  . . . Xn)  jedes  Element  eine  reelle,  von  ihrem  Index 
abhängige  Zahl  (/,  2,  ...  n),  und  diese  Funktion  ist  kouniform, 
d.  h.  jedem  Index  entspricht  eine  einzige  reelle  Zahl;  aber  die- 
selbe reelle  Zahl  kann  mehreren  Indices  entsprechen.^) 

Wir  sagten,  daß  die  Elementargeometrie  die  Begriffe  der 
Linie  und  Fläche  im  allgemeinen  nidit  benötige.  Trotzdem  gibt 


1)  Russell,  a.  a.  O.,  §360. 
Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik. 
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es  einen  Zweig  der  Geometrie,  wo  man  die  Linien  als  solche 
betrachtet;  es  ist  das  jener  Zweig,  weldien  Riemann  die 
Analysis  der  Lage  nannte,  mit  einem  von  Leibniz  entlehnten 
Ausdrucke,  den  er  aber  in  einem  anderen  Sinne  gebrauchte.^) 
Er  verstand  darunter  das  Studium  der  „stetigen  Größen“,  aber 
nicht  in  ihren  Maßbeziehungen  betrachtet,  sondern  bloß  in  ihren 
wechselseitigen  Orts-  und  Lagenbeziehungen.  Diese  Definition 
enthält  ein  Wort  zuviel:  „Größe“,  da  speziell  die  Analysis 
situs  von  der  Größe  vollständig  abstrahiert,  und  unterscheidet 
nicht  in  ausreichender  Weise  diesen  Wissenszweig  von  der  pro- 
jektiven Geometrie,  welche  ebenfalls  eine  Betrachtung  der  Lagen- 
beziehungen ist.^)  Zur  größeren  Schärfe  und  Bequemlichkeit 
werden  wir  diesen  Wissenszweig  mit  gewissen  deutschen  und 
englischen  Autoren  Topologie  nennen.^) 

H.  Enriques  nennt  ihn  die  Theorie  von  den  Verknüp- 
fungen;^) und  so  hat  ihn  Riemann  auch  wirklich  verstanden  zu 
Zwecken  seiner  Funktionentheorie.  Er  unterscheidet  die  einfach 

y Wie  Riemann  selbst  zugibt:  „Bei  der  Untersuchung  der  Funk- 
tionen, welche  aus  der  Integration  vollständiger  Differentialien  entstehen, 
sind  einige  der  Analysis  situs  angehörige  Sätze  fast  unentbehrlich. 
Mit  diesem  von  Leibniz,  wenn  auch  vielleicht  nicht  ganz  in  derselben 
Bedeutung,  gebrauchten  Namen  darf  wohl  ein  Teil  der  Lehre  von  den 
stetigen  Größen  bezeichnet  werden,  welcher  die  Größen  nicht  als  unab- 
hängig von  der  Lage  existierend  und  durcheinander  meßbar  betrachtet, 
sondern  von  den  Maßverhältnissen  ganz  absehend,  nur  ihre  Orts-  und 
Gebietsverhältnisse  der  Untersuchung  unterwirft.“  Lehrsätze  aus  der  Ana- 
lysis situs  etc.,  Journal  von  Grelle,  Bd.  LIV  (1857).  In  seiner  berühmten 
Dissertation  „Über  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zugrunde  liegen 
(1854)“,  spielt  Riemann  auf  dieselbe  Wissenschaft  an  (I,  § 1)  und  sagt, 
daß  man  zwei  Größen  nicht  miteinander  vergleichen  könne,  wenn  die 
eine  nicht  ein  Teil  der  anderen  sei.  Das,  was  er  unter  den  Gebietsver- 
hältnissen versteht,  ist  also  die  Beziehung  des  Enthaltenden  zum  Ent- 
haltenen, oder  des  Ganzen  zum  Teil,  was  die  grundlegende  Beziehung 
des  Klassenkalküls  ist.  Nach  dieser  Auffassung  würde  die  Topologie 
mit  der  Mannigfaltigkeitslehre  zusammenfallen. 

^)  In  der  Tat  ist  es  die  projektive  oder  darstellende  Geometrie, 
der  die  Analysis  situs  des  Leibniz  entspricht. 

^)  Es  ist  gut  ein  einfaches  Wort  zu  haben,  um  davon  Ableitungen 
bilden  zu  können  (topologisch). 

4)  Questioni  riguardanti  la  Geometria  elementare,  Art.  I,  § 4 (Bologna, 
1900);  Sulla  spiegazione  psichologica  dei  postulati  della  Geometria,  Rivista 
filosofica  (März  bis  April  1901). 
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zusammenhängenden  und  die  mehrfach  (doppelt,  dreifach  . . .)  zu- 
sammenhängenden Flächen.  Eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  ist  eine  derartige  Fläche,  daß  eine  auf  ihr  gezogene,  ge- 
schlossene Linie  einen  Teil  dieser  Fläche  einschließt.  Wenn  man 
auf  einer  Fläche  n geschlossene  Linien  ziehen  kann,  welche  ge- 
trennt oder  vereint  keinen  Teil  dieser  Fläche  einschließen,  welche 
aber  mit  jeder  anderen  geschlossenen  ein  Flächenstück  ein- 
schließen, so  ist  diese  Fläche  (n-(-/)-fach  zusammenhängend. 
Eine  (n  /)-fach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt  sich  in 
eine  n-fach  zusammenhängende  Fläche  mit  Hilfe  eines  beliebigen 
Schnittes,  wenn  nur  dieser  sie  nicht  teilt,  und  kann  demzufolge 
mit  Hilfe  von  Schnitten  in  eine  einfadi  zusammenhängende  Fläche 
verwandelt  werden.  Nach  dieser  Festsetzung  sind  das  wesent- 
liche Objekt  der  Topologie  die  Zusammenhänge  der  Flächen  und 
allgemeiner  die  Beziehungen  der  Nachbarschaft  und  Stetigkeit 
zwischen  den  Punkten  der  Linien  und  der  Flächen,  wobei  von 
der  Größe  dieser  Figuren  und  selbst  von  ihrer  Gestalt  abstrahiert 
wird.  Noch  genauer  gesprochen  sind  die  Zusammenhänge  die 
Invarianten  der  eindeutigen  und  stetigen  Transformationen,  sodaß 
diese  Transformationen  die  einzigen  sind,  welche  die  Topologie 
annimmt.  Man  denke  sich  ein  Strähn  von  ineinander  verwirrten 
und  verknoteten  Fäden,  eine  oder  mehrere  gekrümmte  und  inein- 
ander verwickelte  Flächen,  und  man  entfalte  sie,  ohne  irgend 
etwas  zu  schneiden  oder  zu  zerreißen  (so  als  ob  diese  Fäden 
und  Flächen  aus  einem  vollständig  dehnbaren  und  elastischen 
Stoffe  hergestellt  wären),  und  ohne  auch  irgend  etwas  zu  kleben: 
dann  hat  man  eine  Idee  von  den  Transformationen,  welche  die 
Topologie  charakterisieren.  Wenig  verschlägt,  ob  jene  Linien 
gerade  oder  gekrümmt  sind,  ob  jene  Flächen  eben  oder  krumm 
sind;  wenig  kommt  es  auch  auf  ihre  relative  Größe  an,  man 
kann  sie  unbeschränkt  ausdehnen  oder  zusammenziehen,  sofern 
man  nur  keine  Lösung  des  stetigen  Zusammenhanges  (noch 
irgend  einen  neuen  Zusammenhang)  herbeiführt.  Der  gordische 
Knoten  war  ein  Problem  der  Topologie:  Alle  Knoten,  alle 
„Fragen  des  Orients“  sind  andere  solche  Probleme.^)  Daß  ein 


^)  Eine  berühmte  topologische  Frage  ist  das  durch  Euler  behandelte 
Problem  der  Brücken  von  Königsberg;  Da  die  Stadt  Königsberg 
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Mann,  welcher  die  Hände  gebunden  hat,  seine  Weste  um- 
drehen und  sie  verkehrt  anziehen  könne  — ist  ein  Satz  der 
Topologie. 

Doch  hat  dieser  Wissenszweig  nicht  nur  das  Studium  der 
Zusammenhänge  zum  Objekt^),  und  kann  überdies  der  Begriff 
des  Zusammenhanges  nicht  als  ursprünglich  betrachtet  werden. 
Wirklich  läßt  sich  dieser  Begriff,  wie  man  gesehen  hat,  mit  Hilfe 
desjenigen  der  geschlossenen  Kurve  definieren.  Äber  audi 
dieser  ist  schon  sehr  zusammengesetzt  und  schwer  definierbar. 
Er  gibt  Veranlassung  zu  einem  grundlegenden  Satz  der  Topo- 
logie, nämlich  dem  folgenden:  „Eine  geschlossene  ebene  Kurve 
teilt  ihre  Ebene  in  zwei  getrennte  Gebiete,  d.  h.  in  solche,  daß 
jede  stetige  Linie,  welche  einen  Punkt  des  einen  und  einen 
Punkt  des  anderen  Gebietes  verbindet,  notwendigerweise  die 
Kurve  schneidet  (mindestens  einen  Punkt  mit  ihr  gemein  hat).“ 
Dieser  Satz  scheint  elementar  und  ist  lange  Zeit  als  unmittelbar 
klar  angenommen  worden,  trotzdem  (oder  vielmehr  eben  deshalb) 
ist  er  erst  durch  H.  Jordan  bewiesen  worden^):  und  diese  Tat- 
sache allein  zeigt,  welcher  Unterschied  zwischen  der  logischen 
Strenge  und  der  sog.  Evidenz  der  Anschauung  beruht.  Selbst 
der  Beweis  des  H.  Jordan  erschien  noch  mehreren  Mathematikern 
unzureichend,  weil  er  die  Wahrheit  des  Satzes  für  den  Fall 
eines  einfachen  Polygons  fordert.^)  Es  ist  wahr,  daß  man  ihn, 
wie  man  sehen  wird  (S.  183),  in  diesem  Falle  streng  beweisen 
kann,  mit  Hilfe  der  Grundsätze  der  darstellenden  Geometrie.  Man 
kann  ihn  auch,  wie  es  H.  Veblen  tut,  auf  eine  allgemeine  Art 


eine  Insel  umfaßt,  welche  durch  mehrere  Brücken  mit  den  Ufern  der 
Pregel  verbunden  ist,  so  handelt  es  sich,  einen  geschlossenen  Weg  zu 
beschreiben,  welcher  ein  einziges  Mal  über  jede  dieser  Brücken  führt. 
Siehe  Rouse-Ball,  Mathematische  Probleme  und  Unterhal- 
tungen, Paris,  Hermann,  1898. 

^)  So  ist  z.  B.  die  Frage  nach  der  Zahl  der  notwendigen  Farben,  um 
die  Gebiete  einer  geographischen  Karte  zu  unterscheiden,  von  der  Topo- 
logie abhängig.  Siehe  P.  Wernicke,  Über  den  kartographischen  Vier- 
farbensatz, Math.  Ännalen,  Bd.  LVIII  (1904),  wo  man  eine  Bibliographie 
dieser  merkwürdigen  Frage  findet. 

2)  Cours  d’Änalyse,  II.  Äufl.,  Bd.  I,  S.  92. 

3)  Oswald  Veblen,  Theory  on  plane  curves  in  non-metrical  Änalysis 
situs,  Transactions  of  the  American  Math.  Society,  Bd. VI,  S. 83  (1905). 
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und  Weise  beweisen,  indem  man  eine  niditmetrisdie  Definition 
der  einfachen  Kurve  gibt,  was  den  Vorteil  hat,  die  Topologie 
von  der  metrischen  Geometrie  unabhängig  zu  machen.  Endlich 
hat  H.  Schönflies  bemerkt,  daß  diese  Eigenschaft,  daß  eine  ge- 
schlossene Kurve  die  Ebene  in  zwei  getrennte  Gebiete  teilt, 
nicht  umkehrbar  ist,  d.  h.  daß  es  Punktmannigfaltigkeiten  gibt, 
welche  die  Ebene  auf  diese  Ärt  teilen  und  nicht  stetige  Kurven 
sind^);  und  er  definiert  folgendermaßen  die  geschlossene  ein- 
fache Kurve:  „Sie  ist  eine  perfekte  Menge  von  Punkten  C, 
welche  die  Ebene  in  zwei  Gebiete  A (äußere)  und  / (innere) 
teilen,  derart  daß:  1.  zwei  beliebige  Punkte,  sei  es  von  Ä, 
sei  es  von  /,  verbunden  werden  können  durch  eine  einfache 
Linie,  welche  C nicht  begegnet;  2.  jeder  Punkt  von  C sich  mit 
einem  beliebigen  von  A oder  von  / verbinden  läßt  durch  eine 
einfache  in  A oder  / vollständig  enthaltene  Linie.“  Äus  den 
Bedingungen  des  eben  ausgesprochenen  Satzes  folgt,  daß  ein 
Punkt  von  A und  ein  Punkt  von  I sich  verbinden  lassen  durch 
eine  einfache  Linie,  welche  nur  einen  Punkt  mit  C gemein  hat. 
Derselbe  Äutor  beweist,  daß  jede  geschlossene  einfache  Kurve 
durch  eine  eineindeutige  und  stetige  ^Transformation  in  eine 
Kreislinie  sich  verwandeln  läßt:  derart,  daß  sie  vom  topologischen 
Standpunkt  einem  Kreis  „ähnlich“  oder  „gleichwertig“  ist.^)  Das 
ist  wohl  die  Auffassung,  die  man  sich  für  gewöhnlich  davon 
bildet;  allein  man  sieht,  wie  schwierig  es  ist,  einen  Begriff 
logisch  zu  definieren,  der  für  die  Anschauung  so  einfach  zu 
sein  scheint. 

Von  dieser  Art  ist  die  Theorie,  in  der  die  Begriffe  der 
Linie  und  der  Fläche  im  allgemeinen  grundlegende  sind.  Sie  ist 
außerordentlich  schwierig  und  noch  wenig  fortgeschritten  und  hat, 
wie  man  sieht,  nichts  gemein  mit  der  elementaren  Geometrie. 
Noch  mehr:  sie  profitiert  weniger  von  der  Geometrie  als  von 
der  Analysis,  denn  wenn  wir  uns  nicht  irren,  ist  sie  vor  allem 


y Über  einen  grundlegenden  Satz  der  Analysis  Situs,  Göttinger 
Nachrichten,  1902;  Beiträge  zur  Theorie  der  Punktmengen,  Math.  Annalen, 
Bd.  LVIII  (1904). 

2)  Vgl.  G.  Combebiac,  Geometrie  et  Metrique,  Revue  des  Idecs 
(15.  Mai  1905). 
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aus  der  Betraditung  der  „Wege“  hervorgegangen,  die  man  die 
komplexen  Variabein  besdireiben  läßt,  und  der  „Riemannschen 
Flächen“,  die  man  sidi  als  Bahnen  für  gewisse  „Funktionszweige“ 
dienend  denkt.  So  ist’s  die  rein  analytische  Funktionentheorie, 
welche  zur  Entstehung  soldier  Probleme  der  Lage  und  Anordnung 
geführt  hat,  die  nur  von  der  Anschauung  abhängig  zu  sein 
scheinen. 

§ B.  Projektive  Geometrie. 

Wenn  man  die  Topologie  beiseite  läßt,  diesen  vereinzelten 
und  noch  wenig  entwickelten  Zweig  der  Geometrie,  von  dem 
man  immerhin  den  ihm  gebührenden  Platz  und  Rolle  anzeichnen 
mußte,  so  knüpfen  sich  alle  geometrischen  Theorien  an  drei 
Lehrgebäude  und  zwar  die  folgenden:  die  projektive  Geometrie, 
die  darstellende  Geometrie  und  die  metrische  Geometrie.  Diese 
drei  Geometrien  unterscheiden  sich  nicht  durch  ihr  Objekt 
(welches  gleich  ist  oder  es  doch  sein  kann),  sondern  durch  ihre 
Axiome  und  vor  allem  durch  ihre  Grundbegriffe.  Alle  diese 
drei  haben  als  Grundbegriff  gemein  den  Punkt.  Aber  die  pro- 
jektive Geometrie  fügt  ihm  als  zweiten  Grundbegriff  die  projektive 
(unbegrenzte)  Gerade  hinzu;  die  darstellende  Geometrie  die 
geradlinige  Strecke,  und  die  metrische  Geometrie  die  Entfernung, 
die  Kongruenz  oder  die  Bewegung.  Wir  werden  der  Reihe 
nach  die  Grundlagen  dieser  drei  Disziplinen  darlegen. 

Die  projektive  Geometrie  betrachtet  ausschließlich  die  projek- 
tiven Eigenschaften  der  Figuren,  d.  h.  diejenigen,  welche  sich 
nicht  ändern,  wenn  man  eine  Figur  durch  Projektion  transformiert. 
Das  Werkzeug  dieser  Projektion  ist  die  unbegrenzte  gerade 
Linie;  dieses  Moment  ist  es,  welches  die  grundlegende  Rolle 
erklärt^  die  die  Gerade  in  dieser  Disziplin  spielt.  Die  projektive 
Geometrie  wird  auch  Lagengeometrie  genannt,  aber  diese  Be- 
nennung ist  zu  weit;  sie  könnte  fast  ebensogut  auf  die  Topo- 
logie und  auf  die  darstellende  Geometrie  angewendet  werden. 
Von  allen  möglichen  relativen  Lagen  betrachtet  die  projektive 
Geometrie  nur  die  in  geradlinigen  Reihen,  d.  h.  die  Tatsache, 
daß  mehrere  Punkte  ein  und  derselben  Geraden  angehören. 
Um  eine  Übersicht  der  logischen  Begründung  dieses  Wissens- 
zweiges zu  geben,  werden  wir  nun  die  Postulate  aufzählen, 
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welche  zur  Begründung  genügen,  und  die  Hauptsätze  ausspredien, 
welche  daraus  folgen.^) 

Die  ersten  Postulate  der  projektiven  Geometrie  beziehen  sich 
auf  den  undefinierbaren  Begriff  des  Punktes: 

„I.  Die  Punkte  bilden  eine  Klasse.“ 

„II.  Es  gibt  (mindestens)  einen  Punkt.“ 

„III.  Wenn  a ein  Punkt  ist,  so  existiert  ein  von  a ver- 
schiedener Punkt.“ 

Die  gerade  Linie  ist,  wie  wir  sagten,  der  zweite  undefinier- 
bare Begriff.  Seien  zwei  Punkte  a und  b,  so  gibt  es  ein  Ding, 
das  man  die  Gerade  nennen  wird,  und  das  durch  die  folgenden 
Postulate  gekennzeichnet  wird: 

„IV.  Wenn  a und  b zwei  verschiedene  Punkte  sind,  so  ist 
die  Gerade  ab  eine  Klasse.“ 

„V.  Jedes  Individuum  dieser  Klasse  ist  ein  Punkt.“ 

„VI.  Wenn  a und  b zwei  verschiedene  Punkte  sind,  so  ist 
die  Gerade  ab  enthalten  in  der  Geraden  öa“;  woraus  unmittel- 
bar hervorgeht,  daß  sie  mit  ihr  zusammenfällt  (d.  h.  mit  ihr 


1)  Die  folgende  Darstellung  ist  ein  Huszug  aus  der  Äbhandlung  von 
H.  Pieri:  I principii  della  Geometria  di  posizione  composti  in  sistema 
logico  deduttivo,  Memorie  della  R.  Äccademia  delle  Scienze  di  Torino, 
II.  Reihe,  Bd.  XLVIII  (1898).  Vgl.  die  folgenden  Abhandlungen  desselben 
Autors:  Sui  principii  die  reggono  la  Geometria  di  posizione  et  Sugli 
enti  primitivi  della  Geometria  projettiva  astratta,  Atti  della  R.  Acca- 
demia  delle  Scienze  di  Torino,  Bd.  XXX— XXXII  (1895—97);  Un  sistema 
di  postulati  per  la  Geometria  projettiva  astratta  degl’iperspazi,  Revue 
de  [Mathematiques , Bd.  VI  (1896);  Nuovo  modo  di  svolgere  deduttiva- 
mente  la  Geometria  projettiva,  Rendiconti  del  R.  Istituto  Lombardo, 
Bd.  XXXI  (1898).  In  dieser  letzten  Abhandlung  baut  H.  Pieri  die  ganze 
projektive  Geometrie  auf  die  beiden  Grundbegriffe  des  Punktes  und 
der  Homographie  auf,  desgleichen  baut  er  die  Maßgeometrie  auf  die 
beiden  Grundbegriffe  des  Punktes  und  der  Bewegung  auf  (siehe  § D). 
Endlich  hat  derselbe  Autor  die  Geometrie  der  Geraden  oder  des  (nach 
Plücker)  als  Mannigfaltigkeit  von  Geraden  aufgefaßten  Raumes  auf 
eine  logische  Form  reduziert:  Sui  principii  che  reggono  la  Geometria 
delle  rette,  Atti  della  R.  Äccademia  di  Torino,  Bd.  XXXVI  (1901);  und 
die  projektive  komplexe  Geometrie,  d.  h.  diejenige,  welche  die  sog. 
imaginären  Elemente  (Punkt,  Gerade  und  Ebene)  umfaßt:  Nuovi  prin- 
cipii di  Geometria  projettiva  complessa,  Memorie  della  R.  Äccademia 
di  Torino,  Bd.  LV  (1905). 
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identisch  ist);  auf  diese  Art  hat  die  projektive  Gerade  keinen 
bestimmten  Sinn. 

„VII.  Wenn  a und  b verschiedene  Punkte  sind,  so  gehört 
a der  Geraden  ab  an“;  und  infolgedessen  gehört  auch  b 
ihr  an. 

„VIII.  Wenn  a und  b verschiedene  Punkte  sind,  so  enthält 
die  Gerade  ab  mindestens  einen  von  a und  b verschiedenen 
Punkt.  “ 

Man  wird  die  Nützlichkeit  dieser  Existentialpostulate  (II,  III, 
VIII)  bemerken:  In  einer  streng  logischen  Theorie  betrachtet  man 
keinen  einzigen  Punkt,  ohne  dessen  Existenz  bewiesen  oder  ge- 
fordert zu  haben.  Allein  man  bedarf  zum  Beweise  der  Existenz 
eines  Punktes  einige  Existentialpostulate,  welche  das  Vorhanden- 
sein dieses  oder  jenes  Punktes  behaupten,  wenn  diese  und  diese 
anderen  Punkte  existieren.  Es  handelt  sich  übrigens  nur  um  eine 
logische  und  ideelle  Existenz;  dies  kommt  im  Grunde  darauf 
heraus  zu  sagen,  daß  dieser  oder  jener  Punkt  durch  diese  und 
diese  anderen  Punkte  bestimmt  sei. 

„IX.  Wenn  a und  b verschiedene  Punkte  und  c ein  von  a 
verschiedener  Punkt  der  Geraden  ab  ist,  so  ist  b ein  Punkt 
der  Geraden  ac.“ 

„X.  Unter  derselben  Voraussetzung  ist  die  Gerade  ac  in 
der  Geraden  ab  enthalten“,  woraus  unmittelbar  folgt,  daß  diese 
zwei  Geraden  zusammenfallen  (identisch  sind).  Man  kann  sodann 
beweisen,  daß,  wenn  c und  d zwei  voneinander  verschiedene 
Punkte  der  Geraden  ab  sind,  diese  mit  der  Geraden  cd  zu- 
sammenfällt; mit  anderen  Worten,  daß  eine  Gerade  durch  zwei 
beliebige  ihrer  Punkte  bestimmt  ist.^) 

Man  definiert  sodann  die  Beziehung  der  Zugehörigkeit  zu 
einer  Geraden:  Drei  Punkte  sind  kollinear,  wenn  sie  einer  und 
derselben  Geraden  angehören.  Drei  Punkte  sind  notwendiger- 
weise kollinear,  wenn  zwei  von  ihnen  zusammenfallen  (identisch 
sind). 

Um  aus  der  Geraden  herauszugehen  und  mehrere  Gerade 
betrachten  zu  können,  muß  man  folgendes  Existentialpostulat 
annehmen: 

^)  So  läßt  sich  diese  Eigenschaft  der  Geraden,  welche  oft  als  deren 
Definition  dient,  von  einfacheren  Postulaten  ableiten. 
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„XL  Wenn  n,  b zwei  voneinander  verschiedene  Punkte 
sind,  so  existiert  mindestens  ein  Punkt,  der  nicht  der  Geraden 
ab  angehört.“  Woraus  man  schließen  kann,  daß  mehrere  Gerade 
existieren  (sechs  zum  mindensten,  kraft  des  Postulates  VIII). 

Um  zum  Begriff  der  Ebene  zu  gelangen,  benötigt  man  noch 
ein  Postulat: 

„XII.  Wenn  n,  b,  c drei  nicht  kollineare  Punkte  sind,  a'  ein 
von  b und  c verschiedener  Punkt  der  Geraden  bc,  und  b‘  ein 
von  a und  c verschiedener  Punkt  von  ac  ist,  so  treffen  sich  die 
Geraden  aa'  und  bb‘.''  Dies  ist  wieder  ein  Existentialpostulat: 
„Es  existiert  ein  den  Geraden  aa*  und  bb‘  gemeinsamer  Punkt“. 
Dieses  Postulat  hat  zur  Konsequenz,  daß  zwei  beliebige  Geraden 
derselben  Ebene  einander  immer  treffen,  (was  die  Geometrie 
Euklids  und  diejenige  Lobatchewskys  ausschließt).  Wenn  man 
mit  abc  die  Gesamtheit  der  Punkte  bezeichnet,  die  auf  irgend 
einer  durch  a und  durch  einen  Punkt  von  bc  gehenden  Geraden 
liegen,  so  lassen  sich  mittels  des  vorstehenden  Postulats  die 
folgenden  Identitäten  beweisen: 

abc  — acb  — bac  — bca  — cab  = cba. 

Die  so  bestimmte  Figur  (Gesamtheit  von  Punkten)  wird  ge- 
mäß der  Definition  die  Ebene  abc  sein,  (wobei  die  Ordnung 
der  drei  Buchstaben  gleichgiltig  ist). 

Wenn  d,  e,  f drei  nicht  kollineare  Punkte  einer  Ebene  abc 
sind,  so  fällt  diese  mit  der  Ebene  d ef  zusammen.  Anders  aus- 
gesprochen, eine  Ebene  ist  durch  drei  ihrer  nicht  kollinearen 
Punkte  bestimmt.  Es  ergibt  sich  daraus  unmittelbar,  daß  eine 
Ebene  jede  Gerade  vollständig  enthält,  von  der  sie  zwei  Punkte 
enthält.  So  wird  die  Eigenschaft  bewiesen,  deren  man  sich  ge- 
wöhnlich zur  Definition  der  Ebene  bedient. 

Führen  wir  hier  eine  Schreibweise  ein,  deren  wir  bedürfen 
werden.  Ebenso  wie  die  durch  zwei  Punkte  bestimmte  Gerade 
als  Produkt  dieser  Punkte  angezeigt  wird,  so  läßt  sich  der  durch 
zwei  Gerade  bestimmte  Punkt  (d.  h.  ihr  Schnitt)  als  das  Produkt 
dieser  Geraden  bezeichnen.  So  stellt  (ab*  cd)  den  Schnittpunkt 
der  Geraden  ab  und  cd  dar.^) 


y Diese  Schreibweise  stammt  aus  dem  Graßmannschen  Äusdehnungs- 
kalkül. 
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Man  kann  jetzt  den  vierten  harmonisdien  Punkt  zu  drei 
kollinearen  Punkten  a,  b,  c oder  den  zu  c bezüglich  a und  b 
harmonisdi  konjugierten  definieren.  Es  ist  dies  ein  Punkt  x 
der  Geraden  ab,  mit  der  Eigenschaft,  daß  zwei  verschiedene 
Punkte  ü und  v existieren,  die  nicht  ab  angehören  und  mit  c 
auf  einer  Geraden  liegen  und  zwar  so,  daß  die  Schnittpunkte 
(au^bv),  (av^bü)  mit  x auf  einer  Geraden  liegen  (Fig.  5).  Wie 
man  sieht,  involviert  diese  Definition  keinen  anderen  Begriff  oder 
keine  andere  Beziehung  als  wie  die  von  uns  angenommenen 
oder  definierten;  sie  ist  rein  projektiv  und  enthält  kein  metrisches 

Element.  Der  Punkt  jc 
wird  ausgehend  von  den 
Punkten  a,  b,  c mit  Hilfe 
einer  Konstruktion  ge- 
wonnen, welche  die  De- 
finition angibt,  und  die 
man  das  Vierseit  von 
Staudt  nennt.^)Manmuß 
bemerken,  daß  die  oben 
angeführte  Definition  keineswegs  schon  in  sich  befaßt,  daß  der 
harmonisch  konjugierte  Punkt  existiert,  noch  daß  er  einzig  ist. 
Man  zeigt  zunächst,  daß  er  existiert;  um  jedoch  beweisen  zu 
können,  daß  er  einzig  ist,  muß  man  aus  der  Ebene  heraus- 
gehen und  das  folgende  Postulat  annehmen: 

„XIII.  Wenn  a,  b,  c nicht-kollineare  Punkte  sind,  so  existiert 
mindestens  ein  Punkt,  der  nicht  der  Ebene  abc  angehört.“ 

Die  Hinzufügung  dieses  Postulats  zu  den  vorausgehenden 
gestattet  in  der  Tat,  den  Lehrsatz  von  den  homologen  Drei- 
ecken (vonDesargues  ausgesprochen)  zu  erweisen,  von  welchem 
der  Satz  von  der  Einzigkeit  des  harmonisch  Konjugierten  ab- 
hängt. Es  ist  das  eine  sehr  bemerkenswerte  Tatsache,  daß  der 
Lehrsatz  der  homologen  Dreiecke  in  der  Ebene  und  demzufolge 
die  Einzigkeit  des  vierten  harmonischen  Punktes,  der  doch  durch 
eine  ebene  Konstruktion  gewonnen  wird,  sich  nur  mit  Hilfe  des 

Wenn  man  das  vollständige  Vierseit  (oder  besser  Viereck) 
a‘ ub‘ V betrachtet,  so  schneiden  sich  die  Gegenseiten  in  a und  b,  uncl 
seine  Diagonalen  schneiden  die  Gerade  ab  in  den  bezüglich  a und  b 
harmonischen  Punkten  c und  x. 
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Satzes  von  den  homologen  Dreiecken  im  Raume,  d.  h.  nur  mit 
Berufung  auf  die  dritte  Dimension  gewinnen  läßt. 

Die  Theorie  der  harmonischen  Gruppen  verlangt,  daß  man 
noch  einen  Satz  postuliert,  weldier  nicht  notwendigerweise  aus 
den  vorausgehenden  folgt,  nämlich: 

„XIV.  Wenn  a,  b,  c voneinander  verschiedene  kollineare 
Punkte  sind,  so  fällt  ihr  vierter  harmonisdier  Punkt  nicht  mit  c 
zusammen.“ 

Dieses  Postulat  ist  gleichwertig  mit  folgendem  Satze  ^): 
„Wenn  a,  b,  c,  d die  Punkte  einer  Ebene  sind,  wobei  keine  drei 
kollinear  sind , so  sind  die  Punkte  (ab »cd),  (a  c>b  d)  und 
(a  d-b  c)  nicht  kollinear“  (Fig.  6). 


Fig.  6. 


Bis  hierher  wurde  die  projektive  Gerade  in  ihrer  gesamten 
Erstreckung  betrachtet,  ohne  dabei  irgend  eine  Ordnung  oder 
einen  Teil  von  ihr  zu  unterscheiden.  H.  Pieri  ist  es  gelungen, 
die  Stred^e  durch  rein  projektive  Begriffe  zu  definieren,  d.  h. 
mit  Hilfe  der  harmonischen  Beziehung.  Und  zwar  folgender- 
maßen: „Wenn  a,  b,  c drei  kollineare  Punkte  sind,  so'  ist  die 
Strecke  abc  die  Gesamtheit  der  Punkte,  von  weldien  jeder  der 
zu  b harmonisch  konjugierte  ist,  bezüglich  zweier  voneinander 
verschiedener  Punkte,  weldie  selbst  bezüglich  a und  c harmonisch 

H.  Fano  ist  es,  der  die  Notwendigkeit  dieses  Postulats  d.h.  seine 
logische  Unabhängigkeit  von  den  vorausgehenden  gezeigt  hat:  Sui 
postulati  fondamentali  della  Geometria  projettiva,  Giornale  di  Mate- 
matidie,  Bd.XXX  (1891). 

2)  Es  ist  auch  noch  mit  folgendem  einfacheren  Satze  gleichwertig: 
„Es  gibt  eine  Gerade,  welche  mehr  als  drei  Punkte  enthält.“  (Russell, 
a.  a.  0.,  S.  385,  Hnm.  1.) 
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konjugiert  sind.“  Anders  ausgesprochen,  seien  y und  2:  zwei 
bezüglich  a und  c harmonisch  konjugierte  Punkte,  so  wird  der 
zu  b bezüglich  y und  z harmonische  Punkt  der  Definition  gemäß 
der  Strecke  abc  angehören. 

Behufs  Erklärung  dieser  Definition  in  geläufigen  Ausdrücken 
muß  man  die  projektive  Gerade  als  eine  geschlossene  Linie  auf- 
fassen; sodann  bestimmen  zwei  voneinander  verschiedene  Punkte 
n,  c in  derselben  zwei  Strecken  (wie  auf  einer  geschlossenen 
Linie);  um  diese  zu  unterscheiden  muß  man  einen  dritten  von 
den  beiden  ersten  verschiedenen  Punkt  vorgeben;  die  Strecke 
abc  wird  dann  jene  von  den  beiden  durch  a und  c begrenzte 
Strecke  sein,  welche  den  Punkt  b enthält.  Die  Punkte  a und  c 
werden  ihre  Grenzpunkte  sein^);  man  muß  bemerken,  daß  sie 
nicht  der'  Strecke  abc  angehören,  während  der  Punkt  b ihr 
angehört.  Die  Strecke  ist  symmetrisdi  bezüglich  ihrer  Endpunkte, 
d.  h.  die  Strecke  abc  ist  identisch  mit  der  Strecke  cba. 

Der  so  definierten  Strecke  kommt  die  Eigenschaft  der  Pro- 
jektivität  zu,  oder  wie  man  sagt,  sie  erhält  sich  bei  Projektion. 
Das  will,  genau  gesprochen,  folgendes  sagen:  Seien  a,  b,  c,  d 
vier  Punkte  einer  Geraden,  a',  b\  c\  d‘  die  Projektionen  der 
vorstehenden  auf  eine  andere  Gerade  (d.  h.  daß  die  Geraden 
a a\  b b\  c \ dd‘  in  einem  und  demselben  Punkt  zusammenlaufen), 
so  wird  der  Punkt  d\  wenn  der  Punkt  d der  Strecke  abc  an- 
gehört, der  Strecke  a*  b‘ c‘  angehören  und  umgekehrt. 

Es  läßt  sich  nun  die  Beziehung  der  Trennung  zwischen 
vier  Punkten  einer  projektiven  Geraden  definieren.^)  Wenn  der 
Punkt  d nicht  der  Strecke  abc  angehört  und  weder  mit  a 
noch  mit  c zusammenfällt,  so  sagt  man,  daß  die  Punkte  a und 
c die  Punkte  b und  d trennen.  Man  kann  zeigen,  daß  diese 
Beziehung  symmetrisch  ist,  sowohl  bezüglich  der  beiden  Punkte 
jedes  Paares  als  bezüglich  der  beiden  Paare.  Diese  Beziehung 
ist  projektiv,  wie  die  Strecke  selbst. 

Übrigens  ist  der  Begriff  der  projektiven  Strecke  nur  eine 

y Es  ist  kaum  notwendig,  bemerken  zu  lassen,  daß  diese  Er- 
klärung die  Ordnung  der  Punkte  der  Geraden  als  bekannt  voraussetzt, 
eine  Ordnung,  welche  die  in  Frage  stehende  Definition  im  Gegenteil  zu 
bestimmen  bezweckt. 

2)  Vgl.  Kap.  3,  §Ä  (S.  77). 
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andere  Form  des  Begriffs  der  Trennung:  denn  die  Stredien- 
definition  selbst  beruht  auf  dieser  bekannten  Eigensdiaft  der 
Trennungsbeziehung:  „Wenn  zwei  vollständig  getrennte  Punkte- 
paare einer  Geraden  sich  gegenseitig  trennen,  so  ist  kein  Paar  von 
harmonisch  konjugierten  Punkten  vorhanden  bezüglidi  jedes  der 
beiden  ersteren;  und  umgekehrt. 

„XV.  Wenn  unter  der  Voraussetzung,  daß  a,  b,  c drei  ge- 
trennte Punkte  einer  Geraden  sind,  ein  von  a und  c versdiiedener 
Punkt  d dieser  Geraden  nicht  der  Strecke  ab  angehört,  so  ge- 
hört er  der  Strecke  bca  an.“ 

Äus  diesem  Postulat  leitet  man  ab,  daß  unter  derselben 
Voraussetzung  d der  Strecke  cab,  c der 
Strecke  abd,  b der  Strecke  acd  und  a 
der  Strecke  cbd  angehören  (Fig.  7). 

„XVI.  Wenn  unter  der  Voraussetzung 
dreier  getrennter  Punkte  a,  ö,  c einer  Ge- 
raden ein  Punkt  d gleichzeitig  den  Strecken  ^ 
bca  und  cab  angehört,  kann  er  der  Strecke 
abc  nicht  angehören.“ Dieses  Postulat 
läuft  daraus  hinaus,  zu  sagen,  daß,  wenn  die 
Paare  (ö,  c)  und  (b,  d)  sich  gegenseitig  trennen, 
die  Paare  (a,  b)  und  (c,  d)  sich  nicht  trennen  können,  ebenso- 
wenig wie  die  Paare  (a,  d)  und  (6,  c).  Mit  anderen  Worten, 
vier  Punkte  einer  Geraden  lassen  sich  nur  auf  eine  Ärt  in  ge- 
trennte Paare  aufteilen.  Man  kann  also  beweisen,  daß  der  zu 
c bezüglich  a und  b harmonisch  konjugierte  Punkt  von  c getrennt 
wird  durch  a,  b. 

„XVII.  Wenn  a,  b,  c getrennte  kollineare  Punkte  sind,  d 
ein  Punkt  der  Stred^e  abc  und  e ein  Punkt  der  Strecke  adc: 
so  gehört  der  Punkt  e der  Strecke  abc  an.“ 

Dieses  Postulat  läuft  auf  die  Aussage  hinaus:  Wenn  die 
Punkte  a und  c nicht  durch  b und  d und  auch  nicht  durch  d 
und  e getrennt  werden,  so  werden  sie  auch  nicht  durch  b und  e 
getrennt.  Es  gestattet  darzulegen,  daß  die  Gerade  eine  ge- 


Äuf  diese  Ärt  können  von  drei  Strecken  oöc,  bca,  cab,  welche 
man  auf  der  Geraden  unterscheiden  kann,  je  zwei  und  nur  zwei  einen 
beliebigen  Punkt  enthalten. 


158 


Kapitel  II. 


sdilossenc  Linie  ist,  daß  sie  eine  unendliche  Zahl  von  Punkten 
enthält  und  daß  sie  durch  zwei  ihrer  Punkte  in  zwei  Strecken 
geteilt  wird.  Man  kann  sonach  die  natürliche  Ordnung  der 
Punkte  einer  Geraden  definieren  und  zwei  entgegengesetzte 
Richtungen  auf  ihr  unterscheiden.^)  Diese  ordinalen  Begriffe 
spielen  übrigens  keinerlei  Rolle  in  dem  Beweise  der  folgenden 
Sätze  (sie  erscheinen  bloß  wieder  in  dem  Stetigkeitspostulat  XVIII), 
doch  ist  es  interessant  zu  wissen,  daß  man  sie  mit  alleiniger 
Hilfe  der  von  uns  herangezogenen  projektiven  Begriffe  de- 
finieren kann.^) 

Von  dem  Begriff  der  projektiven  Streche  leiten  sich  die  Be- 
griffe des  projektiven  Dreiecks  und  Tetraeders  ab.  Seien 
drei  Punkte  a,  b,  c nicht  kollinear  und  d ein  Punkt  der  Ebene 
abc,  der  weder  auf  ab,  noch  bc  oder  ca  gelegen  ist;  sei  ferner 
a‘  der  Punkt  (bc-ad),  b*  der  Punkt  (ca'bd)\  so  ist  das  pro- 
jektive Dreieck  ab  cd  der  Ort  der  Punkte  x von  der  Ärt,  daß 

die  Geraden  ax,  bx 
die  Geraden  bc,  ca 
im  Innern  der  bezüg- 
lichen Strecken  ba*c, 
cb‘  a treffen  (Fig.  8). 
Das  so  definierte  Drei- 
eck ist  in  der  Ebene 
abc  enthalten;  es  ent- 
hält im  besonderen 
den  Punkt  d,  welcher 
zu  seiner  Definition 
dient,  aber  nicht  seine  drei  Seiten  ab,  bc,  ca,  noch  demzufolge 
seine  drei  Eckpunkte  a,  b,  c.  Man  beweist,  daß  diese  Definition 


^)  Genauer  definiert  man  die  zweigliedrige  Beziehung:  „Der  Punkt  x 
folgt  dem  y in  der  Ordnung  der  Punkte  a,  b,  c.“  Somit  muß  man  drei 
Punkte  einer  Geraden  angeben,  um  auf  ihr  eine  Ordnung  zu  bestimmen. 
(Vgl.  Kap.  III,  § Ä,  S.  73.) 

2)  Diese  ordinalen  Eigenschaften  der  Geraden  (allgemeiner;  der 
Formen  erster  Ärt)  machen  das  Postulat V des  H.  Enriques  aus  (Sui 
fondamenti  della  Geometria  projettiva,  1894),  welches  die  „kreisförmige 
Verteilung  der  Elemente“  der  Geraden  in  doppeltem  Sinne,  wobei  einer 
dem  anderen  entgegengesetzt  ist,  definiert. 
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symmetrisch  ist  bezüglich  der  drei  Eckpunkte  und  der  drei  Seiten, 
woraus  man  schließt,  daß  das  Dreieck  ab  cd  der  Ort  der  Punkte 
ist,  welche  von  den  drei  Eckpunkten  aus  bezüglich  auf  die 
gegenüberliegenden  Seiten,  d.  h.  auf  die  Strecken  öa'c,  cb*  a, 
adb  projiziert  werden,  wenn  d den  Punkt  (ab' cd)  bedeutet. 

Drei  Punkte  einer  Ebene  bestimmen  vier  projektive  Dreiecke, 
die  sich  durch  die  Lage  des  vierten  Punktes  d untersdieiden.  Das 
ist  der  Grund,  warum  es  not- 
wendig (und  hinreidiend) 
ist,  zur  Bestimmung  jedes 
von  ihnen  außer  den  drei 
Ed^punkten  einen  beliebi- 
gen Punkt  des  Inneren  vor- 
zugeben. In  der  Figur  9 
sind  diese  vier  Dreiecke 
(in  welchen  die  ganze 
Ebene  aufgeteilt  ist)  durch 
die  weiße  und  die  verschiedentlich  schraffierten  Regionen  dar- 
gestellt. 

Es  läßt  sich  beweisen,  daß  eine  Gerade,  weldie  eine  der 
Dreieckseiten  trifft  (d.  h.  weldie  einen  Punkt  mit  ihr  gem.ein  hat), 
in  gleicher  Weise  eine  zweite  trifft;  daß  eine  Gerade,  welche 
zwei  Dreieckseiten  sdineidet,  die  dritte  nicht  trifft  (wohl  aber 
ihre  Verlängerung);  daß  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene  von 
einem  Dreieck  zwei  seiner  Seiten  oder  keine  derselben  trifft; 
endlich,  daß  bezüglich  der  vier  durch  drei  Punkte  oder  drei 
Seiten  einer  Ebene  begrenzten  Dreiecke  eine  Gerade  dieser  Ebene 
durch  drei  von  ihnen,  aber  nicht  durch  das  vierte  hindurchgeht. 

Es  lassen  sich  also  die  Streckentransformationen  de- 


y Desgleichen  muß  man,  um  eine  Strecke  zu  bestimmen,  außer  ihren 
Endpunkten  einen  Punkt  ihres  Innern  angeben. 

^)  Jede  Seite  begrenzt  zwei  Dreiecke  mit  entsprechendem  Winkel 
(gebildet  von  zwei  am  Scheitel  einfach  gegenüberliegenden  Winkeln); 
dies  ergibt  sechs  Dreiecke,  aber  drei  von  ihnen  fallen  zusammen  (abc  — 
cab  = bca),  was  ihre  Zahl  auf  vier  reduziert.  Man  kann  noch  (weniger 
symmetrisch)  diese  Dreiecke  auffassen  als  die  den  zwei  Winkeln  ge- 
meinsamen Partien,  welche  zum  Scheitel  bezüglich  a und  b haben.  Da 
es  für  jeden  dieser  Scheitel  zwei  Winkel  gibt,  so  macht  dies  vier  Kom- 
binationen, was  die  vier  Dreiecke  ergibt. 


Fig.  9. 
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finieren  und  studieren,  d.  h.  jene,  weldie  eine  Strecke  in  eine 
Strecke  verwandeln:  Wenn  u,  b,  c,  d vier  Punkte  einer  Geraden 
und  a\  b\  c\  d‘  die  vier  entsprechenden  Punkte  (einer  anderen 
Geraden)  sind,  so  wird,  sobald  d der  Strecke  abc  angehört,  d' 
der  Strecke  a‘  b*  d angehören. 

Es  empfiehlt  sich  hier,  die  Stetigkeit  der  Strecken  zu 
postulieren,  mit  Hilfe  eines  dem  Dedekindsdien  analogen  Axioms, 
welches  H.  Pieri  folgendermaßen  formuliert.^) 

„XVIIl.  Wenn  die  Strecke  abc  in  zwei  Teile  X und  Y ge- 
teilt wird,  von  welchen  jeder  mindestens  einen  Punkt  enthält, 
und  welche  von  der  Art  sind,  daß  jeder  Punkt  x von  X jedem 
Punkt  y von  Y vorausgeht  in  der  Ordnung  abc,^^)  so  ist 
(mindestens)  ein  Punkt  z der  Strecke  abc  mit  der  Eigensdiaft 
vorhanden,  daß  jeder  Punkt  von  abc,  der  ihm  vorausgeht,  X 
und  jeder  Punkt  von  abc,  der  ihm  folgt,  Y angehört.“ ^) 

Man  beweist  sodann,  daß  der  so  definierte  Punkt  z einzig 
ist:  er  ist  die  den  beiden  Gesamtheiten  X und  Y gemeinsame 
Grenze. 

Man  entwickelt  ferner  den  Lehrsatz  vom  doppelten 
Punkt:  „Sei  eine  Strecke  abc,  die  eine  eineindeutige  Strecken- 
transformation in  eine  in  abc  enthaltene  Strecke  a*  b‘ d ver- 
wandelt, so  existiert  in  a'  b'  d ein  doppelter  Punkt  (d.  h.  ein 
Punkt,  welcher  mit  dem  entsprechenden  von  abc  zusammenfällt) 
von  der  Art,  daß  ihm  kein  Doppelpunkt  in  abc  vorausgeht.“ ^) 
Die  harmonische  Beziehung  liefert  eine  Streckentransformation 


^)  H.  Pieri  hat  jüngst  bewiesen  (Circa  il  teorema  fondamentale  di 
Staudt  e i principii  della  Geometria  projettiva,  Ätti  dell’  Accademia  delle 
Scienze  di  Torino,  1904),  daß,  um  den  Lehrsatz  von  Staudt  darzulegen, 
die  Annahme  eines  minder  „starken“  Postulats  als  des  Postulats  XVIII 
hinreicht,  das  nicht  die  Stetigkeit  involviert  und  bloß  eine  abzahlbare 
Mannigfaltigkeit  von  Punkten  liefernd  die  projektive  Geometrie  des 
ersten  und  zweiten  Grades  zu  begründen  gestattet  (welche  nur  die  ratio- 
nalen Operationen  und  die  Ausziehung  der  Quadratwurzel  umfaßt.) 

2)  Bringen  wir  in  Erinnerung,  daß  die  Ordnung  der  Punkte  einer 
Strecke  bezüglich  dreier  fester  Punkte  a,  b,  c definiert  wurde  (s.  S.  156, 
Anm.  1). 

3)  Dieses  Stetigkeitspostulat  wurde  auf  die  gleiche  Art  von 
F.  Enriques  formuliert,  Sui  fondamenti  della  Geometria  projettiva  (1894). 

^)  Enriques,  a.  a.  O.,  §9;  Pieri,  a.  a.  0.,  §9. 
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einer  Geraden  in  sich  selbst,  welche  darin  besteht,  die  bezüglich 
zweier  fester  Punkte  konjugierten  Punkte  unter  sidi  zu  ver- 
tauschen; das  ist’s,  was  man  eine  harmonisdie  Transformation 
nennt. 

Man  kann  alsdann  den  Lehrsatz  von  Staudt  beweisen: 
Jede  harmonische  Transformation,  welche  drei  Doppelpunkte  ent- 
hält, ist  eine  Identität;  mit  anderen  Worten,  wenn  in  einer 
harmonischen  Transformation  drei  Punkte  mit  ihren  entsprechenden 
zusammenfallen,  fallen  alle  anderen  Punkte  mit  ihren  ent- 
sprechenden zusammen.^) 

Äus  diesem  Lehrsatz  folgt,  daß  eine  harmonische  Trans- 
formation durch  drei  Punkte  bestimmt  wird.  Das  ist  das  Funda- 
mentaltheorem der  projektiven  Geometrie.^)  Dieser  Satz  ist  es, 
welcher  die  Anwendung  der  reellen  Zahlen  auf  die  projektiven 
Figuren  und  somit  die  Einführung  der  projektiven  Koordinaten 
gestattet,  ohne  daß  irgend  ein  metrischer  Begriff  hereinspielt. 
Demzufolge  reduziert  sich,  sobald  einmal  diese  Anwendung  ge- 
macht ist,  jede  Frage  der  projektiven  Geometrie  (wie  in  der 
cartesianischen  analytischen  Geometrie)  auf  eine  durch  bloß  ana- 
lytische (d.  h.  logische)  Hilfsmittel  lösbare  Frage  der  Algebra. 
So  reichen  die  vorstehenden  18  Postulate  hin  zur  Begründung 

^)  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  §106  (1847);  Pasch,  Vorlesungen 
über  neuere  Geometrie,  S.  126  (1882);  Enriques,  a.  a.  O.,  §14;  Pieri, 
a.  a.  O.,  § 10. 

®)H.  Wiener  hat  behauptet,  daß  das  Fundamental theorem  der 
projektiven  Geometrie  sich  ohne  irgend  ein  Stetigkeitspostulat  beweisen 
lasse  mit  Hilfe  der  Lehrsätze  von  Desargues  und  Pascal  (Über  die  Grund- 
lagen und  den  Ausbau  der  Geometrie,  Jahresbericht  der  deutschen 
Mathematikervereinigung,  Bd.  I,  S.  47;  Bd.  III,  S.  70);  und  H.  Schur  hat 
diesen  Beweis  ausgefuhrt  (Über  den  Fundamentalsatz  der  projektiven 
Geometrie,  Math.  Annalen,  Bd.  LI,  S.  401— 409;  1899;  Über  die  Grund- 
lagen der  Geometrie,  §2,  Math,  Annalen,  Bd.  LV,  1902).  Allein  die 
herangezogenen  Lehrsätze  ruhen  auf  Axiomen  der  Kongruenz,  welche 
der  Maßgeometrie  angehören.  Dagegen  hat  H.  Baiser  das  Fun- 
damentaltheorem mit  Hilfe  des  Dedekindschen  Stetigkeitspostulates  be- 
wiesen (d. h.  mittels  der  ordinalen  Stetigkeit),  ohne  die  geometrische, 
d.  h.  metrische  Stetigkeit  hereinzuziehen  (Über  den  Fundamentalsatz  der 
projektiven  Geometrie,  Math.  Annalen,  Bd.LV,  S.  293— 300;  1902). 

3)  Diese  Frage  der  projektiven  Koordinaten,  auf  welche  wir  nicht 
eingehen  wollen,  weil  sie  ein  hauptsächlich  technisches  Interesse  hat,  ist 
gründlich  von  Pasch  behandelt  worden,  a.  a.  O.,  §22. 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik. 
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der  projektiven  Geometrie  des  allgemeinen  n- dimensionalen 
Raumes. 

Wenn  man  sidi  auf  den  gewöhnlichen  dreidimensionalen 
Raum  beschränken  will,  müßte  man  ein  Postulat  mehr  annehmen: 

„XIX.  Wenn  a,  b,  c,  d vier  Punkte  sind,  die  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  und  e ein  fünfter  Punkt  ist,  der  in  keiner  der 
Ebenen  abc,  abd,  acd  und  bcd  liegt,  so  ist  ein  der  Geraden 
ae  und  der  Ebene  bcd  gemeinsamer  Punkt  vorhanden.“ 

Dieses  Postulat  kennzeidinet,  daß  eine  Ebene  und  eine  Ge- 
rade immer  einen  gemeinsamen  Punkt  besitzen;  was  gleidiwertig 
mit  der  Aussage  ist,  daß  der  Raum  nur  drei  Dimensionen  be- 
sitzt. Man  leitet  daraus  ab,  daß  zwei  Ebenen  immer  eine 
Gerade  gemein  haben. 

Die  Beschränkung  der  Dimensionenzahl  auf  drei  hat  die 
Herstellung  der  so  bemerkenswerten  Dualität  zwischen  den 
Punkten  und  den  Ebenen  zur  Folge,  welche  die  gewöhnliche 
projektive  Geometrie  charakterisiert  und  darin  besteht,  daß  jeder 
projektive  Satz  Veranlassung  gibt  zu  einem  anderen  ebenso 
wahren  Satze,  wenn  man  in  ihm  die  Punkte  durch  Ebenen, 
die  Ebenen  durch  Punkte  ersetzt,  und  die  Geraden  in  den 
Beziehungen  beläßt,  welche  sie,  sei  es  mit  den  Punkten,  sei  es 
mit  den  Ebenen  unterhalten.^)  Diese  Reziprozität  kommt  nach 
der  Erklärung  des  H.  Pieri  von  der  Tatsache  her,  daß,  da  die 
undefinierbaren  Begriffe  der  Theorie  die  des  Punktes  und  der 
Geraden  (Reihe  von  Punkten)  sind,  deren  Sinn  für  die  Wahr- 
heit der  Theorie  ohne  Bedeutung  ist,  diese  letztere  auch  wahr 
bleibt,  wenn  man  diesen  Dingen  einen  ganz  anderen  Sinn  bei- 
legt, sofern  er  nur  dieselben  (in  den  Postulaten  ausgesprochenen) 
Beziehungen  befriedigt.  Aber  man  kann  ihnen  bezüglich  den 
Sinn  von  Ebenen  und  von  (durch  eine  Gerade  hindurch- 
gehenden) Ebenenbüscheln  verleihen,  was  dann  ergibt,  daß 
jeder  für  Punkte  und  für  die  sie  verbindenden  Geraden  gütige 
Satz  auch  für  Ebenen  und  deren  Schnittgeraden  wahr  ist. 

Diese  allgemeine  Dualität  hat  zwei  besondere  Dualitäten  zur 

^)  Zwei  Ebenen  ebenso  wie  zwei  Punkte  bestimmen  eine  Gerade; 
drei  Ebenen,  die  keine  gemeinsame  Gerade  haben,  bestimmen  einen 
Punkt,  sowie  drei  Punkte,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  eine  Ebene 
bestimmen  usw. 
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Folge,  die  eine  in  den  ebenen,  die  andere  in  den  zentralen 
Figuren  (d.  h.  in  solchen,  deren  Elemente  durch  ein  und  den- 
selben Punkt  hindurchgehen,  den  man  Zentrum  nennt).^)  In  der 
Tat  gibt  es  eine  Reziprozität  zwischen  den  ebenen  und  den 
zentralen  Figuren,  wobei  jene  charakterisiert  sind  durch  die 
Tatsache,  daß  sie  in  ein  und  derselben  Ebene  gelegen  sind, 
und  diese  durdi  die  Tatsache,  daß  sie  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  hindurchgehen.  Demzufolge  ist  die  reziproke 
Figur  einer  ebenen  eine  zentrale  Figur  und  umgekehrt.^)  Allein 
andererseits  ist  eine  ebene  Figur  der  Schnitt  einer  zentralen 
Figur  (mit  einer  gegebenen  Ebene)  und  eine  zentrale  Figur  die 
Projektion  einer  ebenen  Figur  (von  einem  gegebenen  Punkt 
aus).®)  Da  sich  dies  so  verhält,  so  verwandelt  sich  jede  Be- 
ziehung zwischen  Punkten  und  Geraden  in  einer  Ebene  in  eine 
Beziehung  von  gleicher  Form  zwisdien  Geraden  und  Ebenen  in 
einer  zentralen  Figur  (wobei  die  Geraden  die  Projektionen  der 
Punkte  sind  und  die  Ebenen  die  Projektionen  der  Geraden 
sind).  Allein  infolge  Dualität  entspricht  diese  letztere  Beziehung 
.einer  anderen  Beziehung  zwisdien  Geraden  und  Punkt  in  der 
gleichen  Ebene  (wobei  die  Ebene  dem  Zentrum  der  zentralen 
Figur  entspricht).  So  besteht  dieselbe  Beziehung,  die  zwisdien 
den  Punkten  und  den  Geraden  einer  Ebene  existiert,  auch 
zwischen  den  Geraden  und  den  Punkten  einer  anderen  (oder 
der  gleichen)  Ebene,  wobei  die  Geraden  den  Punkten  und  die 
Punkte  den  Geraden  entspredien.  Hierin  eben  besteht  die 
Dualität  der  ebenen  Figuren. 

Desgleichen  verwandelt  sich  jede  Beziehung  zwisdien  Ele- 


^)  Die  zentralen  Figuren  sind  das  Geradenbüschel,  das  Ebenen- 
büsdiel,  das  Geradenbündel  und  das  Ebenenbündel. 

2)  Das  Ebenenbüsdiel  ist  die  reziproke  Figur  der  Geraden  (als  Ge- 
samtheit von  Punkten);  das  Geradenbündel  ist  reziprok  zur  Ebene  (als 
Gesamtheit  von  Geraden)  und  das  Ebenenbündel  reziprok  zur  Ebene 
(als  Gesamtheit  von  Punkten);  endlich  ist  das  Geradenbüschel  reziprok 
zum  Geradenbüschel. 

®)  Das  Geradenbüschel  ist  die  Projektion  der  Geraden  (als  Gesamt- 
heit von  Punkten);  das  Ebenenbüschel  ist  die  Projektion  des  Geraden- 
büschels; endlich  sind  das  Geradenbündel  und  Ebenenbündel  die  Pro- 
jektionen der  bezüglich  als  Gesamtheit  von  Punkten  und  als  Geasmtheit 
von  Geraden  betrachteten  Ebene. 
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menten  einer  zentralen  (aus  Geraden  und  Ebenen  zusammen- 
gesetzten) Figur  in  eine  Beziehung  gleicher  Form  zwischen  den 
Punkten  und  Geraden,  welche  deren  ebene  Schnitte  sind.  Äber 
infolge  Dualität  entspricht  diese  letztere  Beziehung  einer  anderen 
Beziehung  zwischen  Ebenen  und  Geraden  einer  und  derselben 
zentralen  Figur  (deren  Mittelpunkt  der  vorhergehenden  Ebene 
entspricht).  So  besteht  dieselbe  Beziehung , die  zwischen  den 
Geraden  und  den  Ebenen  einer  zentralen  Figur  vorhanden  ist, 
zwischen  den  Ebenen  und  den  Geraden  einer  anderen  (oder 
derselben)  zentralen  Figur,  wobei  die  Ebenen  den  Geraden  und 
die  Geraden  den  Ebenen  entsprechen.  Von  dieser  Ärt  ist  die 
Dualität  der  zentralen  Figuren,  die  reziprok  ist  zur  Dualität 
der  ebenen  Figuren.^) 

Die  Dualität  der  projektiven  Geometrie  bietet  ein  bedeutendes 
philosophisches  Interesse  dar,  denn  sie  ist  es,  welche  scheint’s 
den  Mathematikern  diesen  grundlegenden  Gedanken  eingegeben 
hat,  daß  die  Wahrheit  der  Sätze  der  Geometrie  (und  der  Mathe- 
matik überhaupt)  nicht  von  dem  Sinn  der  Grundbegriffe  abhängt, 
sondern  ausschließlich  von  ihren  Grundbeziehungen  (wie  sie  in 
den  Definitionen  und  Postulaten  ausgesprochen  werden);  daß 
demzufolge  die  Sätze  formale  Konsequenzen  jener  Postulate  sind, 
und  daß  die  ganze  Geometrie  in  logischer  Weise  von  jenen  sich 
ableiten  läßt.^)  Gegenwärtig  handelt  es  sich  nicht  mehr  bloß  um 
eine  einfach  theoretische  Möglichkeit:  diese  logische  Äbleitung 
ist  seitens  der  von  uns  herangezogenen  Geometer  durchgeführt 
worden  und  zwar  hauptsächlich  von  H.  Pieri  mit  Hilfe  der 
symbolischen  Logik  des  H.  Peano,  die  deren  formalen  und  all- 
gemein gütigen  Wert  verbürgt. 

Wenn  man  sich  nicht  auf  drei  Dimensionen  beschränken 
will,  so  kann  man,  indem  man  das  Postulat  XIX  vollständig 

^)  Pasch,  a.  a.  O.,  § 12;  Enriques,  a.  a.  O.,  § 15;  Pieri,  a.  a.  0.,  § 11. 

2)  „Es  muß  in  der  Tat,  wenn  anders  die  Geometrie  wirklich  deduk- 
tiv sein  soll,  der  Prozeß  des  Folgerns  überall  unabhängig  sein  vom 
Sinn  der  geometrischen  Begriffe,  wie  er  unabhängig  sein  muß  von  den 
Figuren;  nur  die  in  den  benutzten  Sätzen,  beziehungsweise  Definitionen 
niedergelegten  Beziehungen  zwischen  den  geometrischen  Begriffen 
dürfen  in  Betracht  kommen“  (Pasch , a.  a.  0.,  S.  98).  Dieser  oft  zitierte 
Satz  kennzeichnet  vollständig  die  logische  Richtung  der  ganzen  modernen 
Mathematik. 
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übergeht,  die  projektive  Hyperebene  der  dritten  Ordnung  als 
die  Projektion  einer  Ebene  bed  von  einem  äußeren  Punkt  a auf 
diese  Ebene  definieren.  Man  wird  zeigen,  daß  diese  Figur  die- 
selbe ist,  wie  jene,  welche  man  erhielte,  wenn  man  die  Ebene 
aed  vom  Punkt  b aus,  oder  die  Ebene  abd  vom  Punkt  c,  oder 
die  Ebene  abc  vom  Punbt  d aus  projizierte;  und  man  wird  sie 
durch  ab  cd  bezeichnen  (wobei  ab  cd  nicht  in  derselben  Ebene 
liegen).  Man  wird  darlegen,  daß  eine  derartige  Hgperebene 
durch  vier  beliebige  ihrer  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene 
gelegenen  Punkte  bestimmt  ist.  Man  kann  ohne  das  Postu- 
lat XIX  zeigen,  daß  in  derselben  Hyperebene  eine  Ebene  und  eine 
Gerade  einen  Punkt  gemein  haben  und  zwei  Ebenen  eine  ge- 
meinsame Gerade  besitzen;  auf  diese  Ärt  kommt  das  für  drei 
Dimensionen  gütige  Postulat  XIX  darauf  hinaus,  daß  es  nur  eine 
Hyperebene  dritter  Ordnung  gibt,  welche  den  ganzen  Raum  aus- 
madit.  Um  zur  vierten  Ebene  aufzusteigen,  wird  die  Annahme  des 
entgegengesetzten  Postulates  genügen: 

„XIX'.  Unter  der  Voraussetzung,  daß  a,  b,  c,  d vier  nicht 
in  einer  und  derselben  Ebene  gelegene  Punkte  sind,  ist  ein  Punkt 
außerhalb  der  Hyperebene  abcd  vorhanden.“ 

Will  man  die  Zahl  der  Dimensionen  des  Raumes  auf  vier 
beschränken,  muß  man  ein  zu  XIX  analoges  Postultat  annehmen, 
und  zwar: 

„XX.  Unter  der  Voraussetzung,  daß  ö,  b,  c,  d,  e fünf  nicht 
in  einer  und  derselben  Hyperebene  der  dritten  Ordnung  gelegene 
Punkte  sind,  und  daß  / ein  Punkt  ist,  der  nicht  in  irgend  einer 
der  Hyperebenen  abcd,  abce,  ab  de,  aede,  bede  liegt,  trifft 
die  Gerade  af  die  Hyperebene  bede/' 

Daraus  ergibt  sich,  daß  die  Figur  abc  de  (die  Hyperebene 
vierter  Ordnung)  den  ganzen  Raum  ausmacht.  Man  sieht,  daß 
man  auf  diese  Art  schrittweise  einen  Raum  von  n Dimensionen 
definieren  kann  (wobei  n eine  endliche  ganze  Zahl  ist),  oder 
selbst  (infolge  vollständiger  Induktion)  einen  Raum  von  «o 
Dimensionen^)  mit  Hilfe  des  folgenden  Postulates  (Verall- 
gemeinerung der  Postulate  XI  und  XIII): 


^)  «0  ist  die  kardinale  Anzahl  der  endlichen  ganzen  Zahlen  (siehe 
S.  68). 
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„XI'.  Wenn  unter  der  Voraussetzung,  daß  n eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  P eine  Hyperebene  nter  Ordnung  bezeichnet,  so 
existiert  ein  Punkt  außerhalb  von  P.“ 

Wenn  es  Punkte  außerhalb  der  Hyperebene  nter  Ordnung 
gibt,  und  zwar,  was  immer  auch  n sein  mag,  so  ist  die  Dirnen- 
sionenzahl  des  Raumes  unendlich.  Das  ist  es,  was  H.  Pieri  den 
projektiven  Raum  nennt.  Und  da  das  Postulat  XV  die  Postulate  XI 
und  XIII  vertritt,  so  gibt  das  im  Ganzen  17  Postulate  zur  De- 
finition des  absoluten  projektiven  Raumes  und  19  zur  Definition 
des  projektiven  Raumes  von  drei  Dimensionen.  Darnach  läßt 
sich  sagen , daß  vom  logischen  Standpunkt  aus  der  letztere 
weniger  einfach  ist  als  der  erstere.  Das  zeigt,  wie  einfach  es 
ist,  rein  logisch  einen  Raum  von  einer  beliebigen  Dimensionen- 
zahl, ja  selbst  von  unendlicher  Anzahl  begrifflich  zu  fassen.^) 
Behufs  Vollendung  der  logischen  Analyse  der  projektiven 
Geometrie  erübrigt  noch  eine  logische  Definition  der  projektiven 
Geraden  zu  geben,  welche,  wie  an  geeigneter  Stelle  dargelegt 
werden  wird,  der  einzige  undefinierbare  Begriff  dieser  Theorie 
ist.  Die  projektive  Gerade  ist  eine  Gesamtheit  von  Punkten  (in 
einer  unbeschränkten  Zahl),  die  durch  zwei  Punkte  gegeben  ist; 
man  könnte  sie  sonach  definieren  als  eine  eindeutige  Beziehung 
zwischen  einem  Paar  von  Punkten  und  einer  Gesamtheit  von 
Punkten  (eine  eindeutige,  aber  nicht  eine  eineindeutige  Beziehung: 
denn  dieselbe  Gerade  kann  durch  mehrere  Punktepaare  bestimmt 
werden).  Allein  diese  sehr  komplexe  Beziehung  (welche  zwei 
Vorderglieder  und  eine  unendlidie  Zahl  von  Hintergliedern  be- 
sitzt) läßt  sich  auf  eine  symmetrische  und  transitive  Beziehung 
zwischen  zwei  Punkten  zurückführen;  nur  hat  diese  Beziehung 
bloß  zwischen  zwei  verschiedenen  Punkten  statt  (sie  ist,  wie 
man  sagt,  „alio-relativ“^)  und  diese  Eigenschaft  beschränkt  ihre 
Transitivität.  Mit  anderen  Worten,  sei  R diese  Beziehung,  so 
bezeichnet  aPb,  daß  die  Punkte  a und  b einer  Geraden  R 
angehören  (die  Beziehung  R ist  dieselbe  für  alle  Punktepaare 


y H.  Veronese  war  der  erste,  der  einen  Raum  von  unendlicher 
Dimensionenzahl  begrifflich  gefaßt  hat  (Fondamenti  di  Geometria  a piu 
dimensioni,  Padua,  1891). 

y Wir  würden  ein  anderes  Wort,  wie  z.  B.  antireflexiv,  vor- 
ziehen. 
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einer  Geraden,  aber  sie  unterscheidet  sich  von  einer  Geraden  zur 
anderen).  Man  wird  immer  haben:  aRb  = bRa  und  aRb-bRc, 
o-aRc  (wenn  a und  c voneinander  verschieden  sind).  Eine  ganze 
Gerade  d.  h.  das  Gebiet  der  Beziehung  R setzt  sich  aus  einem 
seiner  Punkte  und  allen  Punkten,  die  mit  ihm  in  der  Relation 
R stehen,  zusammen  (weil  diese  Beziehung  symmetrisdi  ist). 

Wenn  einmal  die  projektiven  Geraden  definiert  sind  als  Gebiete 
von  Beziehungen  des  oben  erwähnten  Typus,  läßt  sich  der  pro- 
jektive Raum  als  eine  Gesamtheit  von  Beziehungen  dieses  Typus 
definieren,  die  außerdem  alle  Eigenschaften  besitzt,  welche  in 
den  früher  aufgezählten  Postulaten  ausgesprochen  wurden.  Man 
hat  so  eine  rein  logische  Definition  des  projektiven  Raumes.^) 
Sie  enthält  keinen  undefinierbaren  Begriff,  weil  die  Geraden  als 
Beziehungen  eines  bestimmten  Typus  definiert  und  die  Punkte 
einzig  und  allein  als  (problematische)  Glieder  dieser  Beziehungen 
aufgefaßt  werden,  derart,  daß  ihr  Begriff  in  Wirklichkeit  in  der 
Theorie  keine  Rolle  spielt.  Sie  enthält  auch  keinen  unbeweis- 
baren Grundsatz,  weil  jetzt  alle  Postulate  der  projektiven  Geo- 
metrie an  der  Definition  des  projektiven  Raumes  teilhaben  ^)  und 
die  hypothetischen  Eigenschaften  dieses  Raumes  begründen. 
Keine  von  ihnen  wird  kategorisch  behauptet;  man  beschränkt 
sich  auf  die  Behauptung,  daß  ein  Raum,  wenn  er  die  und  die 
in  seiner  Definition  ausgesprochenen  Eigenschaften  besitzt,  überdies 
diese  und  diese  anderen  in  den  Lehrsätzen  ausgesprochenen 
Eigenschaften  haben  wird.  Auf  diese  Art  wird  die  projektive 
Geometrie  auf  die  Form  einer  umfassenden  Abhängigkeits- 
beziehung zurückgeführt  und  kann  demzufolge  in  die  reine 
Mathematik  eingehen,  welche  keine  anderen  Grundsätze  als  die 
der  Logik  kennt. 

§ C.  Darstellende  Geometrie. 

Die  darstellende  Geometrie  hat  als  Grundbegriff  den  Punkt 
und  die  geradlinige  Strecke.^)  Sie  unterscheidet  sich  sonach  von 

^)  Sie  ist  in  extenso  enthalten  in  Russell  a.  a.  0.,  §413. 

2)  Oder  vielmehr:  von  allen  projektiven  Räumen,  weil  jede  Defini- 
tion eine  Klasse  zum  Objekt  hat,  welche  bis  zum  Beweise  des  Gegen- 
teils eine  Unendlichkeit  von  Individuen  zu  enthalten  vermag. 

®)  Es  ist  kaum  notwendig,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  daß  die 
in  Frage  stehende  Lehre  nichts  gemein  hat  mit  dem,  was  man  in  den 
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der  projektiven  Geometrie  darin,  daß  sie  als  Grundlage  nicht 
mehr  die  unendliche  Gerade  nimmt,  sondern  den  endlichen  Teil 
der  Geraden,  der  zwischen  zwei  Punkten  enthalten  ist.  Ohne 
Zweifel  hat  man  auch  in  der  projektiven  Geometrie  die  Strecke 
definieren  können,  aber  nur  mit  Hilfe  von  drei  Punkten,  da  ja 
die  projektive  Gerade  eine  geschlossene  Linie  ist.  Im  Gegensätze 
dazu  wird  in  der  darstellenden  Geometrie  die  Strecke  durch  zwei 
Punkte  allein  (ihre  Grenzpunkte)  bestimmt.  Demzufolge  wird  es 
eine  Beziehung  des  „Zwischen“  schon  bei  drei  beliebigen 
Punkten  der  Geraden  geben;  während  man  in  der  projektiven 
Geometrie  nicht  sagen  kann,  daß  ein  Punkt  zwischen  zwei 
anderen  sei,  und  man  die  Ordnung  der  Punkte  einer  Geraden 
nur  mit  Hilfe  einer  Beziehung  zwischen  vier  Punkten  (harmonische 
Beziehung  oder  Beziehung  der  Trennung)  definieren  kann.^) 

Der  Begriff  der  Strecke  ist  gleichwertig  mit  der  Z wisch en- 
Beziehung;  statt  zu  sagen:  „c  ist  ein  Punkt  der  Strecke  öö“, 
läßt  sich  sagen:  „c  liegt  zwischen  a und  b (auf  der  Geraden  aö)“. 
Auf  die  eine  wie  die  andere  Art  wird  die  durch  die  zwei  Punkte  a 
und  b definierte  (zwischen  zwei  Punkten  enthaltene)  Strecke  eine 
Gesamtheit  von  Punkten  sein;  man  wird  sie  durch  ab  darstellen 
und  schreiben:  „ceab'\  um  die  eine  oder  die  andere  der  oben 
genannten  Behauptungen  zu  übersetzen. 

Folgende  Postulate  sind  es  nun,  welche  zur  logischen  Be- 
gründung der  darstellenden  Geometrie  genügen: 

„I.  Es  gibt  (mindestens)  einen  Punkt.“ 

„II.  Wenn  ein  Punkt  a gegeben  ist,  so  gibt  es  einen  von 
a verschiedenen  Punkt.“ 


Schulen  darstellende  Geometrie  nennt,  d.  h.  mit  der  graphischen  Methode, 
welche  in  der  Darstellung  der  räumlichen  Figur  mittels  ihrer  Projek- 
tionen auf  zwei  Ebenen  besteht. 

^)  Die  darstellende  Geometrie  ist  begründet  worden  von  Pasch, 
Vorlesungen  über  neuere  Geometrie,  §1—12  (1882);  sodann  symbolisch 
formuliert  worden  von  Peano:  I principii  di  Geometria  logicamente 
esposti  (Turin,  1889),  und  Sui  fondamenti  della  Geometria,  Rivista  di 
Matematica,  Bd.  IV,  S.  51— 90  (1894).  Das  sind  die  zwei  Abhandlungen, 
von  denen  wir  einen  Auszug  geben  werden.  Analoge  Systeme  von 
Axiomen  finden  sich  in  In  gram  i,  Elementi  di  Geometria  (1899),  und 
F.  Schur,  Über  die  Grundlagen  der  Geometrie,  Math.  Annalen,  Bd.  LV, 
S.  265-292  (1902). 
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„III.  Zwischen  zwei  zusammenfallenden  (identischen)  Punkten 
gibt  es  keinen  Punkt“;  mit  anderen  Worten,  die  Strecke  aa  ist 
Null  (ist  eine  leere  Klasse). 

„IV.  Zwischen  zwei  verschiedenen  Punkten  gibt  es  allemal 
einen  Punkt. “^)  Dieses  Postulat  ist  die  Umkehrung  des  voraus- 
gehenden: Eine  Strecke  ist  Null,  wenn  ihre  beiden  Endpunkte 
zusammenfallen. 

„V.  Die  Strecke  ab  ist  in  der  Strecke  ba  enthalten.“  D.  h. 
jeder  Punkt,  der  ab  angehört,  gehört  auch  ba  an.  Es  folgt  un- 
mittelbar, daß  die  Strecken  ab  und  ba  zusammenfallen  (identisch 
sind).  Die  Strecke  ist  sonach  symmetrisch;  sie  ist  nicht  gerichtet 
(wie  der  Vektor). 

„VI.  Der  Punkt  a ist  nicht  zwischen  a und  6.“  Dasselbe 
gilt  von  dem  Punkte  b,  kraft  der  Vertauschbarkeit  der  Endpunkte, 
die  aus  dem  Postulat  V resultiert.  Mit  anderen  Worten,  die 
Endpunkte  einer  Strecke  haben  nicht  an  ihr  teil.  Es  liegt  hier 
eine  Ärt  Übereinkunft  vor,  konform  mit  den  Postulaten  III 
und  IV  und  dem  gewöhnlichen  Sinne  der  „Zwischen “-Be- 
ziehung.^) 

Um  aus  der  endlichen  Strecke  herauskommen  und  sich  zu 
dem  Begriff  der  ganzen  Geraden  erheben  zu  können,  empfiehlt 
es  sich,  die  Verlängerung  einer  Strecke  über  einen  ihrer  End- 
punkte hinaus  zu  definieren.  Sei  ab  eine  Strecke,  so  wird  man 
mit  a‘ b ihre  Verlängerung  über  b hinaus  bezeichnen  und  mit 
ab'  ihre  Verlängerung  über  a hinaus,  wobei  die  eine  und  die 
andere  unbestimmt  sind.  Es  ist  sehr  bemerkenswert,  daß  man 
sie  mit  Hilfe  des  Begriffs  der  endlichen  Strecke  definieren  kann 
oder  mittels  der  Z wischen -Beziehung  und  zwar  folgendermaßen: 
fl'  b ist  die  Gesamtheit  der  Punkte  x von  der  Beschaffenheit,  daß 


^)  Äuch  hier  wollen  wir  die  Bedeutung  dieser  Existentialpostulate 
I,  II,  IV  hervortreten  lassen,  welche  in  der  Folge  die  Existenz  eines 
Punktes  zu  behaupten  gestatten  werden,  der  durch  diese  oder  jene  Be- 
dingungen bestimmt  ist. 

^)  Wenn  man  wollte,  daß  die  Strecke  ihre  Endpunkte  enthalte,  so 
müßte  man  die  Postulatc  III  und  VI  folgendermaßen  modifizieren:  „Eine 
Strecke,  deren  Endpunkte  zusammenfallen,  reduziert  sich  auf  einen  ein- 
zigen Punkt“.  — „Eine  Strecke,  deren  Endpunkte  voneinander  verschieden 
sind,  enthält  einen  Punkt,  der  von  ihren  beiden  Endpunkten  verschieden  ist.“ 
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b zwischen  a und  x liegt.“  Desgleichen  wird  ab*  die  Gesamt- 
heit der  Punkte  sein  von  der  Beschaffenheit,  daß  a zwischen  b 
und  X liegt. 

Alles  zusammengefaßt:  es  besteht  Gleichwertigkeit  zwischen 
den  drei  Sätzen:  „c  gehört  ab,  b gehört  a*  c und  a gehört  b*  c 
an“,  derart,  daß  man  die  Zwischen -Beziehung  bezüglich  jeder 
der  drei  Punkte,  die  ihre  Glieder  darstellen,  „auf lösen“  kann. 

Es  genügt  nicht  die  Verlängerung  einer  Stredee  zu  definieren, 
man  muß  auch  ihre  Existenz  behaupten;  daraus  ergibt  sich  das 
folgende  Postulat: 

„VII.  Wenn  a und  b zwei  verschiedene  Punkte  sind,  so 
gibt  es  Punkte,  welche  a*  b angehören“  (die  Klasse  a*  b ist  nicht 
Null).  Ebenso  verhält  es  sich  mit  ab*,  kraft  der  Vertauschbarkeit 
der  Endpunkte.  Desgleichen  übrigens,  wie  ab  = ba,  hat  man 
auch  die  gleichwertigen  Schreibweisen: 

a* b = ba*,  ab*  — b*  a. 

Die  Verlängerungen  einer  Strecke  sind  keine  Strecken:  Man 
nennt  sie  Strahlen  (unbegrenzte  Halbgerade).  Diese  Strahlen 
haben  zum  Anfangspunkt  den  Punkt,  der  durch  einen  Buchstaben 
ohne  Strich  bezeichnet  ist. 

Um  die  Eigenschaften  der  Strecke  zu  beweisen,  die  sich  auf 
ihre  Zusammensetzung  und  Zerlegung  beziehen,  bedarf  es  der 
Annahme  folgender  zwei  Postulate: 

„VIII.  Wenn  c ein  Punkt  der  Strecke  ab  und  d ein  Punkt 
der  Streche  ac  ist,  so  ist  auch  d ein  Punkt  der  Strecke  flö“; 
daraus  ergibt  sich,  daß,  sobald  die  Strecke  ab  die  Strecke  ac 
enthält,  die  Strecke  bc  und  cd  existieren;  und  daß  in  ähnlicher 
Weise  der  Strahl  a*  c in  dem  Strahle  a*  b enthalten  ist.  Man 
leitet  daraus  noch  die  Unmöglichkeit  ab,  daß  b zwischen  a und 
c und  c zwischen  a und  b liege,  woraus  sich  ergibt,  daß  ab, 
a*  b und  ab*  keinen  gemeinsamen  Punkt  besitzen. 

„IX.  Wenn  c und  d der  Strecke  ab  angehören,  so  fallen 
sie  entweder  zusammen,  oder  aber  d liegt  zwischen  a und  c 
oder  endlich  d liegt  zwischen  c und  6.“ 

Aus  diesem  Postulat  leitet  man  ab,  daß  die  Stredee  ab  die 
logische  Summe  der  Strecken  ac,  cb  und  des  Punktes  c ist;  daß 
im  Falle  c zwischen  a und  b und  d zwischen  c und  b liegt,  c 
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zwischen  a und  d liegt;  daß  im  Falle  c zwischen  a und  b,  d 
zwisdien  a und  c liegt,  e zwischen  c und  b,  c zwischen  d und 
e enthalten  ist;  daß  in  demselben  Falle  die  Strecken  ac  und  cb 
keinen  gemeinsamen  Punkt  besitzen  und  endlich,  daß  im  Falle 
der  Zugehörigkeit  von  c und  d zur  Strecke  ab,  die  Strecke  cd 
in  der  Strecke  ab  enthalten  ist.^) 

Um  die  Eigenschaften  der  Verlängerungen  der  Strecken, 
d.  h.  der  Strahlen  darzulegen,  bedarf  man  noch  der  Annahme 
zweier  anderer  Postulate: 

„X.  Wenn  c und  d dem  Strahle  a*  b angehören,  so  fallen 
sie  entweder  zusammen,  oder  d liegt  zwischen  b und  c,  oder 
aber  c zwischen  b und  cf.“  Dieses  Postulat  ist  für  die  Ver- 
längerung b a^  das  Analogon  zum  Postulat  IX  für  die  Strecke  a b. 
Man  leitet  aus  demselben  ab,  daß  der  Strahl  ba*  die  logische 
Summe  der  Strecke  bc,  des  Punktes  c und  des  Strahles  ca‘  ist; 
und  daß  unter  derselben  Voraussetzung  die  Strecke  cd  m dem 
Strahle  b&  enthalten  ist. 

„XI.  Wenn  b zwisdien  a und  c und  c zwischen  b und  d 
liegt,  so  liegt  c zwisdien  a und  cf.“ 

Dieses  Postulat  erlaubt  den  Beweis,  daß  im  Falle,  als  b dem 
Strahle  ac  oder  seiner  Verlängerung  ac*  angehört,  die  Strahlen 
ca*  und  cb*  zusammenfallen  (identisch  sind).^) 

Man  kann  also  die  (ganze)  Gerade  ab  definieren  als  die 
logische  Summe  der  Punkte  a und  b,  der  Strecke  ab  und  ihrer 
Verlängerung  ab*  und  ba*.  Man  beweist,  daß  die  Strecke  ba 
identisch  ist  mit  der  Strecke  ab;  daß  im  Falle  c ein  von  a ver- 
schiedener Punkt  der  Geraden  ab  ist,  die  Gerade  ab  identisch 
mit  der  Geraden  ac  ist;  endlich  daß,  im  Falle  als  c und  cf  zwei 
verschiedene  Punkte  der  Geraden  ab  sind,  diese  identisch  mit 
der  Geraden  cd  ist.  Auf  diese  Art  wird  eine  Gerade  durch  zwei 
beliebige  ihrer  Punkte  bestimmt. 

Man  darf  diesen  Satz  nicht  mit  jenem  verwechseln,  den  wir  als 
Folgerung  aus  dem  Postulate  VIII  hervorgehoben  haben:  „Wenn  c 
zwischen  a und  b,  und  d zwischen  a und  c liegt,  so  ist  die  Strecke  cd 
in  der  Strecke  ab  enthalten.“ 

2)  Die  zwei  Postulate  X und  XI  könnten  durch  den  folgenden  Satz 
ersetzt  werden:  „Wenn  die  beiden  Strecken  ab  und  cd  zwei  verschiedene 
Punkte  gemein  haben,  so  gehören  die  vier  Punkte  a,  b,  c,  d einer  und 
derselben  Strecke  an.“  (Peano,  Prindpii  di  Geometria,  S.  38). 
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Die  vorstehenden  Postulate  reidien  hin  zur  Begründung  der 
darstellenden  Geometrie  der  Geraden.  Bevor  wir  weitergehen, 
empfieht  es  sich,  immer  mit  Hilfe  des  Streckenbegriffs,  Begriffe 
zu  definieren,  die  wir  in  der  Folge  benötigen  werden. 

Sei  k eine  beliebige  Figur,  d.  h.  eine  Gesamtheit  von  Punkten, 
und  a ein  Punkt.  Mit  ak  wird  man  die  Gesamtheit  der  Punkte 
bezeichnen,  welche  auf  irgend  einer  der  Strecken  ax  liegen,  die 
den  Punkt  a mit  sämtlichen  Punkten  x von  k verbinden.  Diese 
Figur  wird  die  Vereinigung  (jonction)  von  a und  von  k heißen. 
Mit  a*  k oder  ka^  wird  man  die  Gesamtheit  der  Punkte  be- 
zeichnen, welche  auf  einem  beliebigen  Strahle  o!  x liegen,  wobei 
X ein  Punkt  von  k ist,  d.  h.  die  Gesamtheit  der  Punkte,  welche 
mit  a Strecken  bestimmen,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  von 
k hindurchgehen.  Diese  Figur  wird  die  Projektion  von  k aus- 
gehend von  dem  Punkte  a,  oder  nach  einer  bildlichen  Ausdrucks- 
weise von  H.  Peano  der  Schatten  des  durch  a beleuchteten  k 
heißen.  Endlich  wird  man  mit  ak*  oder  k*  a die  Gesamtheit  der 
Punkte  bezeichnen,  welche  auf  der  Verlängerung  der  Strecken 
über  a hinausliegen,  die  a mit  einem  beliebigen  Punkte  von  k 
verbinden. 

Desgleichen  wird,  im  Falle  als  h und  k zwei  beliebige 
Figuren  sind,  hk  die  Gesamtheit  der  auf  jenen  Strecken  ge- 
legenen Punkte  bezeichnen,  die  jeden  Punkt  von  h mit  jedem 
Punkt  von  k verbinden;  h*k  wird  die  Gesamtheit  der  auf  den 
Verlängerungen  dieser  Strecken  über  den  Punkt  von  k hinaus 
gelegenen  Punkte  bezeichnen,  und  ht  wird  die  Gesamtheit  von 
Punkten  bezeichnen,  die  auf  den  Verlängerungen  dieser  Strecken 
über  den  Punkt  von  h hinaus  gelegen  sind. 

Die  Bezeichnungen  ab,  a*  b gehen  als  besondere  Fälle  in 
folgende  ein:  die  Strecke  ab  ist  die  Vereinigung  der  Punkte 
a und  b;  der  Strahl  a*  b ist  der  Schatten  des  durch  a be- 
leuchteten b.  Die  Figur  a*  (ab)  ist  die  Projektion  von  ab  aus- 
gehend von  a,  d.  h.  der  Strahl,  welcher  zum  Anfangspunkt  a 
hat  und  b enthält;  es  ist  dies  somit  die  Halbgerade,  welche  die 
Halbgerade  ab*  ergänzt.  Die  Gerade  ab  setzt  sich  zusammen 
aus  ab*,  aus  dem  Punkte  a und  aus  a*  (abf),  und  die  Halb- 

Der  Strahl  a*  (ab)  läßt  sich  auch  ausdrücken  durch  a (a'b)  oder 

a (ba‘). 
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gerade  a‘  (ab)  setzt  sich  zusammen  aus  ab,  dem  Punkte  b und 
aus  ba\ 

Wenn  h und  k zwei  Klassen  von  Punkten  sind,  so  hat 
man,  unabhängig  von  jedem  geometrischen  Postulat  und  kraft 
der  logischen  Gesetze  allein: 

a(h^)  k)  — a hy^  a k 
a*  (hvj  k)  = a‘  a'  k 

und  wenn  hok,  so  hat  man  unter  denselben  Bedingungen: 

ahoak  a‘  ho  a‘  k, 

d.  h.  wenn  die  Gesamtheit  h an  der  Gesamtheit  k teil  hat,  so 
ist  ihre  Vereinigung  oder  ihre  Projektion  enthalten  in  der  Ver- 
einigung oder  der  Projektion  von  k (bezüglich  von  demselben 
Punkt  aus  genommen). 

Nach  dieser  Festsetzung  gelangt  man  über  die  Gerade  hin- 
aus durch  das  Postulat: 

„XII.  Wenn  r eine  beliebige  Gerade  ist,  so  existiert  min- 
destens ein  Punkt  außerhalb  von  r.“ 

Um  die  Ebene  definieren  zu  können,  benötigt  man  überdies 
folgendes  Postulat: 

„XIII.  Wenn  unter  der  Voraussetzung,  daß  a,  b,  c nicht 
kollineare  Punkte  sind,  d zwischen  b und  c 
und  e zwischen  a und  d liegt,  so  trifft  die 
Verlängerung  von  be  ac/'  (Fig.  10.)  D.  h.  es 
existiert  ein  Punkt  / von  der  Beschaffenheit, 
daß  / zwischen  a und  c und  e zwischen  b 
und  / liegt. 

Äus  diesem  Postulat  leitet  man  ab,  daß 
a(bc)d  b(ac),  woraus  sich  umgekehrt  ergibt:  b(ac)oa(bc)  und 
infolgedessen:  a(bc)=b(ac).  Auf  diese  Art  fällt  die  Vereinigung  von 
a und  bc  zusammen  mit  der  Vereinigung  von  b und  ac  (und  infolge- 
dessen mit  der  Vereinigung  von  c und  a b).  Diese  Figur  allein 
wird  das  Dreieck  abc  heißen.  Überdies  ist,  wenn  d ein  be- 
liebiger Punkt  der  Strecke  bc,  und  / ein  solcher  der  Strecke  ac 
ist,  die  Strecke  df  in  dem  Dreiecke  ab  enthalten.  Unter  der- 
selben Voraussetzung  (daß  a,  b,  c nicht  kollinear  sind)  setzt  sich 
dieses,  wenn  p ein  Punkt  des  Dreieckes  abc  ist,  aus  dem 


Fig.  10. 
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Punkt  p,  den  drei  Strecken  pa^  pb,  pc  und  den  drei  Dreiecken 
pab,  pbc,  pca  zusammen.  Wenn  p und  q zwei  von  einander 
verschiedene  Punkte  des  Dreiedtes  abc  sind,  so  trifft  der  Strahl 
p*  q den  Umfang  des  Dreieckes;  in  gleicher  Weise  der  Strahl 
pq‘  derart,  daß  die  Gerade  pq  den  Umfang  des  Dreieckes  in 
zwei  Punkten  trifft,  die  bezüglich  auf  den  zwei  Verlängerungen 
der  Strecke  pq  liegen. 

Nach  dieser  Festsetzung  läßt  sich  die  Ebene  abc  als  Ge- 
samtheit der  drei  Punkte  a,  b,  c,  der  drei  Strecken  ab,  bc,  ca, 
ihrer  sechs  Verlängerungen  ab‘  und  ba\  b&  und  cb\  ca*  und 
ad,  des  Dreieckes  abc,  der  drei  Figuren  a*bc,  b*ca,  dab^) 
und  der  drei  Winkel  a‘b*c,  b*  d a,  d a*  b definieren.^)  Man 
sieht,  daß  die  Definition  der  Ebene  in  der  darstellenden  Geo- 
metrie bedeutend  weniger  einfach  und  weniger  einheitlich  ist, 
als  die  in  der  projektiven. 

Dafür  hat  man  eine  sehr  einfache  Definition  der  Halbebene, 
die  ebensowenig  als  die  Halbgerade  ein  projektiver  Begriff  ist. 
Sei  r eine  Gerade  und  a ein  Punkt  außerhalb  von  r,  so  wird 
die  Figur  a*  r in  der  durch  a und  r bestimmten  Ebene  jene 
Halbebene  sein,  welche  nicht  a enthält.  Die  andere  Halbebene, 
welche  a enthält,  wird  fra  sein  (Projektion  von  ra  genommen 
von  r aus).  Diese  Ausdrücke  sind  analog  den  Ausdrücken  für 
die  Halbgeraden  a b‘  und  a!  ab  (getrennt  durch  den  Punkt  ä). 

Endlich  beweist  man,  daß  im  Falle  d ein  beliebiger  Punkt 
der  Ebene  abc  ist,  er  entweder  auf  einer  der  Geraden  ab,  bc, 
ca  liegt,  oder  er  in  dem  Dreieck  abc  liegt,  oder  daß  a in  dem 
Dreiecke  bcd  oder  b in  dem  Dreiecke  acd,  oder  c in  dem  Drei- 
ecke abd  liegt;  oder  aber  daß  endlich  ad  und  bc  sich  schneiden, 
oder  ac  und  bd  oder  ab  und  cd.  Auch  die  Umkehrung  ist 
richtig,  d.  h.  wenn  eine  von  diesen  Möglichkeiten  statt  hat,  so 
liegt  der  Punkt  d in  der  Ebene  abc. 


^)  Die  Figur  a‘bc  ist  die  Projektion  des  bc  von  a aus  genommen, 
d.  h.  der  Teil  der  Ebene,  welcher  zwischen  der  Strecke  bc  und  den 
Strecken  ba'  und  ca*  enthalten  ist. 

2)  Die  Figur  a‘b*c  ist  die  Projektion  des  b‘c  von  a aus  genommen 
(oder  des  a'c  von  b aus),  d.  h.  der  von  den  zwei  Strahlen  ca'  und 
cb'  eingeschlossene  Winkel. 
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Um  die  Einzigkeit  der  durch  drei  Punkte  bestimmten  Ebene 
darzulegen,  hat  man  ein  neues  Postulat  nötig. 

„XIV.  Wenn  im  Falle,  als  n,  b,  c drei  nicht  kollineare  Punkte 
sind,  d zwisdien  b und  c,  und  / zwischen  a und  c liegt, 
schneiden  die  Stredien  ad  und  bf  einander  (haben  einen  Punkt 
gemein).“  (Fig.  10.) 

Man  bemerkt,  wie  wenig  dieses  Postulat  sich  von  dem  vor- 
ausgehenden  unterscheidet,  und  trotzdem  hat  es  eine  vollständig 
versdiiedene  Bedeutung  für  die  Folgerungen.  Man  folgert  zu- 
nädist  aus  demselben,  daß,  wenn  man  zwei  Punkte,  den 
einen  auf  a*  b,  den  anderen  auf  a‘  c nimmt,  ihre  Verbindungs- 
strecke in  a‘  bc  enthalten  ist;  daß  ferner,  wenn  man  zwei  Punkte, 
den  einen  auf  b‘ a,  den  anderen  auf  da  nimmt,  ihre  Verbin- 
dungsstrecke in  dem  Winkel  b*  d a enthalten  ist.  Man  beweist 
hierauf,  daß  die  Ebene  abc  mit  der  Ebene  abd  zusammenfällt, 
wenn  d ein  (von  b verschiedener)  Punkt  der  Strecke  bc  oder  der 
Geraden  bc  ist,  oder  sogar  in  dem  Dreiecke  abc  liegt;  daß, 
wenn  d,  e,  f drei  nicht  kollineare  Punkte  der  Ebene  abc  sind, 
diese  mit  der  Ebene  def  zusammenfällt.  Man  beweist  auch, 
daß  zwei  Ebenen,  die  drei  Punkte  gemein  haben,  zusammen- 
fallen (identisch  sind),  und  daß  die  durch  zwei  Punkte  bestimmte 
Gerade  einer  Ebene  in  dieser  Ebene  enthalten  ist.  So  ergibt 
sich  die  Darlegung  der  wesentlichen  Eigenschaften  der  Ebene, 
die  ihr  als  Definition  zu  dienen  pflegen. 

Die  vorausgehenden  Postulate  (dem  Stetigkeitspostulat  hin- 
zugefügt)  reichen  für  die  ebene  Geometrie  aus.  Um  zur  Geometrie 
der  „Körper“  überzugehen,  muß  man  aus  der  Ebene  heraus- 
gehen und  das  folgende  Postulat  annehmen: 

„XV.  Wenn  eine  beliebige  Ebene  gegeben  ist,  so  existiert 
mindestens  ein  Punkt  außerhalb  derselben.“ 

Man  nennt  komplanär  die  Punkte,  die  in  einer  und  der- 
selben Ebene  gelegen  sind.  Wenn  a,  b,  c,  d vier  nicht  kom- 
planäre  Punkte  sind,  so  fallen  die  Figuren  a(bcd)  und  b(acd) 
zusammen;  sie  fallen  auch  zusammen  mit  c(abd)  und  d(abc). 
Diese  einzige  Figur  heißt  das  Tetraeder  abcd.^)  Sei  e ein 


^)  Ein  Tetraeder  läßt  sich  auch  noch  auffassen  als  die  Figur  (aö)  {cd)y 
oder  [ac)  {bd),  oder  [ad)  {bc). 
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Punkt  dieses  Tetraeders,  so  setzt  sich  dieser  zusammen  aus  dem 
Punkte  e,  den  vier  Segmenten  ea,  eb,  ec,  ed,  sechs  Dreiedcen 
eab,  eac,  ebc,  ...  und  den  vier  Tetraedern  eabc,  eabd, 
eacd,  ebcd.  Man  beweist,  daß  jede  der  Verlängerungen  einer 
in  dem  Tetraeder  enthaltenen  Strecke  seine  Oberfläche  trifft  (d.  h. 
eine  von  den  vier  Flächen  abc,  abd  . , und  daß,  wenn  e 
ein  Punkt  der  Fläche  bcd  und  / ein  Punkt  der  Kante  ad  ist, 
die  Strecke  ae  das  Dreieck  bcf  trifft.  Man  entwickelt  noch  den 
folgenden  Lehrsatz:  „Wenn  zwei  Gerade  in  einer  Ebene  und 
ein  Punkt  außerhalb  dieser  Ebene  gegeben  sind,  so  haben  die 
zwei  Verbindungsebenen  dieses  Punktes  mit  jenen  beiden  Ge- 
raden eine  Gerade  gemein.“  Dieser  Satz  hat  den  Satz  von  den 
homologen  Dreiecken  im  Raume  und  somit  auch  in  der  Ebene 
zur  Folge.  Man  sieht,  daß  dieser  Satz  von  dem  Postulat  XV 
abhängt,  welches  die  dritte  Dimension  des  Raumes  in  sich 
schließt. 

Zum  Beweise  des  Satzes,  daß  zwei  Ebenen,  wenn  sie  einen 
Punkt  gemein  haben,  eine  Gerade  gemeinsam  haben,  muß  man 
die  Dimensionenzahl  auf  drei  beschränken.  Dies  ergibt  sich  aus 
dem  folgenden  Postulat: 

„XVI.  Unter  der  Voraussetzung  einer  Ebene  p und  eines 
Punktes  a außerhalb  derselben  nehme  man  einen  Punkt  b auf 
der  Verlängerung  einer  der  Strecken,  die  a mit  der  Ebene  p 

verbinden:  es  gehört  dann,  wenn  x ein  beliebiger  Punkt  ist, 

entweder  derselbe  der  Ebene  p an,  oder  die  Strecke  ax  trifft 
die  Ebene  p,  oder  aber  die  Strecke  bx  trifft  die  Ebene  p.“ 

Dieses  Postulat  sagt  in  Kürze  aus,  daß  die  Ebene  den  Raum 
in  zwei  Teile,  die  sie  trennt,  derart  teilt,  daß  man  von  zwei 
Seiten  der  Ebene  sprechen  kann.  Zwei  Punkte  a,  b liegen  auf 
entgegengesetzter  Seite  der  Ebene,  wenn  die  Strecke  a b sie 

trifft  (sie  durchschneidet,  wie  man  sagt);  sie  liegen  auf  der 


Behufs  Beweises  der  Abhängigkeit  dieses  Satzes  vom  Postulat  XV 
zeigt  H.  Peano,  daß,  wenn  man  der  Ebene  eine  Fläche  und  den  Ge- 
raden die  geodätischen  Linien  dieser  Flächen  substituiert,  die  ersten 
Postulate  befriedigt  werden  können  durch  Punkte  dieser  Fläche,  ohne 
daß  der  Lehrsatz  von  Desargues  zu  recht  besteht.  Gleichwohl  wird  er 
für  Flächen  gelten,  welche  eine  konstante  Krümmung  besitzen.  (Revue 
de  Mathematiques,  Bd.  IV,  S.  73.) 
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gleichen  Seite,  wenn  die  Strecke  ab  sie  nicht  trifft.  Wenn  von 
drei  außerhalb  der  Ebene  gegebenen  Punkten  n,  b,  c zwei  auf 
entgegengesetzten  Seiten  liegen,  so  liegt  der  dritte  auf  der 
gleichen  Seite  mit  einem  von  den  beiden  ersteren.  Dies  kommt 
darauf  hinaus  zu  sagen,  daß  die  Ebene  zwei  der  Seiten  des 
Dreiedcs  abc,  aber  nicht  die  dritte  Seite  schneidet.  Daraus  er- 
gibt sidi,  daß  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene  abc  zwei  Seiten 
des  Dreieckes  abc  und  nur  zwei  schneidet,  oder  aber  keine  von 
ihnen. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  führen  zum  Begriff  des 
Halbraumes,  d.  h.  der  Gesamtheit  der  auf  derselben  Seite  der 
Ebene  gelegenen  Punkte.  Sei  p eine  Ebene  und  a ein  Punkt 
außerhalb  derselben,  so  ist  die  Figur  a'p  die  Projektion  der 
Ebene  p von  dem  Punkte  a aus,  d.  h.  der  Halbraum,  welcher  a 
nicht  enthält.  Der  Haibraum,  welcher  a enthält  (die  Ergänzung 
des  vorstehenden),  wird  durch  p*pa  bezeichnet,  als  Projektion 
der  Figur  pa  von  der  Ebene  p aus. 

Zur  Vervollständigung  der  Grundsätze  der  darstellenden 
Geometrie  bedarf  es  nur  mehr  der  Aussprache  des  Stetigkeits- 
postulates: 

„XVII.  Sei  k eine  Klasse  von  in  der  Strecke  ab  enthaltenen 
Punkten,  so  ist  ein  Punkt  x der  Strecke  ab  (eventuell  mit  b zu- 
sammenfallend) vorhanden,  von  der  Art,  daß  kein  Punkt  von  k 
zwischen  x und  b liegt,  und  für  jeden  zwischen  a und  x an- 
genommenen Punkt  y Punkte  von  k existieren,  die  zwischen  y 
und  b liegen.“  Mit  anderen  Worten,  unter  Anwendung  der 
Ausdrücke  „vor“  und  „hinter“  (welche  eine  Reihenfolge  der 
Punkte  von  ab,  von  a nach  b genommen,  voraussetzen):  der 
Punkt  X ist  ein  derartiger,  daß  alle  Punkte  von  k vor  ihm 
liegen,  aber  daß  es  Punkte  von  k hinter  jedem  vor  x gelegenen 
Punkt  y gibt.  Der  Punkt  y ist  sozusagen  die  hintere  Grenze 
der  Gesamtheit  k.  Es  ist  selbstverständlich,  daß  kraft  des 
gleichen  Postulats  auch  eine  vordere  Grenze  der  gleichen  Ge- 
samtheit vorhanden  ist. 


')  Ein  Lehrsatz,  der  als  Postulat  angenommen  wird  von  Pasch 
(a.  a.  0.,  §2.  Grundsatz  IV),  und  von  Hilbert  (Grundlagen  der  Ge- 
metrie,  Axiom  II,  5). 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik. 
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Einer  Bemerkung  des  H.  Peano  selbst  folgend^),  hätten 
wir  als  Grundbegriff  statt  der  (endlichen)  Strecke  den  (unend- 
lichen) Strahl  nehmen  und  die  Strecke  mit  Hilfe  des  Strahls  de- 
finieren können:  In  der  Tat  ist  die  Strecke  ab  der  den  beiden  von 
uns  als  a‘ab  und  b*ba  bezeichneten  Strahlen  gemeinsame  Teil. 
Diese  Bemerkung  hebt  alle  Bedeutung  der  empiristischen  Be- 
trachtungen auf,  durch  welche  H.  Pasch  die  Wahl  seiner  Grund- 
begriffe der  endlichen  Strecke  und  des  endlichen  Teiles  der 
Ebene erhärten  zu  müssen  glaubt,  unter  der  Vorgabe,  daß 
wir  nur  endliche  Stücke  von  Geraden  und  Ebenen  wahrnehmen 
können,  wie  sie  uns  die  Erfahrung  darbietet.*) 

Nach  Entwicklung  dieses  Kapitels  hat  H.  Oswald  Veblen 
ein  neues  System  von  Äxiomen  für  die  Geometrie  veröffentlicht, 
das,  wie  es  scheint,  eine  Vereinfachung  und  Vervollkommung 
der  darstellenden  Geometrie  begründet.^)  Um  es  im  Vorüber- 
gehen zu  sagen,  diese  einfache  Tatsache  beweist,  wie  hoch  diese 
Untersuchungen  der  mathematischen  Logik,  die  von  den  fran- 
zösischen Mathematikern  ignoriert  und  verächtlich  angesehen 
werden,  in  der  Gunst  anderer  Nationen  stehen.^)  Wir  glauben 
daher,  unseren  Lesern  einen  kurzen  Auszug  aus  dieser  Arbeit 
geben  zu  sollen. 

y I Prindpii  di  Geometria,  S.  25. 

2)  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie,  Einleitung. 

Was  die  empiristischen  Betrachtungen  bezüglich  des  wahrnehm- 
baren Längeminimums  betrifft,  unterhalb  dessen  die  Punkte  nicht  getrennt 
werden  könnten,  und  bezüglich  der  unvermeidlichen  Ungenauigkeit  der 
erfahrungsmäßigen  Messungen,  genügt  es  zu  bemerken,  daß  sie  dahin 
führen,  die  Begriffe  der  Teilbarkeit  ins  Unendliche  und  der  Stetigkeit, 
die  H.  Pasch  trotzdem  annimmt,  nicht  zu  stützen,  sondern  zu  schwächen. 

A System  of  Axioms  for  Geometry,  by  Oswald  Veblen,  Trans- 
actions of  the  American  Mathematical  Society,  Bd. V,  S. 343— 384  (Juli 
1904). 

®)  Erwähnen  wir  noch  mehrere  neue  Abhandlungen  aus  der  mathe- 
matischen Logik,  welche  soeben  erschienen  sind:  E.  V.  Huntington, 
A set  of  Postulates  for  real  Algebra,  comprising  postulates  for  a one- 
dimensional  continuum  and  for  the  theory  of  groups,  Transactions  of 
the  American  Mathematical  Society,  Bd.  VI,  S.  17—41;  Note  on  the  defini- 
tions  of  abstract  groups  and  fields  by  sets  of  independant  postulates, 
ebd  S.  181— 193;  A set  of  postulates  for  ordinary  complex  Algebra, 
ebd.  S. 209— 229;  0.  Veblen,  Theory  on  plane  curves  in  non-metrical 
Analysis  situs,  ebd.  S.  83— 98  (1905). 
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Die  (undefinierbaren)  Grundbegriffe  dieses  Systems  sind  der 
Begriff  (Klasse)  von  Punkten  und  die  Beziehung  der  Ordnung 
zwisdien  drei  Punkten.  Die  Ordnungsbeziehung  zwischen  drei 
Punkten  ist,  um  es  gleich  zu  sagen,  gleichwertig  mit  dem,  was 
wir  im  Vorausgehenden  die  Zwischenbeziehung  genannt  haben; 
wie  diese  schließt  sie  die  Bestimmung  in  sidi  ein,  daß  die  drei 
Punkte,  die  in  Beziehung  stehen,  auf  einer  geraden  Linie  liegen. 

Die  Axiome  sind  bloß  12  an  Zahl  und  sind  voneinander 
unabhängig,  wie  H.  Veblen  durch  besondere  Beispiele  nach- 
weist. Überdies  bilden  sie  ein  kategorisches  System,  d.  h. 
daß  es  nur  eine  Gesamtheit  gibt,  welche  sie  befriedigt,  oder 
daß,  wenn  zwei  Gesamtheiten  sie  befriedigen,  sie  einer  ein- 
deutigen und  gegenseitigen  Verwandtschaft  fähig  sind.  Den 
kategorischen  Systemen  stehen  die  disjunktiven  Systeme 
gegenüber^),  denen  man  ein  oder  mehrere  von  den  ersteren  un- 
abhängige Axiome  beigesellen  kann,  um  auf  die  Art  ihren 
Umfang  zu  beschränken.  Was  immer  man  über  die  Wahl  dieser 
Worte  denken  mag,  jedenfalls  liegt  hier  eine  nützliche  und  weit- 
tragende  Unterscheidung  vor,  welche  die  klassische  Logik  über- 
sah, und  für  welche  die  moderne  Logik  den  Mathematikern  wird 
dankbar  sein  müssen. 

Die  12  Axiome  des  H.  Veblen  teilen  sidi  in  zwei  Gruppen. 
Die  erste  Gruppe,  welche  acht  Axiome  umfaßt,  bezieht  sich  auf 
die  Eigenschaften  der  geraden  Linie: 


y Der  Verfasser  entlehnt  die  Ausdrücke  kategorisch  und  dis- 
junktiv H.  J.  Dewey;  sie  scheinen  uns  wenig  klar  und  nicht  sehr 
glücklich  mit  Rücksicht  auf  den  vollständig  verschiedenen  Sinn,  den  sie  in 
der  klassischen  Logik  haben.  H.  Huntington  verwendet  an  Stelle  von 
kategorisch  das  Wort  hinreichend  (darunter  verstanden:  um  eine 
Gesamtheit  zu  bestimmen,  welche  das  System  befriedigt),  was  vorzu- 
ziehen ist.  H.  Hilbert  verwendet  im  selben  Sinne  das  Wort  voll- 
ständig, welches  H.  Huntington  zur  Bezeichnung  eines  zusammen- 
hängenden, hinreichenden  und  unzurückführbaren  Systems  verwendet. 
Es  scheint  uns,  daß  die  Verwendung  der  herkömmlichen  Ausdrücke 
individuell  und  allgemein  einfacher  und  vorzuziehen  wäre,  welche 
klar  ausdrücken,  daß  der  Umfang  des  Systems  ein,  beziehungsweise 
mehrere  Individuen  umfaßt.  Nach  allem  läßt  sich  ein  System  von 
Axiomen  als  ein  Begriff  auffassen;  ja,  es  ist  sogar  ein  Begriff  im 
Sinne  des  H.  Frege,  denn  es  ist  eine  Urteilsfunktion  mit  einer  Veränder- 
lichen. 
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I.  „Es  existieren  mindestens  zwei  voneinander  verschiedene 
Punkte.“ 

II.  „Wenn  die  Punkte  A,  B,  C die  Anordnung  ABC  be- 
sitzen, so  besitzen  sie  audi  die  Anordnung  CBA."" 

So  ist  also  die  Anordnungsbeziehung  symmetrisch  oder  um- 
kehrbar. 

III.  „Wenn  die  Punkte  A,  B,  C in  der  Anordnung  ABC  auf- 
einanderfolgen,  folgen  sie  nicht  in  der  Anordnung  BCA  auf- 
einander.“ 

Sonach  ist  die  Beziehung  der  Anordnung  nicht  zirkulär, 
sondern  linear  (offen).  Durch  dieses  Axiom  trennt  sich  die  dar- 
stellende Geometrie  von  der  projektiven,  in  welcher  die  Gerade 
eine  geschlossene  Linie  ist;  und  es  läßt  sich  Voraussagen,  daß 
der  Punkt  im  Unendlichen  von  ihr  wird  ausgeschlossen  sein. 

IV.  „Wenn  die  Punkte  A,  B,  C die  Anordnung  ABC  be- 
sitzen, so  sind  die  Punkte  A und  C von  einander  verschieden.“ 

V.  „Wenn  A und  B zwei  voneinander  verschiedene  Punkte 
sind,  so  existiert  ein  Punkt  C,  sodaß  man  wieder  die  Anordnung 
ABC  hat.“ 

Dieses  Axiom  involviert  die  Verlängerbarkeit  der  Geraden 
oder  vielmehr  die  Verlängerung  jenseits  von  jedem  ihrer  Punkte. 
Man  kann  somit  die  Gerade  folgendermaßen  definieren:  Wenn 
zwei  getrennte  Punkte  A,  B gegeben  sind,  so  ist  die  Gerade  A B 
die  Gesamtheit  der  Punkte  A,  B und  der  Punkte  X,  welche  eine 
der  drei  Anordnungen  ABX,  AXB,  XAB  befriedigen.  Die 
Strecke  AB  ist  die  Gesamtheit  der  Punkte  X,  welche  der  An- 
ordnung AXB  genügen.  Man  beweist,  daß  zwei  getrennte 
Punkte  eine  einzige  Gerade  und  eine  einzige  Strecke  bestimmen. 

VI.  „Wenn  zwei  voneinander  verschiedene  Punkte  C und  D 
der  Geraden  AB  angehören,  so  gehört  auch  der  Punkt  A der 
Geraden  CD  an.“ 

Aus  diesem  Axiom  leitet  man  ab,  daß  zwei  voneinander 
verschiedene  Punkte  eine  Gerade  bestimmen. 

VIII.  „Wenn  drei  voneinander  verschiedene  Punkteexistieren, 
so  gibt  es  auch  drei  Punkte  A,  B,  C,  die  nicht  auf  einer  Geraden 
liegen,“  (d.  h.  welche  keine  der  Anordnungen  ABC,  BCA,  CAB, 
befriedigen). 
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Dieses  Existentialaxiom  gestattet,  aus  der  Geraden  heraus- 
zugehen und  den  Begriff  des  Dreiecks  zu  gewinnen. 

VIII.  Transversalenaxiom:  „Wenn  drei  Punkte  A,  B,  C 
nicht  in  einer  Geraden  liegen  und  wenn  D und  E zwei  den  An- 
ordnungen BCD  und  CAE  genügende  Punkte  sind,  so  existiert 
ein  Punkt  F in  der  Anordnung  AFB,  der  auf  einer  Geraden 
mit  D und  E liegt.“  (Fig.  11).  Man  beweist,  daß  die  Punkte 
D,  E,  F voneinander  verschieden  sind  und  die  Anordnung  DEF 
besitzen;  man  beweist  ferner,  daß  keine  Gerade  die  drei  Stredken 
treffen^  kann,  welche  die  Dreieckseiten  bilden.  Mit  Hilfe  des 
vorstehenden  Axioms  läßt  sich  beweisen,  daß  zwischen  zwei 
voneinander  verschiedenen  Punkten  ein  dritter  (in  einer  Geraden 
mit  ihnen)  liegt,  und  daß  demzufolge  eine  Unendlichkeit  von 
Punkten  in  einer  Strecke  und 
auf  einer  Geraden  vorhanden 
ist.  Es  ist  hier  das  erste 
Mal,  daß  sich  die  Existenz 
einer  Unendlichkeit  von  Punk- 
ten behaupten  läßt,  und  dieser 
Satz  ist  eine  Konsequenz 
der  vorausgehenden  a ch  t 
Axiome.  Im  Gegensätze  dazu 
können  sieben  beliebige  dieser  Axiome  durdi  eine  endliche 
Gesamtheit  befriedigt  werden,  ohne  daß  das  ackte  befriedigt 
wird,  und  auf  diese  Art  beweist  H.  Veblen  die  absolute 
Unabhängigkeit  dieser  acht  Axiome  voneinander.  Auf  gleiche 
Weise  kann  man  die  allgemeine  Anordnung  von  Punkten  auf 
einer  Geraden  definieren  und  einer  endlichen  Gesamtheit  von 
Punkten  einer  Geraden  Ziffern  derart  zuweisen,  daß  die  An- 
ordnung der  Punkte  die  gleiche  ist  wie  die  ihrer  Ziffern. 

Endlidi  leitet  man  aus  dem  Axiom  VIII  den  Lehrsatz  ab, 
dessen  Aussprache  dasselbe  Axiom  in  sich  enthält:  Wenn  eine 
Gerade  eine  Seite  eines  Dreiecks  und  die  Verlängerung  einer 
zweiten  Seite  trifft,  so  trifft  sie  auch  die  dritte  Seite. 

Die  Ebene  läßt  sich  folgendermaßen  definieren:  Wenn  C 
drei  nicht  in  einer  Geraden  gelegene  Punkte  sind,  so  ist  ABC 
die  Gesamtheit  der  Punkte,  die  in  gerader  Linie  mit  zwei  Punk- 
ten der  Dreiecksseiten  ABC  liegen.  Man  beweist,  daß  drei 
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nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  eine  Ebene  bestimmen; 
und  daß  eine  Gerade,  die  mit  einer  Ebene  zwei  Punkte  gemein 
hat,  vollständig  in  ihr  enthalten  ist. 

Um  aus  der  Ebene  herauszugehen  und  den  Raum  zu  kon- 
struieren, benötigt  man  das  folgende  Äxiom: 

IX.  Raumaxiom:  „Wenn  drei  nicht  in  einer  Geraden  lie- 
gende Punkte  existieren,  so  existiert  eine  Ebene  von  der  Art, 
daß  es  einen  nicht  in  dieser  Ebene  gelegenen  Punkt  gibt.“  Da- 
raus leitet  man  ab,  daß,  sobald  eine  beliebige  Ebene  gegeben 
ist,  ein  Punkt  außerhalb  derselben  existiert.^) 

Man  kann  also  das  durch  vier  nicht  in  einer  und  derselben 
Ebene  gelegenen  Punkte  bestimmte  Tetraeder,  sodann  den 
(dreidimensionalen)  Raum  als  Gesamtheit  von  Punkten  definieren, 
weldie  mit  zwei  Punkten  der  Tetraederflächen  in  gerader  Linie 
liegen.  Man  beweist,  daß  vier  Punkte  einen  einzigen  Raum  be- 
stimmen, und  daß,  wenn  eine  Gerade  zwei  Punkte  oder  eine 
Ebene  drei  Punkte  mit  einem  Raum  gemein  haben,  sie  voll- 
ständig darin  enthalten  sind. 

Man  könnte  ebenso  aus  dem  dreidimensionalen  Raum  her- 
ausgehen. Um  sich  auf  denselben  zu  beschränken,  bedarf  man 
des  folgenden  Axioms: 

X.  Dimensionen axiom:  „Wenn  vier  nicht  in  derselben 
Ebene  gelegene  Punkte  existieren,  so  existiert  ein  Raum  von  der 
Art,  daß  es  keinen  Punkt  gibt,  welcher  nicht  in  gerader  Linie 
mit  zwei  Punkten  dieses  Raumes  liegt.“  Daraus  ergibt  sich,  daß 
es  nur  einen  (dreidimensionalen)  Raum  gibt,  und  daß  zwei  be- 
liebige Ebenen  eine  Gerade  gemein  haben. 

Der  Verfasser  verallgemeinert  sodann  den  Ordnungsbegriff, 
definiert  die  Teile  (regions)  der  Geraden,  der  Ebene  und  des 
Raumes  (Halbgerade,  Halbebene;  Inneres  eines  Winkels,  eines 
Dreiecks,  eines  Polygons,  eines  Zweikants,  eines  Dreikants  usw.) 
und  weist  ihre  wesentlichen  Eigenschaften  nach,  z.  B.:  Ein 


‘)  Der  Unterschied  zwischen  diesem  Satze  und  dem  Äxiom  IX  be- 
steht in  der  Unterscheidung  von  einem  (a)  und  einem  beliebigen 
(ang).  Man  sieht  die  logische  Tragweite  dieser  grammatikalischen  Unter- 
scheidungen, die  H.  Russell  einer  tief  bohrenden  Analyse  unterworfen 
hat  (The  Principles  of  Mathematics,  Kap.  V). 
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ebenes  Polygon  teilt  seine  Ebene  in  zwei  voneinander  getrennte 
Teile. 

Der  Verfasser  formuliert  ferner  das  Stetigkeitsaxiom  in 
einer  ziemlich  komplizierten  und  sehr  wenig  evidenten  Form^): 

XI.  „Wenn  eine  Unendlichkeit  von  Punkten  vorhanden  ist, 
so  existiert  ein  bestimmtes  Punktepaar  A,  C,  welches  durch 
folgende  Eigenschaft  ausgezeichnet  ist:  wenn  [or]  eine  unendliche 
Klasse  von  Strecken  der  Geraden  A C ist  derart,  daß  jeder  Punkt 
der  Strecke  AC  {A  und  C miteinbegriffen)  ein  Punkt  einer  Strecke 
ö* *  ist,  so  existiert  eine  endliche  Unterklasse  0*1,  0*2,  ..  . (fn  mit 
derselben  Eigenschaft.“  Man  beweist  zunächst,  daß  diese  Eigen- 
schaft einer  beliebigen  Strecke  angehört ^),  sodann,  daß,  wenn 
eine  Strecke  AB  sich  aus  zwei  Punkteklassen  [X]  und  [F]  zu- 
sammensetzt von  der  Ärt,  daß  kein  Punkt  X zwischen  zwei 
Punkten  Y noch  umgekehrt  liegt,  ein,  und  nur  ein  Punkt  0 vor- 
handen ist,  der  zwischen  jedem  X und  jedem  Y liegt. 

Man  erkennt  in  diesem  Satze  das  Stetigkeitsaxiom  von 
H.  Dedekind,  in  der  Form,  die  ihm  H.  Pieri  gegeben  hat.  Aus 
dem  den  adit  ersten  Axiomen  angeschlossenen  Stetigkeitsaxiom 
leitet  man  ab,  daß  durch  einen  außerhalb  einer  Geraden  ge- 
wählten Punkt  mindestens  eine  Gerade  hindurchgeht,  die  sie 
nicht  schneidet  (dies  ergibt  sich  namentlich  aus  der  Tatsache,  die 
eine  Konsequenz  des  Axioms  III  ist,  daß  die  Anordnung  der 
Punkte  einer  Geraden  nicht  zirkulär  ist)  und  daß,  wenn  es  meh- 
rere derartige  Gerade  gibt,  zwei  Halbgerade  vorhanden  sind, 
welche  die  die  erste  Gerade  Schneidenden  von  denjenigen 
trennen,  die  sie  nicht  schneiden,  (es  sind  das  die  Parallelen 
im  Sinne  von  Lobatschewsky).  Man  sieht,  daß  die  Geometrie 
von  Riemann  von  vornherein  durch  das  Axiom  III  ausge- 
schlossen ist.  Um  die  Geometrie  von  Lobatschewsky  auszu- 
schließen, genügt  die  Annahme  des  Parallelenaxiomes: 

XII.  „Sei  a eine  Gerade  der  Ebene  a,  so  gibt  es  in  dieser 


1)  Vgl.  S.  148. 

2)  Dieses  Axiom  nennt  H.  Schönflies  den  Lehrsatz  von  Hcinc- 
Borel:  Bericht  über  die  Mengenlehre,  Jahresbericht  der  deutschen  Mathe- 
matikervereinigung, Bd.  VIII,  S.  51  (1900). 

*)  Dieselbe  Bemerkung  gilt  hier,  wie  für  das  Axiom  IX. 
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Ebene  einen  Punkt  C von  der  Art,  daß  durch  C nur  eine  Ge- 
rade der  Ebene  a hindurchgeht,  welche  a nicht  schneidet.“ 

Es  genügt,  diese  Tatsache  für  eine  einzige  Gerade  und  einen 
einzigen  Punkt  zu  postulieren:  denn,  alsdann  läßt  sich  zeigen, 
daß  sie  für  jede  beliebige  Gerade  und  jeden  beliebigen  Punkt 
gilt.^)  Dieser  letzte  Satz  ist  das  Euklidische  Postulat. 

Der  Verfasser  gibt  sodann  an,  wie  sich  die  projektive  Geo- 
metrie auf  den  vorstehenden  Grundlagen  aufbauen  läßt,  indem 
man  die  uneigentlichen  oder  idealen  Elemente  definiert  und  ein- 
führt (Punkte,  Gerade,  projektive  Ebenen)  zufolge  der  Methode, 
die  wir  weiter  unten  darlegen  werden  (S.  188).  Endlich  zeigt  er, 
wie  man  mit  demselben  System  von  Grundsätzen  ohne  neue 
Axiome  die  Euklidische  metrische  Geometrie  entwickeln  kann, 
einfach,  indem  man  eine  projektive  Definition  der  Kongruenz 
gibt.  Man  definiert  zunächst  die  Kongruenz  der  Winkel  (und 
hernach  die  Ähnlichkeit)  durch  die  Bemerkung,  daß  kraft  des 
Parallelenaxioms  die  uneigentlichen  Punkte  des  Raumes  eine 
Ebene  (die  Ebene  im  Unendlichen)  bilden,  und  durch  Definition 
des  Aufeinandersenkrechtstehens  einer  Geraden  und  einer  Ebene 
mit  Hilfe  des  imaginären  Kreises  im  Unendlichen.  Man  definiert 
sodann  die  Kongruenz  der  Strecke  (und  in  der  Folge  die  Kon- 
gruenz aller  Figuren)  mit  Hilfe  „der  Reflexionen“,  d.  h.  ge- 
wisser projektiver  Transformationen,  die  den  Kreis  im  Unend- 
lichen unverändert  lassen.  Dies  bewirkt,  daß  man  die  Länge 
der  Strecken  definieren  und  ein  Koordinatensystem  im  Raume 
einführen  kann. 

Alles  zusammengefaßt,  sind  dies  die  drei  Arten  von  Geo- 
metrie, welche  H.  O.  Veblen  auf  bloß  zwölf  Axiome  gründet. 
Ohne  Zweifel  stellt  die  Reduktion  der  Axiomenzahl  nicht  an  und 
für  sich  eine  Vereinfachung  dar,  denn  es  lassen  sich,  wie  H. 
Pieri  bemerkt  hat^),  willkürlich  mehrere  Axiome  in  ein  einziges 
zusammenziehen.  Nichtsdestoweniger  scheint  uns  dieses  System 
eine  größere  Einfachheit  und  Klarheit  als  die  anderen  darzubieten 
(mit  Ausnahme  von  dem,  was  sich  auf  das  Stetigkeitsaxiom  be- 

^)  Dieselbe  Bemerkung  wie  für  die  Axiome  IX  und  XI. 

2)  I Principii  della  Geometria  di  Posizione,  S.  3,  Anm.  7 (1898); 
Bibliotheque  du  1er  Congres  international  de  Philosophie,  Bd.  III,  S.  393 
(1901). 
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zieht),  und  cs  hat  den  Vorteil,  vollständig  und  unzurückführbar 
zu  sein. 

Die  vorstehende  Theorie  ruht  auf  der  zwischen  drei  Punk- 
ten bestehenden  Zwischenbeziehung.  Allein  wir  haben  ge- 
sehen^), daß  diese  dreigliedrige  Beziehung  sich  auf  eine  zwei- 
gliedrige asymmetrische  und  transitive  zurückführen  läßt.  So- 
dann ist  diese  Theorie  einer  Vereinfachung,  die  H.  Vailati 
angeregt  hat^),  fähig.  Sei  eine  Beziehung  S (zu  lesen:  folgt), 
so  setzt  man  voraus,  daß  sie  asymmetrisch  ist,  d.  h.  daß  aSb 
undbSa  sich  ausschließcn;  daß  sie  transitiv  ist,  d. h.  daß  aSb 
und  bSc  aSc  nach  sich  ziehen;  und  daß  für  zwei  voneinander 
verschiedene  Glieder  n,  b man  immer  entweder  aSb  oder  bSa 
hat.  Es  sind  das  die  drei  Postulate  der  neuen  Theorie.  Man 
wird  die  Zwischen -Beziehung  dann  folgendermaßen  definieren: 

b € ac  = {a  S b • b S c)  ^ (c  S b * b S a)  Df. 

„5  liegt  zwischen  a und  c heißt,  daß  entweder  a auf  b und 
b auf  c folgt,  oder  aber  daß  c auf  b und  b auf  a folgt.“ 

Durch  diese  Definition  wird  die  undefinierbare  dreigliedrige 
Beziehung  des  Zwischen  auf  die  undefinierbare  zweigliedrige 
Beziehung  S zurückgeführt.  Nach  dieser  Festsetzung  lassen  sich 
mit  Hilfe  der  drei  Postulate,  welche  die  Beziehung  5 charakteri- 
sieren, die  Postulate  III,  V,  VI,  VIII,  IX,  X und  XI  der  Theorie 
des  H.  Peano  beweisen,  d.  h.  alle  Postulate  der  Geometrie  der 
Geraden,  mit  Ausnahme  der  Existentialpostulate  I,  II,  IV  und 
VII.  So  folgt  z.  B.  das  Postulat  III:  „Die  Strecke  aa  ist  Null“ 
unmittelbar  aus  der  Tatsache,  daß  die  Beziehung  S asymmetrisch 
ist;  denn  von  einem  Punkte  x sagen,  daß  er  der  Strecke  aa  an- 
gehört, heißt  zu  gleicher  Zeit  behaupten:  aSx^xSa,  was  aber 
unmöglich  ist.  Ebenso  läßt  sich  aus  der  Tatsache,  daß  die  Be- 
ziehung S nicht  reflexiv  sein  kann,  das  Postulat  VI  ableiten: 
„der  Punkt  a gehört  nicht  der  Streche  ab  an,“  denn  man  hat: 

ae  ab^  — (aSa-aSb)  w (öSa-aSa) 
und  das  zweite  Glied  ist  unsinnig,  denn  es  enthält  den  absur- 
den Faktor  aSa.  Aus  der  Tatsache,  daß  die  Definition  von 

y Kap.  III,  § H,  S.  77. 

2)  Sui  principi  fondamentali  della  Geometria  della  retta,  Rivista  di 
Matematica,  Bd.  II,  S.  71-75  (1892). 


186 


Kapitel  VI. 


b € ac  symmetrisch  ist  in  bezug  auf  a und  c,  ergibt  sich,  daß 
bs  ac  — bs  ca,  was  aber  das  Postulat  V darstellt.  Die  anderen 
Postulate  lassen  sich  in  gleicher  Weise  durch  rein  logische  Ab- 
leitungen beweisen. 

Man  kann  mit  H.  Russell  einen  Schritt  noch  weiter  auf  der 
Bahn  der  logischen  Reduktion  und  Vereinfachung  machen.  Man 
kann  die  Gerade  selbst  als  eine  asymmetrische,  transitive  Be- 
ziehung auffassen,  die  zwischen  zwei  beliebigen  ihrer  Punkte 
besteht,  und  sodann  die  Gesamtheit  der  Geraden  des  Raumes 
als  eine  Klasse  von  Beziehungen,  deren  Bereich  die  Gesamtheit 
der  Punkte  des  Raumes  ist.  Man  wird  dann  folgende  Postulate 
festsetzen  : 

I.  Es  gibt  eine  Klasse  von  Beziehungen  K,  deren  Bereich 
die  Punktklasse  ist. 

II.  Es  gibt  mindestens  einen  Punkt; 

wenn  R eine  Beziehung  der  Klasse  K ist, 

III.  ist  R niemals  reflexiv; 

IV.  ^R  ist  eine  Beziehung  der  Klasse  K; 

V.  R^  = R; 

VI.  Das  Gebiet  von  ^R  ist  in  dem  von  R enthalten; 

VII.  Zwischen  zwei  Punkten  existiert  eine  Beziehung  K und 
nur  eine; 

VIII.  Wenn  a und  b Punkte  des  Gebiets  von  R sind,  so  hat 
man  entweder  aRb  oder  aber  bRa. 

Man  wird  sehen,  daß  diese  acht  Axiome  zur  Begründung 
der  ganzen  Theorie  hinreichen  und  insbesondere  zum  Beweise 
der  Postulate  des  H.  Vailati.  Zunächst  ergibt  sich  aus  den  vier 
ersten  Axiomen,  daß  mindestens  zwei  Punkte  a,  b existieren.  Sei 
R die  Beziehung,  welche  zwischen  diesen  zwei  Punkten  (kraft  des 
Postulats  VII)  besteht,  so  hat  man:  aRb,  und  kann  nicht  haben: 
bRa,  denn,  da  die  Beziehung  R transitiv  ist  (V),  so  wäre  sie 
alsdann  reflexiv  (was  III  entgegensteht).  Somit  sind  R und  ^R 
asymmetrisch.  Kraft  des  Postulats  V ist  nicht  nur  die  Relation  R 
transitiv,  (/?^  o R),  sondern  sie  ist  der  Anlaß  dafür,  daß  eine 
überall  dichte  Reihe  besteht  (Ro  R%  denn  aRb  involviert,  daß 
ein  Glied  c von  der  Art  besteht,  daß  aRc>cRb  gilt;  mit  anderen 


^)  Russell,  a.  a.  0.,  §376. 
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Worten  es  gibt  immer  ein  Glied  zwischen  zwei  Gliedern  der 
Beziehung.  Kraft  des  Axioms  VI  existiert  im  Falle  aRb  ein 
Punkt  c von  der  Art,  daß  bRc\  dies  besagt,  daß  die  Strecke  ab 
eine  Verlängerung  über  b hinaus  (und  desgleichen  auch  über  a 
hinaus)  besitzt,  d.  h.  daß  die  Folge  der  Punkte  einer  Geraden 
weder  ein  erstes  noch  letztes  Glied  besitzen  (die  Gerade  ist  nach 
beiden  Seiten  unendlich).  Auf  diese  Art  werden  die  drei  Postu- 
late  des  H.  Vailati  und  die  Existentialpostulate  des  H.  Peano 
bewiesen. 

Die  darstellende  Geometrie  ähnelt  sehr  stark  auf  den  ersten 
Blick  der  projektiven  Geometrie:  Zunädist  läuft  sie  auf  dieselben 
Sätze  bezüglich  der  Beziehungen  von  Punkten,  Geraden  und 
Ebenen  hinaus;  sodann  stehen  sie  beide  der  metrischen  Geo- 
metrie gegenüber  durch  die  Tatsache,  daß  sie  weder  Größe  noch 
Entfernung,  noch  Kongruenz,  noch  Bewegung  in  Betracht  ziehen; 
die  eine  wie  die  andere  ist  eine  Geometrie  der  Lage,  und 
sie  wurden  lange  Zeit  unter  diesem  Namen  miteinander  vermengt. 
Allein  auf  der  anderen  Seite  unterscheiden  sie  sich  von  Grund 
aus  zunächst  durch  ihre  Grundsätze  und  sodann  durch  ihre  Kon- 
sequenzen: in  der  projektiven  Geometrie  treffen  zwei  Gerade 
einer  Ebene  einander  immer,  und  ebenso  eine  Gerade  und  eine 
Ebene  sowie  zwei  Ebenen;  in  der  darstellenden  Geometrie  haben 
diese  Begegnungen  nicht  notwendigerweise  statt.  In  der  dar- 
stellenden Geometrie  genügen  zwei  Punkte  zur  Bestimmung  einer 
Strecke  und  drei  zur  Bestimmung  eines  Dreieckes;  in  der  projek- 
tiven Geometrie  bestimmen  zwei  Punkte  zwei  Strecken,  und  drei 
Punkte  vier  Dreiecke  derart,  daß  man  ihnen  einen  neuen  Punkt 
beigesellen  muß,  um  eine  eindeutige  Bestimmung  zu  gewinnen. 
Alle  diese  Nichtübereinstimmungen  rühren  von  der  grundlegen- 
den Tatsache  her,  daß  die  projektive  Gerade  eine  geschlossene 
Linie  ist,  während  die  Gerade  der  darstellenden  Geometrie  eine 
offene  Linie  ist;  die  erstere  stellt  eine  zirkuläre,  die  zweite  eine 
lineare  Ordnung  dar;  zwei  Punkte  teilen  diese  in  drei,  jene  bloß 
in  zwei  Teile.  ^)  Ein  einziger  Punkt  teilt  die  Gerade  der  dar- 

')  In  der  Theorie  des  H.  Russell  ist  die  projektive  Gerade  eine 
symmetrische  Beziehung  zwischen  zwei  beliebigen  ihrer  Punkte,  wäh- 
rend die  Gerade  der  darstellenden  Geometrie  eine  asymmetrische  Be- 
ziehung ist  (die  eine  bestimmte  Richtung  hat). 
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stellenden  Geometrie  in  zwei  Halbgerade,  eine  Gerade  die  Ebene 
in  zwei  Halbebenen,  eine  Ebene  den  Raum  in  zwei  Halbräume: 
dagegen  berüd^sidltigt  die  projektive  Geometrie  nicht  Halbgerade, 
Halbebenen  und  Halbräume,  deren  Eigenschaften  nicht  projek- 
tiv sind  (sich  bei  Projektion  nicht  erhalten).^)  Alles  das  hängt 
damit  zusammen,  daß  die  Gerade  und  die  Ebene  der  darstellen- 
den Geometrie  eine  Aufhebung  der  Stetigkeit  (im  Unendlichen) 
aufweisen.  Es  folgt  daraus,  daß  man,  wenn  man  den  Raum 
der  darstellenden  und  projektiven  Geometrie  miteinander  zur 
Übereinstimmung  bringen  will,  den  ersteren  mittels  uneigent- 
licher Elemente  vervollständigen  muß,  welche  im  Euklidischen 
Raum  die  Elemente  im  Unendlichfernen  sind.  (Punkte,  Gerade 
und  Ebenen).^) 

Es  ist  bekannt,  wie  Staudt  die  uneigentlichen  Elemente  ein- 
führt.®) Er  nennt  Richtung  die  allen  untereinander  parallelen 
Geraden  gemeinsame  Eigenschaft,  Stellung,  die  allen  einander 
parallelen  Ebenen  gemeinsame  Eigenschaft.  Sodann  bemerkt  er, 
daß  eine  Gerade  durch  einen  Punkt  und  eine  Richtung  ebenso 
wie  durch  zwei  Punkte,  und  daß  eine  Ebene  durch  zwei  Punkte 
und  eine  Richtung  oder  durch  einen  Punkt  und  zwei  Richtungen, 
oder  endlich  durch  einen  Punkt  und  eine  Stellung  ebenso  wie 
durch  drei  Punkte  bestimmt  ist.  Auf  diese  Art  sieht  er  sich  dazu 
geführt,  eine  Richtung  einem  Punkt,  eine  Stellung  einer  Geraden 
gleichzustellen  und  nennt  sie  direkt  uneigentliche  Punkte, 
beziehungsweise  uneigentliche  Gerade.  So  haben  parallele 
Gerade  einen  uneigentlichen  Punkt,  parallele  Ebenen  eine  un- 
eigentliche Gerade  miteinander  gemein.  Ferner  bestimmen  zwei 
uneigentliche  Punkte  (Richtungen)  eine  uneigentliche  Gerade 
(Stellung);  die  Gesamtheit  der  uneigentlichen  Punkte,  die  einen 
(uneigentlichen)  Punkt  mit  jeder  Geraden  und  eine  (uneigentliche) 

g Diese  Begriffe  von  Halbgerade,  Halbebene,  Halbraum  gehören 
eher  der  Topologie  an,  denn  sie  setzen  voraus,  daß  ein  Punkt,  eine  Ge- 
rade oder  eine  Ebene,  beziehungsweise  die  Gerade,  die  Ebene  oder  den 
Raum  in  zwei  vollständig  getrennte  Teile  teilen. 

2)  Kurz  gesagt:  die  projektive  Geometrie  entspricht  dem  Riemann- 
schen Raum,  während  die  darstellende  Geometrie  sich  den  Räumen  von 
Euklid  und  Lobatschewsky  anpaßt. 

®)  Geometrie  der  Lage,  §§3  und  5.  Siehe  De  l’infini  mathematique, 
S.  262. 
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Gerade  mit  jeder  Ebene  gemein  haben,  wird  somit  nach  Äna- 
logie  uneigentliche  Ebene  genannt;  sie  ist  durch  drei  un- 
eigentliche Punkte  oder  durch  einen  uneigentlichen  Punkt  und 
eine  ebensolche  Gerade  bestimmt.  Dank  der  Einführung  der  un- 
eigentlichen Elemente  verallgemeinern  sich  und  vereinfachen  sich 
die  Lehrsätze  der  elementaren  Geometrie:  man  wird  ohne  Ein- 
schränkung sagen  können,  daß  zwei  Gerade  einer  Ebene  oder 
eine  Gerade  und  eine  Ebene  immer  einen  Punkt  gemein  haben; 
und  daß  zwei  Ebenen  immer  eine  Gerade  gemein  haben.  Der 
so  vervollständigte  Raum  der  darstellenden  Geometrie  ist  also 
dann  durch  dieselben  Eigenschaften  ausgezeichnet,  wie  der  pro- 
jektive Raum. 

Ällein  diese  „Ausdehnung“  des  Raumes  befriedigt  vom  Stand- 
punkt der  Logik  nicht  mehr  als  die  vorgeblichen  Verallgemeine- 
nerungen  der  Zahl:  denn  es  genügt  nicht,  eine  Wesenheit  zu 
definieren  und  zu  nennen,  um  ihr  die  Existenz  zu  erteilen;  und 
das  ist  der  Grund,  warum  die  Geometer  (um  ihre  schöpferische 
Kühnheit  zu  mildern)  dahin  streben,  diese  Definitionen  als 
einfaches  sprachliches  „Übereinkommen“  auszugeben,  die  un- 
eigentlichen  Elemente  auf  bloße  Rede-  oder  Ausdrucksweisen  zu 
reduzieren.  Hierin  liegt  eine  außerordentlich  wenig  philosophische 
Ausflucht;  denn  es  erübrigt  immer  noch  das  Moment,  zu  wissen, 
wieso  diese  verbalen  Übereinkommen  nützlich  oder  bequem  sein 
können,  und  warum  die  Einführung  einfacher  eines  realen  Inhalts 
barer  Worte  der  Verallgemeinerung  und  Vereinfachung  der  geo- 
metrischen Lehrsätze  dienen  kann.  Es  liegt  hier,  was  immer 
auch  die  Nominalisten  sagen  mögen,  doch  etwas  anderes  vor  als 
ein  bloß  sprachliches  Problem. 

Wie  in  der  Verallgemeinerung  des  Zahlbegriffs  besteht  die 
logisch  befriedigende  Lösung  dieser  Schwierigkeit  darin,  daß  man, 
statt  neue  Elemente  den  alten  an  die  Seite  zu  setzen,  allen  alten 
Elementen  eine  neue  Gesamtheit  von  Elementen  substituiert,  von 
welcher  bloß  ein  Teil  den  alten  entspricht.^)  In  der  darstellenden 
Geometrie  entspricht  jedem  Punkt  cles  Raumes  ein  Bündel  von 
Strahlen,  die  aus  dem  Punkte  hervorgehen,  den  man  den  Schei- 

1)  Pasdi,  a.  a.  0.,  §§  6,  7,  8;  Russell,  a.  a.  0.,  §384—386.  Vgl. 
Schur,  Über  die  Grundlagen  der  Geometrie,  §1,  Math.  Annalen,  Bd.  LV 
(1902). 
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tel  des  Bündels  nennt.  Aber  die  Strahlenbündel  haben  bestimmte, 
von  ihrem  Scheitel,  ja  selbst  von  dem  Vorhandensein  desselben 
unabhängige  Eigenschaften;  z.  B.  zwei  Gerade  derselben  Ebene 
bestimmen  ein  Strahlenbündel  und  zwei  Strahlenbündel  eine  Ge- 
rade, die  der  ihnen  gemeinsame  Strahl  ist.  Man  nennt  alle 
Bündel  ideale  Punkte:  gewisse  Bündel  entsprechen  dann  wirk- 
lichen (reellen)  Punkten,  aber  kein  Bündel  und  demzufolge  kein 
idealer  Punkt  ist  ein  wirklicher  Punkt.  Desgleichen  entspricht 
jeder  Geraden  ein  Ebenenbüschel,  dessen  Achse  sie  ist.  Allein  es 
gibt  Ebenenbüschel,  die  keine  Achse  besitzen  (z.  B.  die  Gesamt- 
heit der  parallelen  Ebenen),  aber  im  übrigen  alle  Eigenschaften 
der  Ebenenbüschel  haben.  Man  wird  alle  Ebenenbüschel  ideale 
Gerade  nennen;  gewisse  unter  ihnen  werden  den  wirklichen  Ge- 
raden entsprechen,  aber  keine  wird  eine  wirkliche  Gerade  sein. 
Eine  ideale  Gerade  kann  auch  aufgefaßt  werden  als  eine  Gesamt- 
heit von  Strahlenbündeln  d.  h.  von  idealen  Punkten,  welche  durch 
zwei  beliebige  von  ihnen  bestimmt  ist.  Es  lassen  sich  also  in 
vollständiger  Allgemeinheit  folgende  Sätze  aussprechen:  Zwei 
beliebige  Ebenen  haben  eine  ideale  Gerade  gemein  (d.  h.  ge- 
hören demselben  Büschel  an,  das  sie  bestimmen);  drei  beliebige 
Ebenen  haben  einen  idealen  Punkt  gemein  (d.  h.  gehören  einem 
und  demselben  Strahlenbündel  an,  das  sie  bestimmen);  zwei 
ideale  Gerade  einer  Ebene  haben  einen  idealen  Punkt  gemein 
(d.  h.  entsprechen  demselben  Bündel);  eine  Ebene  und  eine  ide- 
ale Gerade  haben  einen  idealen  Punkt  gemein.  Zwei  ideale 
Punkte  bestimmen  eine  ideale  Gerade;  nur  muß  man,  um  be- 
haupten zu  können,  daß  drei  ideale  Punkte  eine  Ebene  be- 
stimmen, den  Begriff  der  idealen  Ebene  bilden  (die  in  ge- 
wissen Fällen  keiner  wirklichen  Ebene  entsprechen  wird).  Die 
Gesamtheit  der  so  definierten  idealen  Punkte,  Geraden  und  Ebe- 
nen begründet  einen  projektiven  Raum,  d.  h.  genügt  allen  Postu- 
laten  der  ^projektiven  Geometrie  und  besitzt  demzufolge  alle 
Eigenschaften,  welche  man  für  gewöhnlich  dem  projektiven  Raume 
zuschreibt.  So  wird  die  Transformation  des  Raumes  der  dar- 
stellenden Geometrie  in  den  der  projektiven  Geometrie  voll- 
zogen, ohne  Heranziehung  fremder  Elemente  und  bloß  mit  Hilfe 
einer  neuen  Einteilung  und  Nomenklatur  ihrer  eigenen  Elemente. 
Die  Frage  der  Existenz  ist  mit  einem  Schlage  aus  der  Welt  ge- 
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schafft,  da  die  neuen  Elemente  einfach  Gesamtheiten  sind,  die 
aus  den  alten  zusammengesetzt  sind. 

Wenn  man  im  Gegenteil  den  Raum  der  darstellenden  und 
projektiven  Geometrie  vergleicht,  indem  man  die  Punkte  Punk- 
ten, die  Geraden  Geraden  und  die  Ebenen  Ebenen  entsprechen 
läßt,  so  hat  man  festzustellen,  daß  der  Raum  der  darstellenden 
Geometrie  weniger  vollständig  ist;  es  fehlen  ihm  alle  Punkte 
einer  Ebene  (um  uns  nur  auf  den  Fall  des  Euklidischen  Raumes 
zu  beschränken).  Man  begreift  von  hier  aus,  daß  das  Nicht- 
vorhandensein dieser  Ebene  eine  Aufhebung  der  Stetigkeit  in 
den  Ebenen  und  Geraden  erzeugt,  die  sie  schneiden.  Es  ist  das 
die  Ebene,  die  man  die  Ebene  im  Unendlichen  nennt;  und  es 
ist  dies  der  Grund,  warum  man  genötigt  ist,  die  deskriptiven  (Eu- 
klidischen) Figuren  mittels  der  Geraden  und  der  Punkte  im  Un- 
endlichen zu  vervollständigen,  um  sie  projektiv  zu  machen. 

Nach  dem  über  die  Definition  des  projektiven  Raumes  Ge- 
sagten, begreift  man  leicht,  daß  man  logisch  den  Raum  der  dar- 
stellenden Geometrie  definieren  kann,  indem  man  in  diese  Defi- 
nition alle  vorerwähnten  Postulate  eingehen  läßt;  nur  mit  dem 
Untersdiiede,  daß  die  Gerade  der  darstellenden  Geometrie  als 
eine  asymmetrische  Beziehung  aufgefaßt  werden  muß,  während 
die  projektive  Gerade  eine  symmetrische  Beziehung  zwischen 
ihren  Punkten  war. 

§ D.  Metrische  Geometrie. 

Die  metrisdie  Geometrie  geht  historisch  der  projektiven  und 
darstellenden  Geometrie  voraus;  das  ist  die  aller  Welt  bekannte 
Elementargeometrie,  die  seit  Euklid  bis  ins  19.  Jahrhundert  ge- 
handhabt  wurde.  ^)  Nichtsdestoweniger  folgt  sie  logisch  der  pro- 
jektiven und  darstellenden  Geometrie  und  fußt  notwendigerweise 
auf  der  einen  oder  anderen,  da  sie  die  (im  allgemeinen  unbe- 
aditeten  oder  vernachlässigten)  Lagebeziehungen  in  sich  schließt, 
und  ihnen  überdies  noch  die  Größenbeziehungen  hinzufügt.  Aus 


^)  Ohne  Zweifel  sind  der  Lehrsatz  von  Desargues  (über  die  homo- 
logen Dreiecke)  und  der  von  Pascal  (über  das  eingeschriebene  Sechseck) 
projektive  Lehrsätze;  allein  sie  waren  nicht  von  aller  metrischen  Über- 
legung freigemacht. 
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diesem  Grund  ist  sie  nidit  so  elementar  wie  man  nadi  den  Hand- 
büchern glauben  würde;  sie  ist  im  Gegenteil  der  verwidteltste  Teil 
der  Geometrie.  Konnte  man  doch  sehen,  auf  wie  viel  Postulate 
so  elementare  Wahrheiten  sich  stützen,  wie  die  folgende:  „Zwei 
Punkte  bestimmen  eine  Gerade“,  welche  für  gewöhnlich  als  De- 
finition der  Geraden  gilt.  Man  denkt  nicht  an  die  Zahl  der  von 
Euklid  und  seinen  Nachahmern  im  Beweise  der  einfachsten  Lehr- 
sätze unbewußt  herangezogenen  Postulate.  Audi  gibt  es  bei 
ihnen  fast  keinen  Beweis,  der  streng  logisch  wäre  und  nicht 
irgend  weldie  Berufung  auf  die  Anschauung  versteckt  in  sidi 
enthielte.^)  Es  ist  redit  interessant  festzustellen,  daß  der  Ruf 
der  Strenge,  dessen  die  Euklidische  Geometrie  sich  durch  Jahr-, 
hunderte  hindurch  erfreute,  vollständig  unrediter  Weise  in  An- 
spruch genommen  war  und  daß  sie  ebensowenig  verdiente  den 
rationalistischen  Philosophen  des  17.  Jahrhunderts  als  Modell 
und  Typus  der  logischen  Deduktion  zu  gelten.^)  Erst  in  unseren 
Tagen  hat  man  sich  Rechenschaft  gegeben  von  allen  in  den 
„Elementen“  der  Geometrie  enthaltenen  Postulaten  und  hat  nadi 
vollständiger  Aufzählung  dieser  Postulate  diese  ganze  Disziplin 
auf  rein  analytische  Weise  neu  konstruiert.  Zahlreidi  sind  die 
Arbeiten  von  zeitgenössischen  Geometern  über  die  Grund- 
prinzipien der  Geometrie.  Doch  die  vollständigsten  und  gründ- 
lichsten sind  diejenigen,  welche  mit  Hilfe  der  Logik  ausgeführt 
wurden,  da  dieses  Werkzeug  der  Abstraktion  und  Präzision  die 
Enthüllung  der  Zirkelschlüsse,  die  Vermeidung  der  Paralogismen 
wie  der  Berufungen  auf  die  Anschauung  und  endlidi  die  Hint- 
anhaltung der  von  der  Umgangssprache  untrennbaren  Ideenasso- 
ziationen und  Gedankengewohnheiten  gestattet. 

Behufs  logischer  Begründung  der  metrischen  Geometrie  muß 
man  dem  Begriff  des  Punktes  einen  anderen  Grundbegriff  bei- 
gesellen, und  dieser  muß  einen  Größenbegriff  in  sich  enthalten. 
Dieser  zweite  Begriff  variiert  je  nach  dem  System  und  macht 


y Dies  erklärt  und  entschuldigt,  historisch  genommen,  Kants 
Theorie  über  die  synthetische  Natur  der  geometrischen  Beweise.  Siehe 
Anhang. 

2)  Siehe  bei  Russell,  The  Principles  of  Mathematics,  § 389 — 391, 
Beispiele  der  logischen  Fehler,  von  denen  die  26  ersten  Lehrsätze  des 
Euklid  wimmeln. 
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dessen  wesentlichen  Unterschied  aus.  Die  einfachste  und  natür- 
lichste Ärt  ist,  als  Grundbegriff  eine  der  Strecke  der  projektiven 
und  darstellenden  Geometrie  analoge  Wesenheit  als  Grundbegriff 
anzunehmen,  d.  h.  den  Äbschnitt  der  Geraden  als  Größe,  d.  i. 
die  Entfernung  von  zwei  Punkten.  Dies  war  in  der  Tat  schon 
die  Idee  von  Leibniz,  und  auf  diese  Grundlage  hat  er  seinen 
geometrischen  Kalkül  aufzubauen  versucht.^)  Dieses  System 
ist  versuchsweise  von  H.  Peano  wieder  aufgenommen  wor- 
den.^) Die  von  ihm  angenommene  grundlegencle  Idee  reduziert 
sich  auf  folgendes:  „Wenn  a,  b,  c drei  Punkte  sind,  so  ist  die 
Entfernung  von  a nach  c gleich  der  von  b nach  c.“  ®)  So  fordert 
er  nicht  einmal  die  Gleichheit  von  zwei  Entfernungen  im  all- 
gemeinen, die  eine  Beziehung  zwischen  vier  Punkten  ist,  sondern 
bloß  die  Aquidistanz  eines  Punktes  bezüglich  zweier  anderer 
(eine  Beziehung  zwischen  drei  Punkten).  Er  gibt  von  der  Ge- 
raden und  der  Ebene  dieselben  Definitionen  wie  Leibniz:  die 
Gerade  ab  ist  der  Ort  der  auf  eindeutige  Art  durch  ihre  beiden 
Entfernungen  von  zwei  Punkten  a und  b bestimmten  Punkte;  die 
Ebene  abc  ist  der  Ort  der  Punkte,  die  auf  eindeutige  Art  durch 
ihre  Entfernung  von  drei  Punkten  a,  b,  c bestimmt  werden.^) 
Er  definiert  hierauf  die  Mitte  zweier  Punkte  (es  ist  dies  der 
Punkt  der  Geraden  ab,  welcher  gleiche  Entfernung  von  a und  b 
hat),  sodann  die  Gleichheit  zweier  Vektoren  (der  Vektor  ab  ist 
gleich  dem  Vektor  cd,  wenn  die  Mitte  von  a und  d mit  der 
Mitte  von  b und  c zusammenfällt);  und  die  Gleichheit  von  Ent- 
fernungen überhaupt  wird  mit  Hilfe  der  Gleichheit  der  Vektoren 
definiert.  So  entwickelt  sich  diese  Theorie  nicht  auf  eine  selbst- 


^)  Siehe  unsere  Arbeit  über  die  Logik  von  Leibniz,  Kap.  IX:  Der 
geometrische  Kalkül  und  die  daselbst  zitierten  Originalstellen. 

2)  La  Geometria  basata  sulle  idee  di  punto  e distanza,  Ätti  della  R. 
Accademia  delle  Scienze  di  Torino  (1902). 

^)  H.  Pieri  hat  dieses  System  in  seiner  Abhandlung  Deila  Geo- 
metria elementare,  S.  4 (1899)  auf  gestellt. 

*)  An  die  gleiche  Folge  von  Begriffen  knüpfen  sich  die  von 
Leibniz  gegebenen  Definitionen  der  Ebene  und  der  Geraden:  „Die Ebene 
(die  Gerade)  ist  der  Ort  der  Punkte  des  Raumes  (der  Ebene),  die  von 
zwei  Punkten  gleichweit  entfernt  sind.“  Es  ist  jedoch  sehr  schwierig, 
aus  diesen  Definitionen  die  anderen  Eigenschaften  der  Ebene  und  der 
Geraden  abzuleiten. 
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ständige  Ärt  und  Weise,  vielmehr  führt  sie  jene  Theorie  wieder 
ein,  die  zur  Grundlage  den  Vektorenbegriff  hat,  indem  sie  eine 
Definition  dieses  letzteren  liefert. 

Auf  diese  Ärt  sieht  man  sidi  dahin  geführt,  an  Stelle  des 
Distanzbegriffes  den  des  Vektors  zu  setzen,  welcher  verwickelter 
ist:  Der  Vektor  ist  eine  gerichtete  Länge;  die  Gleichheit  der 
Vektoren  enthält,  abgesehen  von  der  Gleichheit  der  Entfernung 
(oder  Länge)  die  Identität  der  Richtung  und  des  Sinnes.  Die 
Theorie  der  Vektoren  madit  einen  Teil  des  Grassmann  sehen 
Ausdehnungskalkül  aus;  dieser  Kalkül  setzt  jedoch  die  Be- 
kanntschaft der  elementaren  Geometrie  schon  voraus;  und  somit 
mußte  man  ihn  der  logischen  Analyse  unterwerfen  und  auf 
selbständige  Grundsätze  zurückführen.  Dies  hat  H.  Peano  in 
einer  Abhandlung^)  und  in  dem  mathematischen  Formulär 
getan.  Indem  er  den  Vektorenbegriff  als  undefinierbar  annimmt, 
stellt  er  ihn  als  den  Unterschied  zweier  Punkte  dar  (a—b,  wenn 
b der  Anfangspunkt  und  a der  Endpunkt  des  Vektors  ist);  und 
er  kennzeichnet  ihn  durch  folgende  Postulate: 

I.  a-b  = a-b 

II.  a-b  = c-d-0'C-d=a-b 

III.  a-b^c-d-c-d=e-f-o-a-b  = e-f 

welche  besagen,  daß  die  Vektorengleichheit  eine  reflexive,  sym- 
metrische und  transitive  Beziehung  ist  (was  den  dieser  Bezie- 
hung gegebenen  Namen  der  Gleichheit  rechtfertigt).  Man  hat 
überdies: 

IV.  a~b  = c-d»o- a-c  = b-d 

Diese  vier  Postulate  lassen  sich  beweisen,  wenn  man  die  De- 
finition für  die  Gleichheit  der  Vektoren,  wie  sie  im  vorher- 
gehenden Absätze  gegeben  wurde,  annimmt.  Man  muß  zu 
ihnen  noch  zwei  andere  hinzunehmen,  um  die  Bestimmung  der 
Vektoreneigenschaften  zu  vollenden: 

V.  a-c  = b-c-o  • a^b 

„Wenn  a-c  — b-c  ist,  so  fallen  die  Punkte  a und  b zu- 
sammen.“ 

y Änalisi  della  teoria  dei  vettori,  Ätti  della  R.  Äccademia  delle 
Scienze  di  Torino  (1898). 
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VI.  Wenn  drei  Punkte  a,  b,  c gegeben  sind,  so  existiert 
ein  Punkt  x von  der  Ärt,  daß: 

X‘a  = b-c. 

Das  Postulat  V sagt  aus,  daß,  falls  der  Anfangspunkt  eines 
gegebenen  Vektors  bestimmt  ist,  sein  Endpunkt  es  ebenfalls  auf 
eine  einzige  Art  ist.  Das  Postulat  VI  besagt,  daß  man  im  Falle 
als  ein  beliebiger  Vektor  (b-c)  gegeben  ist,  einen  gleichen  Vektor 
konstruieren  kann,  der  als  Anfangspunkt  einen  beliebigen  Punkt 
a besitzt.^) 

Man  kann  den  Vektor  Null  als  Vektor  definieren,  dessen 
Endpunkte  zusammenfallen.  Sodann  definiert  man  die  Summe 
eines  Punktes  und  eines  Vektors:  sie  ist  der  Endpunkt  des  ge- 
gebenen Vektors,  sobald  man  diesen  derart  verschiebt,  daß  er 
zum  Anfangspunkt  den  gegebenen  Punkt  hat.  Die  Existenz  des 
so  konstruierten  Punktes  ergibt  sich  aus  dem  Postulat  VI.  Man 
definiert  sodann  die  Addition  der  Vektoren  und  zeigt,  daß  sie 
kommutativ  und  assoziativ  ist.  Man  definiert  das  Produkt  aus 
einem  Vektor  und  einer  Zahl,  zunächst  einer  ganzen,  nachher 
rationalen  Zahl;  dabei  muß  man  die  folgenden  zwei  Postulate 
annehmen: 

VII.  Damit  das  Produkt  eines  Vektors  und  einer  Zahl,  die 
nicht  Null,  Null  sei,  ist  es  notwendig,  daß  der  Vektor  Null  sei. 

VIII.  Es  existiert  ein  Vektor,  der  das  /2-tel  eines  gegebenen 


Die  Postulate  V und  VI  lassen  sich  nicht  aus  der  weiter  oben 
(S.  193)  gegebenen  Definition  der  Vektorengleichheit  ableiten.  In  der 
Tat  besagt  a-c  = 5-c,  daß  die  Mitte  von  ac  mit  der  Mitte  von  bc  zu- 
sammenfällt; sei  d dieser  Punkt,  so  muß  man,  um  das  Zusammenfallen 
der  Punkte  a und  b zu  erschließen,  annehmen,  daß  die  Strecke  cd  sich 
nur  auf  eine  einzige  Ärt  über  d hinaus  um  eine  sich  selbst  gleiche  Länge 
verlängern  läßt.  Desgleichen  besagt  x-a  = b-c,  daß  die  Mitte  von  cx 
mit  der  von  ab  zusammenfällt;  sei  d dieser  Punkt,  so  muß  man,  um  die 
Existenz  des  Punktes  x zu  erschließen,  dasselbe  in  Betreff  der  Strecke  cd 
(welche  existiert)  annehmen.  Man  fordert  auf  diese  Ärt  zwei  Eigen- 
schaften der  Geraden:  1.  Eine  Gerade  läßt  sich  unbegrenzt  über  einen 
ihrer  Punkte  hinaus  verlängern  oder  besser  gesagt,  diese  Verlängerung 
existiert;  2.  man  kann  eine  gegebene  Länge  auf  einer  Geraden  ab- 
tragen von  einem  gegebenen  Punkte  aus  und  in  einem  gegebenen  Sinne, 
derart,  daß  der  Endpunkt  auf  eindeutige  Weise  bestimmt  ist. 
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Vektors  ist,  d.  h.  der  mit  n multipliziert  den  gegebenen  Vektor 
ergibt. 

Man  führt  sodann  das  ein,  was  Grassmann  das  innere 
Produkt  von  zwei  Vektoren  nennt:  es  ist  das  Produkt  aus  den 
beiden  Längen  der  beiden  Vektoren  und  aus  dem  Kosinus  des 
eingeschlossenen  Winkels.^)  Da  man  jedodi  hier  keinen  Begriff 
der  Elementargeometrie  hereinziehen  kann,  so  ist  man  genötigt, 
das  innere  Produkt  als  Grundbegriff  anzunehmen  und  ihn 
durch  die  folgenden  Postulate  zu  charakterisieren: 

IX.  Wenn  ü und  v Vektoren  sind,  so  ist  ihr  inneres  Pro- 
dukt uXv  eine  reelle  Zahl. 

X.  Das  kommutative  Gesetz:  uXv  = vXm. 

XI.  Das  distributive  Gesetz:  (u v)  X w = (u  X w) -f- (v  X iv). 

XII.  Wenn  ü einen  Vektor,  der  nicht  Null  ist,  bezeichnet, 
so  ist  üXü  eine  reelle  positive  Zahl.^) 

Das  Produkt  ü'Xü  wird  das  Quadrat  des  Vektors  u 
heißen.  Man  definiert  den  Modul  von  u (oder  die  Länge  von 
ü)  als  die  arithmetische  (oder  positive)  Quadratwurzel  aus 
der  Zahl  _ 

mod  ü = V ü\ 

Man  beweist  den  folgenden  Lehrsatz: 

mod  (u  + v)^mod  u-\-mod  v 

der  folgendes  Theorem  der  Elementargeometrie  zum  Ausdruck 
bringt:  In  einem  Dreieck  ist  jede  Seite  kleiner  oder  gleich  der 
Summe  der  beiden  anderen. 

Um  das  Produkt  eines  Vektors  mit  einer  irrationalen  Zahl 
definieren  zu  können,  muß  man  zunächst  definieren,  was  ein 
Grenz  Vektor  eines  veränderlichen  Vektors  ist.  Der  Vektor  a 
wird  Grenze  des  veränderlichen  Vektors  fx  (einer  in  der  Menge 
X definierten  Funktion)  fürx=Xo  genannt,  wenn,  sobald  x über 


^)  In  der  Mechanik  ist  das  die  Arbeit,  welche  von  der  durch  einen 
der  Vektoren  dargestellten  Kraft  geleistet  wird,  wenn  ihr  Angriffspunkt 
den  anderen  Vektor  durchläuft. 

2)  Dafür  wird  man  den  Kosinus  (und  .die  anderen  trigonometrischen 
Funktionen)  mit  Hilfe  dieser  Begriffe  definieren. 

*)  Das  ist  in  Wirklichkeit  ein  Quadrat  der  Länge  (oder  des  Moduls) 
von  u. 
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Werte  der  Gesamtheit  X gegen  strebt,  der  Modul  von  (/x-a) 
gegen  Null  strebt  (dabei  setzt  man  den  für  Zahlen  definierten 
Grenzbegriff  voraus).  Wenn  alsdann  eine  irrationale  Zahl 
und  Grenze  der  rationalen  (veränderlidien)  Zahl  x ist,  so  ist  das 
Produkt  des  Vektors  u und  x^y  die  Grenze  der  Produkte  desselben 
Vektors  und  der  rationalen  Zahl  x,  wenn  diese  gegen  x^  strebt. 
Man  muß  das  Vorhandensein  dieser  Grenze  fordern  (XIII). 

Die  Produkte  eines  Vektors  / und  aller  reellen  Zahlen  sind 
alle  zu  i parallelen  Vektoren.  Doch  können  diese  Vektoren  auf 
derselben  Geraden  wie  i gelegen  sein.  Um  aus  dieser  Geraden 
herauszugehen,  muß  man  das  Vorhandensein  der  zu  i nicht 
parallelen  Vektoren  fordern  (XIV).  Seien  i und  j zwei  nidit 
parallele  Vektoren,  so  ist  die  Gesamtheit  qi-\~qj  (wo  q eine  be- 
liebige reelle  Zahl  darstellt)  die  Gesamtheit  der  mit  i und  j in 
derselben  Ebene  enthaltenen  Vektoren  (oder  zu  dieser  Ebene 
parallelen  Vektoren).  Um  aus  dieser  Ebene  herausgehen  zu 
können,  muß  man  das  Vorhandensein  von  Vektoren  fordern  (XV), 
die  nicht  von  der  Form  qi-\-qj  sind.  Sei  k ein  derartiger  Vek- 
tor, so  wird  die  Gesamtheit  der  Vektoren  q i-\-qj ~[-qk  die 
Gesamtheit  der  Vektoren  des  dreidimensionalen  Raumes  sein. 
Wenn  man  sich  auf  diesen  Raum  beschränken  will,  d.  h.  seine 
Dimensionenzahl  auf  drei  beschränken  will,  so  wird  man  ein 
letztes  Postulat  annehmen  müssen  (XVI),  nämlich,  daß  jeder 
Vektor  die  Form  hat  q i-\- qj q k.  Man  beweist,  daß  im  Falle 
ein  Vektor  xi-\-yj-\~zk  Null  ist,  seine  drei  Koordinaten  (x, 
y,  z)  Null  sind.  Daraus  ergibt  sich,  daß  im  Falle  der  Gleichheit 
zweier  Vektoren  ihre  drei  Koordinaten  je  gleich  sind.  Man 
wendet  die  Koordinaten  auf  alle  Punkte  des  Raumes  an,  indem 
man  jedem  von  ihnen  die  Koordinaten  des  Vektors  zuschreibt, 
welchen  er  mit  einem  festen  Punkte  ö,  der  als  gemeinsamer  Aus- 
gangspunkt genommen  wird,  bestimmt. 

In  dieses  Lehrgebäude  kann  man  die  auf  den  Begriff  der 
Entfernung  gegründete  Theorie  wieder  eintreten  lassen.  In 
der  Tat  ist  die  Entfernung  zweier  Punkte  a,  b nichts  anderes 
als  die  Länge  (der  Modul)  des  Vektors  b~a  (oder  des  Vektors 
a-b).  Es  ist  dies  derselbe  Begriff  in  zwei  verschiedenen  Aus- 
drucksweisen; die  Entfernung  bezieht  sich  auf  das  Punktepaar 
und  die  Länge  auf  den  Vektor. 
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Man  kann  hier  auch  die  auf  den  Begriff  der  Strecke  ge- 
gründete  Theorie  der  darstellenden  Geometrie  eintreten  lassen. 
In  der  Tat  läßt  sich  die  Strecke  ab  durdi  den  Vektorenausdruck 
definieren:  a^O  (b-a)\  wobei  (b-a)  den  Vektor  ab,  6 eine  be- 
liebige reelle  Zahl  größer  als  0 und  kleiner  als  /,  6 (b-a)  einen 
Vektor  darstellt,  der  ein  Teil  des  Vektors  ab  ist;  und  wenn 
man  einen  derartigen  Vektor  an  den  Punkt  a anfügt,  so  ge- 
winnt man  einen  beliebigen  Punkt  der  Strecke  ab.  Wenn  ein- 
mal die  Strecke  zwischen  zwei  Punkten  definiert  ist,  so  lassen 
sich,  wie  man  weiß,  das  Dreieck  aus  drei  Punkten  und  das 
Tetraeder  aus  vier  Punkten  definieren.  Man  kann  also  den 
folgenden  Satz  beweisen:  „In  einem  Dreiecke  abc  ist  die  Summe 
der  Entfernungen  eines  im  Innern  gelegenen  Punktes  d von 
den  Ecken  a und  b höchstens  gleich  der  Summe  der  Länge  der 
Seiten  ac,  bc"".  Wenn  man  den  vorstehenden  sechzehn  Postu- 
laten  die  folgenden  auf  Punkte  bezüglichen  drei  Postulate  hinzu- 
fügt: „Die  Punkte  bilden  eine  Klasse;  es  gibt  mindestens  einen 
Punkt;  wenn  ein  Punkt  gegeben  ist,  so  existiert  mindestens  ein 
anderer“,  wird  man  die  zur  Begründung  der  metrischen  Geometrie 
notwendigen^)  und  hinreichenden  Postulate  beisammen  haben. 
Alle  anderen  Begriffe  lassen  sich  logisch  definieren  mit  Hilfe  der 
von  uns  genannten,  und  alle  Lehrsätze  lassen  sich  logisch  aus 
den  aufgezählten  Grundsätzen  ableiten. 

Dieses  System  ist  somit  logisch  unangreifbar;  vom  philo- 
sophischen Gesichtspunkt  aus  ist  es  jedoch  nicht  sehr  befriedigend, 
weil  (trotz  der  Bearbeitung,  der  H.  Peano  die  Graßmannschen 
Ideen  unterzogen  hat)  unter  den  Grundsätzen  zuviel  Anschauungs- 
wahrheiten übrigbleiben,  die  Lehrsätze  der  elementaren  Geo- 
metrie sind,  wie  z.  B.  der  folgende  (IV):  „Wenn  die  Vektoren 
ab  und  cd  gleich  sind,  so  sind  es  auch  die  Vektoren  ac  und 
6c/“,  was  mit  dem  bekannten  Lehrsatz  gleichwertig  ist:  „Wenn 
in  einem  Viereck  zwei  Seiten  gleich  und  gleichsinnig  parallel 
sind,  so  sind  die  beiden  andern  Seiten  auch  gleich  und  gleich- 
sinnig parallel“.  Außerdem  nimmt  man  einen  ziemlich  kompli- 
zierten Begriff  als  undefinierbaren  Begriff  an,  nämlich  den  des 


1)  Sie  sind  notwendig,  denn  H.  Peano  hat  ihre  Unabhängigkeit 
bewiesen:  Formulaire  de  Mathematiques,  Bd.  IV,  § 79  (1903). 
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relativen  Vektorenprodukts.  Es  ist  darum  nicht  erstaunlich,  daß 
man  als  logische  Konsequenzen  dieser  Grundsätze  unmittelbar 
ziemlich  komplizierte  Lehrsätze  erhält,  wie  z.  B.  das  Theorem 
vonLagny:  „In  jedem  Parallelogramm  ist  die  Summe  der  Quadrate 
der  Diagonalen  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  vier  Seiten“, 
das  sich  durch  folgende  algebraische  Identität  ausdrücken  läßt: 

(ü  + v)^  -j"  + v^). 

Endlich  ist  die  Beobachtung  wichtig,  daß  der  Vektorenkalkül 
nur  auf  die  Euklidische  Geometrie  paßt,  da  er  das  Postulat  von 
Euklid  voraussetzt;  man  kann  sich  leicht  davon  Rechenschaft 
geben,  wenn  man  bemerkt,  daß  die  Gleichheit  zweier  Vektoren 
ihre  Parallelität  in  sich  befaßt  und  daß  sie  eine  eindeutige 
Beziehung  ist.^)  Das  so  gewonnene  System  von  Postulaten  er- 
mangelt sonach  der  logischen  Ällgemeinheit.  Aus  allen  diesen 
Gründen  scheint  es,  daß  eine  gründlichere  Analyse  der  geometri- 
schen Begriffe  und  Grundsätze  wünschenwert  und  möglich  sei.^) 

Man  kann  hoffen,  sie  in  einer  Reihe  anderer  Systeme  zu 
finden,  welche  sich  von  den  vorausgehenden  darin  unterscheiden, 
daß  sie  als  Grundbegriff  nicht  mehr  eine  Figur  oder  eine  be- 
sondere Größe  annehmen,  sondern  eine  allgemeine  Beziehung 
zwischen  den  Figuren:  diese  Beziehung  ist  die  Kongruenz 
oder  „geometrische  Gleichheit“,  welche  man  für  gewöhnlich  durch 
die  Deckungsmöglichkeit  definiert.  Allein  man  muß  sich  hier  vor 
einem  logischen  Hysteron  proteron  hüten,  dem  uns  die  Euklidische 


Siehe  bei  Russell,  a.  a.  0.  § 414,  die  formale  Definition  des 
dreidimensionalen  Euklidischen  Raumes  in  der  Terminologie  der  Vektoren- 
theorie. 

2)  Das  Vektorensy Stern  hat  dafür  den  Vorteil,  die  natürliche  Ein- 
führung in  verschiedene  geometrische  Kalküls  (Grassmannscher  Kalkül 
Quaternionenkalkül)  zu  sein,  ebenso  wie  in  die  verschiedenen  Koordinaten- 
systeme, welche  als  Grundlage  der  analytischen  Geometrie  dienen  und 
demzufolge  der  analytischen  Fassung  des  Raums  (nach  der  Riemannschen 
Methode).  Doch  darf  man  nicht  vergessen,  daß  diese  analytische  Fassung 
die  projektiven  und  metrischen  Eigenschaften  des  Raums  bereits  voraus- 
setzt und  infolgedessen  vom  philosophischen  Standpunkt  aus  nicht  als 
fundamental  betrachtet  werden  kann. 
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Methode  nur  allzu  geneigt  madit.  Man  weiß,  daß  Euklid  ge- 
wisse auf  die  „Gleichheit“  (insbesondere  der  Dreiecke)  bezügliche 
Lehrsätze  durch  die  Deckung  der  betraditeten  Figuren  beweist. 

Aber  dieses  Verfahren  (das  Euklid  übrigens  in  allen  Fällen, 
wo  er  kann,  anzuwenden  vermeidet)  begründet  durch  sich  selbst 
eine  offenbare  Berufung  auf  die  Änsdiauung.  Um  dasselbe 
logisch  zu  rechtfertigen,  müßte  man  in  jedem  besonderen  Falle 
zeigen,  daß  die  Elemente  der  zur  Deckung  gebrachten  Figur 
gleich,  d.  h.  kongruent  sind;  aber  dann  würde  die  Deckung  un- 
nötig werden.  Mit  einem  Worte,  nicht  weil  die  zwei  Figuren 
deckbar  sind,  sind  sie  kongruent,  sondern  umgekehrt,  weil  sic 
kongruent  sind,  so  können  sie  zur  Deckung  gebracht  werden.^) 
Dies  ist  auch  der  Grund,  warum  es  sich  empfiehlt,  die  Beziehung 
der  Kongruenz  selbst  als  Grundbegriff  zu  wählen. 

Es  gibt  drei  Systeme,  welche  auf  diesem  Grundbegriff  der 
Kongruenz  fußen:  das  von  H.  Pasdi,  der  die  Kongruenz  zwischen 
beliebigen  Figuren  annimmt;  das  von  H.  Hilbert,  der  die  Kon- 
gruenz zwischen  Strecken  und  zwischen  Winkel;  und  endlich 
das  von  H.  Veronese,  der  die  Kongruenz  bloß  zwischen  Strecken 
annimmt. ^)  In  dem  System  von  H.  Pasch^)  muß  man,  da  die 
Kongruenz  als  undefinierbare  Beziehung  zwischen  zwei  beliebigen 
Figuren,  d.  h.  zwischen  zwei  Mannigfaltigkeiten  einer  endlichen 
Zahl  von  Punkten  angenommen  wird,  die  Kongruenz  der  Strecken 
und  die  der  Winkel  definieren.  Zwei  Strecken  ab,  cd  sind 
kongruent,  wenn  die  Punktepaarc  (a,  b)  und  (c,d)  kongruent 
sind.  Zwei  Winkel  AOB,  A 0' sind  kongruent,  wenn,  sobald 
man  auf  ihren  entsprechenden  Schenkeln  entsprechende  Strechen 
annimmt  (0^4  und  OM',  OB  und  0* B%  die  Figuren  OAB, 


^)  Man  kann  hinzufügen,  daß  die  Deckung  die  Bewegung  voraus- 
setzt, welche  eine  Forderung  des  analogen  Grundsatzes,  wie  man  weiter- 
hin sehen  wird,  in  sich  enthält. 

2)  F.  Enriques;  Questioni  riguardanti  la  Geometria  elementare. 
Artikel  III:  Deila  congruenza  e del  movimento,  von  Ä.  Guarducci  (Bo- 
logna, 1900). 

»)  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie,  § 13  (1882).  Man  muß  bei 
diesem  Autor  das  System  der  Kongruenzpostulate  wohl  unterscheiden 
von  dem  System  der  Postulate  der  darstellenden  Geometrie  (oder  der 
Lagengeometrie). 
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0‘  A‘ kongruent  sind.^)  Äus  dieser  Definition  ergibt  sich  un- 
mittelbar, daß  zwei  Dreiecke  kongruent  sind,  sobald  sie  einen 
zwischen  zwei  kongruenten  Seiten  eingeschlossenen  kongruenten 
Winkel  besitzen;  und  man  kann  aus  ihm  die  beiden  anderen 
„Gleichheitsfälle  der  Dreiecke“  ableiten.^) 

Das  System  des  H.  Hilbert^)  nimmt  im  Gegenteile  die  Kon- 
gruenz zwischen  den  Strecken  und  die  zwisdien  den  Winkeln  als 
ursprünglich  an.  Folgendermaßen  definiert  man  die  Kongruenz 
von  zwei  Figuren  im  allgemeinen:  „Zwei  Figuren  sind  kongruent, 
wenn  alle  entsprechenden  Strecken  und  Winkel  je  kongruent  sind.“ 
Das  Band  zwisdien  diesen  zwei  Fundamentalkongruenzen  wird 
durch  das  folgende  Postulat  hergestellt  (IV,  6):  „Wenn  zwei  Drei- 
ecke zwei  Seiten  und  den  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel 
kongruent  haben,  so  haben  sie  auch  die  beiden  anderen  Winkel 
kongruent.“  Daraus  leitet  man  unmittelbar  ab,  daß  zwei  Drei- 
ecke kongruent  sind,  wenn  sie  einen  zwisdien  kongruenten  Seiten 
eingeschlossenen  kongruenten  Winkel  besitzen.  Man  beweist 
hernach  die  beiden  anderen  Fälle  der  Gleichheit  von  Dreiecken. 
Wie  man  sieht,  ist  man  genötigt,  in  diesem  System  einen  der 
Gleichheitsfälle  für  die  Dreiecke  zu  postulieren. 

Das  System  des  H.  Veronese^)  ruht  einzig  und  allein  auf 
der  Kongruenz  von  Strecken.  Es  ist  durch  das  folgende  Postulat 
gekennzeichnet,  welches  in  den  Systemen  Pasch  und  Hilbert  nicht 
vorhanden  ist:  „Eine  Strecke  ist  nicht  einem  ihrer  Teile  kon- 
gruent.“ Dies  ist  das  auf  die  Strecke  angewandte  berühmte 


')  Diese  Definition  schließt  den  elementaren  Lehrsatz  in  sidi:  „Zwei 
Dreiecke  sind  gleidi,  wenn  sie  einen  zwisdien  zwei  gleichen  Seiten  ein- 
geschlossenen Winkel  gleich  haben,“  den  Euklid  mittels  Deckung  „be- 
weist.“ 

2)  Indem  man  annimmt,  daß  die  Kongruenz  zweier  Dreiecke  einfach 
in  der  Kongruenz  der  durch  ihre  drei  Ecken  gebildeten  Figuren  besteht. 

Grundlagen  der  Geometrie  (Leipzig,  Teubner,  1899).  Bekanntlich 
teilt  dieser  Äutor  die  Postulate  der  Geometrie  in  5 Gruppen  auf;  1.  Äxiome 
des  Zusammenhanges;  II.  Äxiome  der  Ordnung;  III.  Axiom  der  Parallelen; 
IV.  Äxiome  der  Kongruenz;  V.  Äxiom  des  Ärchimedes.  Wir  werden  hier 
nur  die  Äxiome  der  Kongruenz  in  Betracht  ziehen.  Die  Äxiome  I und  II 
sind  die  Grundlagen  der  Lagengeometrie. 

Fondamenti  di  Geometria  a piü  dimensioni  (Padova,  1891);  Ele- 
menti  di  Geometria,  mit  einem  Änhang  (Padova,  1897). 
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Äxiom:  „Das  Ganze  ist  größer  als  der  Teil“,  das  keineswegs  ein 
logisches  und  notwendiges  Axiom,  wie  man  geglaubt  hat,  dar- 
stellt.  Das  Postulat,  welches  den  Übergang  von  der  Kongruenz 
der  Strecke  zur  Kongruenz  der  Winkel  gestattet,  ist  das  folgende: 
„Seien  zwei  Paare  von  einander  schneidenden  Geraden  gegeben; 
wenn  man  auf  den  entsprechenden  Geraden  bezüglich  die  kon- 
gruenten Strecken  AB,A*B‘  und  AC,A*C‘  abträgt,  und  die 
Strecken  BC,  B‘C‘  kongruent  sind,  so  sind  die  zwei  Geraden- 
paare kongruent.“  Mit  anderen  Worten,  zwei  Winkel  sind  kon- 
gruent, sobald  sie  zwei  Dreiecken  mit  drei  kongruenten  Seiten 
angehören.  Dies  kommt,  kurz  gesagt,  darauf  hinaus,  den  dritten 
Gleichheitsfall  für  die  Dreiecke  zu  postulieren. 

So  ist  also  jedes  dieser  drei  Systeme  genötigt,  den  einen  der 
Gleidiheitsfälle  für  die  Dreiecke,  d.  h.  einen  abgeleiteten  und 
relativ  komplizierten  Satz  zu  postulieren.  Sie  scheinen  somit  die 
Analyse  der  Grundsätze  noch  nicht  weit  genug  durchgeführt  zu 
haben.  Immerhin  ist  es  von  Interesse  zu  bemerken,  daß  die 
Systeme  Pasch  und  Hilbert  einen  strengen  Beweis  der  auf  die 
Senkrechten  bezüglichen  Lehrsätze  und  insbesondere  des  grund- 
legenden Lehrsatzes  dieser  Theorie  gestatten:  „Alle  rechten  Winkel 
sind  gleich“,  den  man  für  gewöhnlich  mittels  der  Methode  der 
Deckung  „beweist“.^) 

Es  erübrigt  nur  noch  eine  Methode  zur  Entwicklung  der 
Grundlagen  der  Geometrie:  es  ist  das  diejenige,  welche  sidi  auf 
den  Begriff  der  Bewegung  beruft.  Diese  Methode  ist  sehr  alt, 
denn  man  nimmt  in  der  klassischen  Geometrie  bei  den  Beweisen 
Zuflucht  zur  Verschiebung  einer  Figur  oder  eines  Teiles  der  Figur. 
Sie  ist  heute  verschrieen  und  in  einem  gewissen  Sinne  mit  Reckt. 
Man  bringt  zunächst  vor,  daß  es  den  Regeln  der  Einfachheit 
und  Ökonomie  entgegen  ist,  in  die  Geometrie  einen  Begriff  hinein- 
spielen zu  lassen,  welcher  der  Mechanik  oder  zummindesten  der 
Kinematik  angehört.  Überdies  hat  man,  seitdem  das  Axiom  der 
freien  Beweglichkeit  als  Kennzeichen  der  Räume  „mit  konstanter 
Krümmung“  unter  Ausschluß  der  anderen  erfaßt  worden  ist,  bemerkt. 


y Vgl.  das  System  von  H.  Pasch. 

2)  Enriques,  Questioni  . . .,  a.  a.  0.  § 5. 
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daß  cs  dieses  Äxiom  fordern  hieße,  wenn  man  nur  die  kleinste 
Figur  natürlich  unter  der  Voraussetzung  verschiebt,  daß  sie  sich 
selbst  gleichblcibe.  Von  einem  mehr  philosophischen  Gesichts- 
punkt aus  bemerkt  man,  daß  die  Verschiebung  einer  beliebigen 
Figur  die  Existenz  einer  stetigen  Folge  von  mit  ihr  kongruenten 
Figuren,  die  ihre  aufeinanderfolgenden  Lagen  darstellen,  bereits 
voraussetzt;  und  man  schließt  daraus,  daß,  im  Falle  als  das  Vor- 
handensein dieser  dargclegt  ist,  die  Verschiebung  jener  absolut 
unnötig  wird.  Die  Betrachtung  der  Bewegung  enthält  also  in 
sich  selbst  eine  petitio  principii  oder  ein  Hysteron  proteron:  man 
bedient  sidi  der  Bewegung,  um  die  Existenz  kongruenter  Figuren 
„nachzuweisen“,  anstatt  daß  in  Wirklichkeit  die  Bewegung  bereits 
dieses  Vorhandensein  voraussetzt.  Mit  einem  Worte,  die  Be- 
wegung setzt  das  Vorhandensein  verschiedener  Figuren,  welche 
dieselben  metrischen  Eigenschaften  besitzen,  voraus,  und  dem- 
zufolge kann  sie  nicht  zur  Definition  dieser  Eigenschaften  dienen. 

Alle  diese  Entgegensetzungen  sind  richtig,  allein  sie  haben 
nur  Bedeutung  für  die  wirkliche  und  physische  Bewegung,  für 
die  Bewegung  der  Körper  im  Raume,  die  in  Wirklichkeit  der 
Geometrie  fremd  ist  und  deren  Hereinspiclcn  die  Unterordnung 
der  Geometrie  unter  die  Physik  zur  Folge  hätte.  Allein  die 
Bewegung,  die  man  in  der  Geometrie  anwendet,  ist  in  Wirklich- 
keit keine  Bewegung:  man  betrachtet  nicht  die  stetige  Folge  der 
Zwischenlagen  des  Beweglichen,  sondern  bloß  die  Anfangs-  und 
Endlage.^)  Dies  beweist,  daß  sich  die  behauptete  „Bewegung“ 


y Dies  tun  die  empiristisdien  Geometer,  wenn  sie  (wie Helmhol tz) 
versuchen,  die  metrisdien  Eigenschaften  des  Raumes  zu  definieren  oder 
zu  entwickeln,  indem  sie  starre  Körper,  unveränderliche  und  nicht 
deformierbare  Körper  voraussetzen. 

y Infolgedessen  muß  man  die  Definitionen  zurückweisen,  welche  die 
Linien  als  durch  Punkte,  die  Flächen  durch  Linien,  die  Körper  durch 
Flächen  erzeugt  darstellen,  denn  diese  Definitionen  setzen  (außerdem,  daß 
sie  fordern,  daß  man  Linien  und  Flächen  begrifflich  faßt,  welche  sich  bei 
der  Verschiebung  entstalten)  die  Stetigkeit  des  Raumes  voraus,  weit  ent- 
fernt davon,  dieselbe  erst  zu  erzeugen.  So  darf  man  die  statischen  Defi- 
nitionen den  kinematischen  Definitionen  vorziehen,  selbst,  wenn  dies 
nur  aus  dem  Grunde  wäre,  daß  die  letzteren  die  ersteren  voraussetzen. 
Man  sieht,  was  man  von  jener  Theorie  zu  denken  hat,  der  zufolge  die 
geometrischen  Definitionen  genetisch  sind  (oder  sein  sollen). 
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im  Grunde  auf  die  Kongruenz  dieser  beiden  Lagen  reduziert 
So  ist  die  geometrisdie  Bewegung  nur  ein  anderer  Name  für  die 
Kongruenz;  es  ist  bloß  eine  anschaulichere  Form,  sich  die  Kon- 
gruenzbeziehungen vorzustellen.  Man  kann  gegen  die  Anwen- 
dung eines  solchen  Begriffes  der  Bewegung  in  der  Geometrie 
nichts  einwenden  von  dem  Augenblicke  an,  als  man  nicht  be- 
ansprucht, die  Kongruenzen  mit  Hilfe  der  Bewegung  zu  erzeugen 
oder  zu  erweisen  (wie  bei  der  Methode  der  Deckung).  Endgiltig 
ist  zu  sagen,  daß  die  geometrische  Bewegung  nichts  anderes  ist, 
als  eine  punktförmige  Transformation  des  Raumes  in  sich  selbst, 
d.h.  eine  Verwandtschaft  (eine  eineindeutige  Beziehung),  die  zwi- 
scher;  zwei  Mannigfaltigkeiten  kongruenter  Punkte  hergestellt  ist 
Der  Bewegungsbegriff  ist  nichts  anderes  als  ein  bequemes  Bild, 
um  sich  klar  und  deutlich  die  Korrelation  zweier  Figuren  und  die 
Einheit  jeder  von  ihnen  vorzustellen.  ^) 

Derart  ist  die  von  H.  Pieri  angewandte  Methode,  um  die 
Elemente  der  metrischen  Geometrie  logisch  zu  konstruieren,  sowie 
sie  in  den  ersten  Büchern  Euklids  zu  finden  sind;  und  dies  bloß 
mit  Hilfe  von  zwei  undefinierbaren  Begriffen:  dem  des  Punktes 
und  dem  der  Bewegung.  2)  Wir  werden  die  Postulate  und 
Hauptsätze  dieser  Theorie  aufzählen,  welche  die  meist  vertiefte 
Analyse  der  Grundsätze  der  Geometrie  darstellen;  es  empfiehlt 
sich  zu  bemerken,  daß  diese  Theorie  absolut  selbständig  ist,  daß 
sie  unabhängig  von  der  projektiven  und  darstellenden  Geometrie 
ist,  und  daß  sie  die  Sätze  dieser  wieder  findet,  indem  sie  von 
Grundsätzen  und  Grundbegriffen,  die  ihr  eigen  sind,  ausgeht. 

„I.  Punkt  und  Bewegung  sind  Gattungsbegriffe  oder 
Klassen.“ 

„II.  Es  existiert  mindestens  ein  Punkt.“ 

„III.  Wenn  p ein  Punkt  ist,  so  existiert  ein  von  p ver- 
schiedener Punkt.“ 

^)  Russell,  a.  a.  O.  § 390. 

2)  Deila  Geometria  elementare  come  sistema  ipotetico-deduttivo: 
Monografia  del  punto  e del  moto,  Memorie  della  R.  Accademia  dellc 
Scienze  di  Torino  (1899).  Siehe  die  Abhandlung  desselben  Autors:  Sur 
la  Geometrie  envisagee  comme  un  Systeme  purement  logique,  in  der 
Bibiiotheque  du  Congres  de  Philosophie,  Bd.  III.  Vgl.  die  „Postulate  der 
Bewegung“,  vorgeschlagen  von  H.  Peano:  Sui  fondamenti  della  Geo- 
metria, Rivista  di  Matematica,  Bd.  IV.  S.  78  sqq.  (1894). 
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Man  nennt  Figur  jede  Mannigfaltigkeit  von  Punkten.  Zwei 
Figuren  sind  identisch  (oder  fallen  zusammen),  wenn  sie  aus  den- 
selben Punkten  zusammengesetzt  sind.  Zwei  Punkte  sind  identisch 
(fallen  zusammen),  wenn  jede  Figur,  welche  den  einen  enthält, 
auch  den  anderen  enthält.  Es  sind  hier  Definitionen  logischer 
Gleichheit  und  Identität,  an  die  zu  erinnern  genügt. 

„IV.  Jede  Bewegung  ist  eine  eineindeutige  Verwandtschaft 
zwischen  zwei  Figuren.“  Dies  besagt,  daß  identische  Punkte 
identischen  Punkten  entsprechen  und  verschiedene  Punkte  ver- 
schiedenen Punkten. 

„V.  Was  immer  die  Bewegung  sei,  welche  z.  B.  den 
Punkt  y dem  Punkt  x entsprechen  läßt,  so  besteht  eine  Be- 
wegung die  den  Punkt  x dem  Punkt  y (was  auch  immer 
X und  y sein  mögen)  entsprechen  läßt.“^)  Diese  Bewegung  wird 
invers  zur  ersten  genannt;  es  ist  das  die  konverse  Beziehung 
der  die  ursprüngliche  Bewegung  darstellenden  Beziehung. 

„VI.  Zwei  Bewegungen  jU  und  r,  die  aufeinanderfolgend 
eine  an  dem  Ergebnis  der  anderen  ausgeführt  werden,  sind  einer 
einzigen  Bewegung  gleichwertig.“  ^)  Dies  drückt  man  mit  den 
Worten  aus,  daß  die  Bewegungen  eine  Gruppe  bilden;  die  letzte 
heißt  Resultante  der  beiden  anderen ; es  ist  dies  das  relative  Pro- 
dukt der  beiden  Beziehungen  jU  und  v;  man  wird  sie  durch 
fl  * V darstellen. 

Insbesondere  wird  das  Produkt  fi  * ^fi  (was  immer  auch  fi 
sein  mag)  eine  Bewegung  sein,  welche  alle  Punkte  fest  läßt,  d.  h. 
jeden  Punkt  in  sich  selbst  transformiert.  Dies  nennt  man  die 
identische  Transformation,  (Beziehung  der  Identität)  oder  Ruhe. 
Auf  die  Art  ist  die  Ruhe  ein  spezieller  Fall  der  Bewegung.^) 
Um  diesen  besonderen  Fall  auszuschließen,  sagt  man  von  einer 
Bewegung,  daß  sie  effektiv  oder  eigentlich  sei. 

„VII.  Für  jedes  Paar  getrennter  Punkte  besteht  eine  effek- 
tive Bewegung,  die  sie  fest  läßt.“  Dieses  Postulat  behauptet 
die  Existenz  der  Rotationsbewegung  einer  beliebigen  Figur  um 
zwei  ihrer  Punkte. 

^)  Postulat  III  von  H.  Peano. 

2)  Postulat  IV  des  H.  Peano. 

®)  Postulat  II  von  H.  Peano:  „Die  Identität  ist  eine  Bewegung, 
d.  h.  jede  Bewegung  ist  mit  sich  selbst  kongruent“  (a.  a.  0.  S.  78). 
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„VIII.  Wenn  im  Falle,  als  a,  b,  c getrennte  Punkte  sind, 
eine  effektive  Bewegung  existiert,  die  sie  fest  läßt,  so  wird  jede 
andere  Bewegung,  die  a und  b fest  läßt,  auch  c fest  lassen.“ 

Dieses  Postulat  ist  die  Grundlage  des  Geraden  begriff  es: 
in  der  eben  ausgesprochenen  Voraussetzung  nennt  man  die  drei 
Punkte  a,  b,  c kollinear;  und  die  Gerade  ab  ist  nadi  der  Defi- 
nition die  Gesamtheit  der  mit  a und  b kollinearen  Punkte,  d.  h. 
der  Punkte,  welche  bei  jeder  Bewegung  festbleiben,  die  a und  b 
fest  läßt.^)  Man  wird  dabei  bemerken,  daß  die  Gerade  in  ihrer 
gesamten  Erstreckung  definiert  wird,  und  daß  diese  Definition 
weder  eine  Ordnung  noch  eine  relative  Lage  zu  den  Punkten 
fl,  ö,  c in  sich  enthält.  Man  beweist,  daß  eine  Gerade  durch 
zwei  beliebige  Punkte  bestimmt  wird,  d.  h.  daß,  wenn  c,  d von 
einander  verschiedene  Punkte  der  Geraden  ab  sind,  diese  mit 
der  Geraden  cd  zusammenfällt. 

Es  empfiehlt  sich  zu  bemerken,  daß  das  Postulat  VIII  nur 
in  dem  dreidimensionalen  Raum  gütig  ist  und  daß  es  demzufolge 
die  Beschränkung  der  Dimensionenzahl  auf  drei  in  sich  enthält; 
ferner,  daß  die  vorstehende  Definition  der  Geraden  nur  in  einem 
derartigen  Raume  zureciit  besteht.  Noch  mehr,  dasselbe  Postulat 
schließt  den  Riemannschen  Raum  (Kleins  elliptischen  Raum)  aus, 
derart,  daß  alle  folgenden  Sätze  nur  im  Euklidischen  und  Lobat- 
schewskyschen  Raume  wahr  sind. 

Es  läßt  sich  zeigen,  daß  im  Falle  der  Kollinearität  der  drei 
Punkte  fl,  b,  c die  ihnen  (bei  einer  beliebigen  Bewegung)  ent- 
sprechenden, ebenfalls  kollinear  sind;  mit  anderen  Worten,  daß 
jede  Bewegung  eine  Gerade  wieder  in  eine  Gerade  überführt. 
Dieser  Satz  war  eines  der  Postulate  derH.H.  Pasch  und  Peano.^) 

Es  läßt  sich  jetzt  die  Ebene  wie  folgt,  definieren:  „Im  Falle 
der  Nichtkollinearität  der  drei  Punkte  n,  b,  c nennt  man  die  Ebene 
abc  die  durch  alle  jene  Geraden  gebildete  Figur,  welche  a mit 
einem  Punkte  von  bc,  b mit  einem  Punkte  von  ac  und  c mit 
einem  Punkte  von  ab  verbinden.“ 


^)  Hierin  liegt  eine  der  Geraden -Definitionen,  die  Leibniz  vorge- 
schlagen hat.  Sie  unterscheidet  sich  im  Grunde  genommen  nicht  von  der 
auf  den  Kongruenzbegriff  basierten  Definition  (siehe  Seite  193). 

2)  Dies  drückt  H.  Peano  mit  den  Worten  aus;  Die  Bewegung  ist 
eine  Art  von  Verwandtschaft.  (Postulat  I.,  a.  a.  0.  S.  78). 
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Man  beweist,  daß  die  Geraden  ab,  ac,  bc  der  Ebene  abc 
angehören;  und  daß  jede  Bewegung  eine  Ebene  wieder  in  eine 
Ebene  überführt.  Doch  läßt  sich  noch  nicht  beweisen,  daß  eine 
Ebene  durch  drei  Punkte  bestimmt  ist.  Vielmehr  muß  man  dazu 
das  Postulat  annehmen: 

„IX.  Wenn  a,  b,  c drei  nichtkollineare  Punkte  sind  und  d 
ein  von  b versdiiedener  Punkt  von  bc,  so  ist  die  Ebene  abd 
in  der  Ebene  abc  enthalten.“  Daraus  leitet  man  sofort  ab, 
daß  die  Ebene  abc  und  abd  zusammenfallen.  Man  beweist 
dann,  daß  im  Falle  der  Nichtkollinearität  der  drei  Punkte  d,  e,  f 
der  Ebene  abc  diese  mit  der  Ebene  def  zusammenfällt;  dies 
drückt  man  mit  den  Worten  aus:  Eine  Ebene  ist  durch  drei  ihrer 
nichtkollinearen  Punkte  bestimmt.  Man  beweist  auch,  daß  eine 
Ebene  jede  Gerade,  welche  zwei  ihrer  Punkte  verbindet,  in  sich 
enthält.^) 

Man  kann  .ferner  die  durch  b hindurchgehende  Kugel  mit 
dem  Mittelpunkt  a definieren,  als  Gesamtheit  der  Punkte  von 
der  Art,  daß  es  für  jeden  von  ihnen  eine  Bewegung  gibt,  welche 
ihn  nach  b führt,  während  a festbleibt.  Man  wird  sie  durch 
bezeichnen.^)  Man  bemerkt,  daß  diese  Definition  gleichwertig 
ist  mit  der  auf  die  Kongruenz  basierten  Definition:  „Gesamtheit 
von  Punkten  c derart,  daß  man  hat:  ac  = ab."'^)  Jede  Be- 
wegung führt  eine  Kugel  in  eine  Kugel  über;  und  jede  Be- 
wegung, welche  den  Kugelmittelpunkt  fest  läßt,  führt  sie  in  sich 
selbst  über.  Wenn  zwei  Kugeln  mit  den  Mittelpunkten  a und  b 
nur  einen  Punkt  c gemeinsam  haben,  so  muß  dieser  Punkt  der 
Geraden  ab  angehören. 

Um  gewisse  besondere  Bewegungen  definieren  zu  können, 
welche  darin  bestehen,  eine  Gerade  auf  sich  selbst  abzubilden, 
muß  man  die  folgenden  Postulate  einführen: 

„X.  Im  Falle  als  a und  b voneinander  verschiedene  Punkte  sind, 


Theorem  von  Euklid  (XI,  1),  von  gewissen  modernen  Autoren 
(Legendre)  als  Definition  der  Ebene  genommen. 

Man  bemerkt,  daß  man  hier  unter  Kugel  die  Kugeloberflädie 
versteht;  weiter  unten  wird  man  die  inneren  und  äußeren  Punkte  der 
Kugel  unterscheiden;  die  inneren  Punkte  machen  mit  der  Oberfläche  zu- 
sammen den  Körper,  genannt  Kugel,  aus. 

Das  ist  wieder  eine  Definition  von  Leibniz. 
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existiert  eine  Bewegung,  welche  a fest  läßt  und  b in  einen  anderen 
Punkt  der  Geraden  ab  überführt.“  Diese  Bewegung  ist  augen- 
scheinlich effektiv  und  führt  die  Gerade  ab  vollständig  in  sich 
selbst  über.  Äus  diesem  Postulat  leitet  man  ab,  daß  die  durch 
b gehende  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  a einen  Punkt  mit  der 
Geraden  ab  gemein  hat. 

„XI.  Wenn  im  Falle  zweier  voneinander  verschiedener  Punkte 
zwei  Bewegungen,  die  a fest  lassen,  b in  einen  anderen  Punkt 
der  Geraden  ab  überführen,  so  ist  der  Punkt  in  den  beiden  Be- 
wegungen der  gleiche.“  Mit  anderen  Worten,  die  durch  b hin- 
durchgehende Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  a hat  nur  einen  ein- 
zigen anderen  Punkt  mit  der  Geraden  ab  gemein.  Dieser  Punkt, 
der  sonadi  auf  eine  eindeutige  Ärt  bestimmt  ist,  wird  der  zu  b 
bezüglich  a symmetrisdie  Punkt  heißen  [sym  ab].  Sei  b‘  dieser 
Punkt,  so  läßt  sich  beweisen,  daß  der  bezüglich  a zu  b^  symme- 
trische Punkt  b ist. 

„XII.  Unter  der  Voraussetzung  voneinander  verschiedener 
Punkte  G,  b existiert  eine  Bewegung,  die  a in  b überführt  und 
einen  Punkt  der  Geraden  ab  fest  läßt.“  Dieselbe  Bewegung 
führt  b m a über;  a und  b sind  symmetrisch  bezüglich  des  festen 
Punktes  der  Geraden  ab.  Dieser  feste  Punkt  ist  der  einzige 
Punkt;  man  wird  ihn  die  Mitte  von  a und  b nennen  [mec? (a,  ö]). 
Es  ist  der  Mittelpunkt  einer  durch  a und  b gehenden  Kugel  und 
es  ist  der  einzige  Punkt  der  Geraden  ab,  der  diese  Eigenschaft 
besitzt.  Die  Eigensdiaften  der  Symmetrie  und  der  Mitte  bleiben 
bei  jeder  Bewegung  erhalten. 

Um  die  Abbildung  einer  Ebene  auf  sidi  selbst  definieren 
zu  können,  benötigt  man  folgendes  Postulat: 

„XIII.  Im  Falle  der  Nichtkollinearität  dreier  Punkte  a,  b,  c 
existiert  eine  Bewegung,  die  a und  b fest  läßt  und  c in  einen 
anderen  Punkt  der  Ebene  abc  überführt.“  Man  sagt,  daß  diese 
Bewegung  die  Ebene  abc  auf  sich  selbst  abbildet,  indem  sie  sie 
um  a und  b sich  drehen  läßt. 

„XIV.  Wenn  a,  b,  c drei  nichtkollineare  Punkte  und  d,  e 
Punkte  der  Ebene  abc  sind,  die  sie  mit  den  Kugeln  c^  und 
gemein  hat,  und  die  von  c verschieden  sind,  so  fallen  diese 
beiden  Punkte  d und  e zusammen.“  Mit  anderen  Worten,  es 
gibt  in  der  Ebene  abc  nur  einen  von  c verschiedenen  Punkt, 
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der  die  gleichen  Entfernungen  von  den  Punkten  a und  b wie  c 
besitzt,  vorausgesetzt,  daß  a,  b,  c nicht  in  einer  geraden  Linie 
liegen  (denn,  wenn  sie  kollinear  sind,  so  gibt  es  überhaupt 
keinen). 

Man  definiert  sodann  den  Kreis:  die  Gesamtheit  der  Punkte, 
welche  gleichzeitig  einer  Kugel  und  einer  Ebene  angehören,  die 
deren  Mittelpunkt  enthält.  Der  Kreis  hat  zum  Mittelpunkt  den 
Kugelmittelpunkt.  Er  wird  sich  durch  die  gleiche  Bezeichnung 
wie  die  Kugel  angeben  lassen,  sobald  man  weiß,  in  weldier 
Ebene  er  sidi  befindet.  Die  Postulate  XIII  und  XIV  nehmen  dann 
die  folgende  Form  an:  „In  der  Ebene  abc  haben  die  Kreise 
und  einen  Punkt  gemein  und  nur  einen,  der  von  c ver- 
schieden ist.“ 

Man  kann  die  Perpendikularität  von  zwei  Geraden  als 
eine  Beziehung  zwischen  drei  Punkten  definieren:  „Sagen,  daß 
das  Paar  (a,  c)  senkrecht  auf  dem  Paare  (a,  b]  stehe,  [was  ge- 
schrieben wird:  (a,  c)  _L  (a,  ö)],  heißt  soviel  als  behaupten,  es 
existiert  eine  Bewegung,  welche  a und  b fest  läßt  und  c in  einen 
anderen  Punkt  der  Geraden  ca  überführt.“  Dieser  andere  Punkt 
ist,  wie  bekannt,  der  bezüglich  a zu  c symmetrische.  Derselbe 
ist  somit  auf  der  Kugel  gelegen;  und  umgekehrt,  wenn sym^c 
auf  der  Kugel  Cj  gelegen  ist,  so:  (ö,  c,)  J_  (ö,  b).  Die  Be- 
ziehung des  Senkrechtstehens  ist  symmetrisch.  Man  verwandelt 
sie  leicht  in  eine  Beziehung  zwischen  den  beiden  Geraden  ab, 
ac,  um  so  den  gewöhnlichen  Begriff  der  Perpendikularität  zu 
gewinnen.  Man  beweist,  daß  durch  einen  Punkt  außerhalb  einer 
Geraden  sich  eine  und  nur  eine  Senkrechte  zu  ihr  ziehen  läßt; 
dieser  Beweis  ist,  wohlgemerkt,  auf  die  ausgesprodienen  Postu- 
late logisch  basiert  und  nicht,  wie  der  übliche  Beweis,  auf  an- 
schauungsmäßige Betrachtungen  gegründet. 

Um  aus  der  Ebene  heraustreten  und  mehrere  Ebenen  in 
Betracht  ziehen  zu  können,  muß  man  das  Postulat  annehmen: 

„XV.  Wenn  a,  b,  c nicht  kollineare  Punkte  sind,  so  gibt 
es  mindestens  einen  Punkt  außerhalb  der  Ebene  abc.'' 

In  der  Tat  waren  wir  noch  nicht  aus  der  Ebene  heraus- 
gegangen, obwohl  wir  gelernt  hatten,  sie  sich  drehen  zu  lassen: 
dies  kommt,  wie  gesagt,  daher,  daß  man  die  Zwischenpunkte  der 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik.  14 
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Bewegung  nidit  zu  betrachten  braucht;  wir  haben  die  Umdrehung 
angenommen,  ohne  zu  wissen,  wie  sie  physisdi  möglidi  ist, 
noch  audi,  welchen  Weg  die  Ebene  nehmen  muß,  um  in  sich 
selbst  zurückzukehren.  Man  sagt,  daß  Punkte  komplanär  sind, 
wenn  sie  alle  einer  und  derselben  Ebene  angehören.  Wenn 
vier  Punkte  nidit  komplanär  sind,  so  können  drei  beliebige  von 
ihnen  nicht  kollinear  sein. 

Man  muß  annehmen,  daß  man  eine  Ebene  auf  eine  andere 
Ebene  abbilden  kann;  dies  ist  der  Gegenstand  des  folgenden 
Postulats : 

„XVI.  Wenn  a,  b,  c,  d vier  nidit  komplanäre  Punkte  sind, 
so  gibt  es  eine  Bewegung,  die  a und  b fest  läßt  und  d in 
einen  Punkt  der  Ebene  abc  überführt.“  Infolgedessen  kommt, 
weil  eine  Ebene  durch  drei  Punkte  bestimmt  wird,  die  Ebene 
abd  zur  Koinzidenz  mit  der  Ebene  abc.  Die  Postulate  XIII  und 
XIV  behaupten  die  Möglichkeit  der  Rotationsbewegung.  Es  läßt 
sich  also  beweisen,  daß  eine  Translationsbewegung  existiert, 
d.  h.  eine  derartige  Bewegung,  daß  eine  Ebene  sidi  in  sich 
selbst  verschiebt,  während  eine  ihrer  Geraden  sich  in  sich  selbst 
verschiebt.^)  Man  beweist  sodann,  daß  man  zu  einer  Geraden 
in  einem  ihrer  Punkte  eine  Senkrechte  ziehen  kann  in  einer 
Ebene,  die  sie  enthält.  Daß  diese  Senkrechte  die  Einzige  sei, 
das  konnte  schon  vorher  unabhängig  von  dem  Postulate  XVI 
bewiesen  werden. 

Man  kann  sagen,  daß  ein  Punkt  a äquidistant  von  zwei 
Punkten  b und  c ist,  wenn  er  der  Mittelpunkt  einer  durch  b und 
c hindurchgehenden  Kugel  ist.  Man  beweist  alsdann,  daß  der  Ort 
der  von  zwei  getrennten  Punkten  a und  b äquidistanten  Punkten 
in  einer  a und  b enthaltenden  Ebene  die  zu  aö  in  der  Mitte  von 
a und  b errichtete  senkrechte  Gerade  ist;  sodann,  daß  eine  zu 
zwei  Geraden  ab,  ac  senkrechte  Gerade  auch  zu  jeder  Geraden 
senkrecht  ist,  die  durch  a hindurchgeht  und  in  der  Ebene  abc 
liegt.  Hieraus  folgt  die  Definition  der  Perpendikularität  einer 
Geraden  und  einer  Ebene.  Man  entwickelt  sodann  das  Theorem 


y Es  ist  dies  die  von  H.  Meray  gegebene  Definition  der  Trans- 
lationsbewegung,  die  deren  Möglichkeit  fordert:  Nouveaux  Elements  de 
Geometrie,  2.  Äufl.  § 35.  (Dijon,  1903.) 
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der  drei  Senkrechten,  aus  dem  sich  ergibt,  daß  durch  einen 
Punkt  außerhalb  einer  Geraden  sich  eine  und  nur  eine  Senk- 
rechte auf  sie  fällen  läßt.  Man  beweist  auch,  daß  in  einem 
Punkte  einer  Ebene  eine  und  nur  eine  zu  dieser  Senkrechte  sich 
errichten  läßt.  (Dies  schließt  die  Möglichkeit  einer  vierten  Di- 
mension in  Konsequenz  des  Postulats  VIII  aus.)  Umgekehrt  gibt 
es  nur  eine  zu  einer  Geraden  in  einem  ihrer  Punkte  senkrechte 
Ebene.  Man  beweist  dann,  daß  zwei  Ebenen,  welche  einen 
Punkt  gemein  haben,  eine  ganze  Gerade  gemein  haben  (was 
eine  Konsequenz  der  drei  Dimensionen  darstellt),  und  zwar  be- 
weist man  dies,  ohne  sich  wie  gewöhnlich  auf  anschauungs- 
mäßige Betrachtungen  aus  der  Topologie  zu  berufen  (Unter- 
scheidung von  zwei  Regionen  des  Raumes , die  eine  Ebene 
trennt).^) 

Die  16  ersten  Postulate  und  die  daraus  erfließenden  Sätze 
betreffen  einzig  und  allein  Lagebeziehungen.  Man  wird  jetzt 
sehen,  wie  man  von  diesen  Lagebeziehungen  zu  Größenbe- 
ziehungen übergehen  kann,  welche  den  eigentlichen  Gegenstand 
der  metrischen  Geometrie  ausmachen.  Im  Gegensätze  zu  den 
Eigenschaften  der  darstellenden  Geometrie,  die  uns  bisher  be- 
schäftigten, kann  man  diejenigen,  welche  jetzt  werden  erwähnt 
werden,  Streckeneigenschaften  nennen,  denn  sie  ruhen  auf  dem 
Grundbegriff  der  zwischen  zwei  Punkten  enthaltenen  gerad- 
linigen Strecke. 

Einen  Punkt  nennt  man  einen  bezüglich  einer  Kugel 
inneren,  wenn  er  die  Mitte  von  zwei  getrennten  Punkten  dieser 
Kugel  ist.  Er  wird  ein  äußerer  im  entgegengesetzten  Falle 
(und  wenn  er  nicht  der  Oberfläche  der  Kugel  angehört)  genannt. 
In  einer  Ebene  wird  ein  Punkt  ein  innerer  oder  äußerer  be- 
züglich eines  Kreises  genannt,  je  nachdem  er  innerhalb  oder 
außerhalb  der  Kugel  liegt,  die  den  gleichen  Mittelpunkt  wie  der 


^)  Folgendermaßen  lautet  mit  ein  paar  Worten  dieser  Beweis. 
Seien  die  Ebenen  p und  q,  welche  den  Punkt  a gemein  haben,  seien  r 
und  s die  zu  p und  q im  Punkte  a errichteten  senkrechten  Geraden  (sie 
existieren  und  sind  voneinander  verschieden).  Sei  t die  zu  den  beiden 
Geraden  r und  s im  Punkte  a senkrechte  Gerade  (sie  existiert  und  ist 
bestimmt).  Diese  Gerade  gehört  dann  zugleich  der  Ebene  p an  als  Senk- 
rechte zu  r und  der  Ebene  q als  Senkrechte  zu  s. 
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Kreis  hat  und  durch  den  Kreis  hindurchgeht.  Man  nennt  Polar- 
kugel der  Punkte  a und  b die  Kugel,  weldie  zum  Mittelpunkt 
die  Mitte  dieser  Punkte  hat  und  durch  sie  hindurchgeht.  Man 
sagt,  daß  ein  Punkt  x zwischen  a und  b liegt,  wenn  er  der 
Geraden  ab  angehört  und  wenn  er  ein  innerer  Punkt  ist  be- 
züglich der  Polarkugel  von  a und  b.  Endlich  nennt  man  die 
Strecke  ab  die  Gesamtheit  der  zwischen  a und  b gelegenen 
Punkte,  wobei  man  die  (die  Enden  der  Strecke  genannten) 
Punkte  a und  b hinzuredinet.  Man  findet  auf  diese  Art  durch 
rein  logisdie  und  nominale  Definitionen  den  Grundbegriff  der 
darstellenden  Geometrie  wieder,  d.  h.  den  der  geradlinigen 
Strecke. 

Man  muß  hier  drei  auf  die  Lage  bezügliche  Postulate  hin- 
zunehmen: 

„XVII.  Wenn  ö,  ö,  c,  d vier  voneinander  verschiedene  kol- 
lineare  Punkte  sind,  so  kann  der  Punkt  d nur  auf  einer  der 
Strecken  ab,  ac  oder  bc  liegen.“  D.  h.  entweder  liegt  er  auf 
keiner  von  ihnen  oder  aber  er  liegt  auf  zwei  oder  wenigstens 
zwischen  zwei  von  ihnen. 

„XVIII.  Wenn  im  Falle  der  Kollinearität  dreier  Punkte  a,  b,  c 
c zwischen  a und  b liegt,  so  kann  kein  Punkt  gleichzeitig 
zwischen  a und  c und  zwischen  b und  c liegen.“  Mit  anderen 
Worten,  die  Strecken  ac  und  bc  haben  keinen  Punkt  gemein. 
Daraus  ergibt  sich,  daß  der  Punkt  d (in  dem  Postulate  XVII)  nur 
auf  zwei  der  drei  Strecken  ab,  ac  oder  bc  liegen  kann.  Man 
beweist,  daß,  wenn  c zwischen  a und  b liegt,  a weder  zwischen 
b und  c,  noch  b zwischen  a und  c liegen  kann.  Diese  Eigen- 
schaft bestimmt  die  lineare  Ordnung  der  Punkte  der  Geraden. 
Man  zeigt  ferner,  daß  unter  derselben  Voraussetzung  die  Strecke 
ab  die  Strecken  ac  und  bc  enthält  und  daß  sie  vollständig  aus 
ihnen  zusammengesetzt  wird.  Alsdann  läßt  sich  beweisen,  daß 
die  durch  b hindurchgehende  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  a und 
die  durch  a hindurchgehende  mit  dem  Mittelpunkt  b einen  Punkt 
gemein  haben,  d.  h.  daß  ein  gleichseitiges  Dreieck  mit  der  Seite 
ab  existiert,  was  der  erste  (!)  Lehrsatz  der  Elemente  von 
Euklid  ist,  dessen  Beweis,  wie  bereits  gesagt,  vollständig  unzu- 
reichend ist. 

„XIX.  Wenn  a,  b,  c drei  nicht  kollineare  Punkte  sind,  so 


Die  Geometrie. 


213 


muß  jede  Gerade  der  Ebene  abc,  welche  die  Stredce  ab  trifft, 
auch  die  Strecke  ac  oder  bc  treffen,  wenn  sie  durch  keinen  der 
Punkte  a,  b,  c hindurchgeht.“  Äus  diesem  Postulat  ergibt  sich, 
daß  unter  derselben  Voraussetzung  die  Punkte  a\  b\  c‘  nidit 
kollinear  sein  können,  wenn  a*  zwischen  b und  c,  b*  zwischen 
c und  a und  c‘  zwischen  a und  b liegen. 

Man  kann  hier  die  Verlängerungen  einer  Strecke,  einer 
Halbgeraden,  einer  Halbebene,  eines  Winkels  nach  der  Methode 
des  H.  Peano  definieren;  sodann  die  Ungleichheit  von  zwei 
Strecken u. zw.  folgendermaßen:  „Sagen,  daß  die  Strecke  ab  kleiner 
als  die  Stredie  cd  sei,  heißt  behaupten,  daß  eine  Bewegung 
existiert,  die  a in  c und  b in  einen  zwischen  c und  d gelegenen 
Punkt  überführt.“  Man  beweist,  daß  im  Falle  der  Inkongruenz 
zweier  beliebiger  Strecken  eine  von  beiden  notwendigerweise 
kleiner  als  die  andere  ist.  Man  definiert  auf  eine  analoge  Ärt 
die  Ungleichheit  von  Winkeln.  Man  kann  sodann  die  eigent- 
lich metrisdien  Lehrsätze  beweisen,  die  bei  Euklid  und  seinen 
Nachahmern  so  viel  Platz  einnahmen  und  eine  allzu  frühe  Stelle 
angewiesen  erhielten;  wie  z.  B.:  „Die  Senkrechte  ist  kleiner  als 
jede  von  demselben  Punkt  ausgehende  schiefe  Gerade“  (ein  Lehr- 
satz, der  sich  aus  den  18  ersten  Postulaten  ableiten  läßt). 

Man  definiert  das  Dreieck  abc  als  die  Figur,  welche  durch 
sämtliche  den  Punkt  a je  mit  einem  Punkte  der  Strecke  bc  ver- 
bindenden Strecken  gebildet  wird.  Man  beweist,  daß  die  so  be- 
stimmte Figur  identisch  mit  jener  ist,  die  der  Punkt  b und  die 
Strecke  ac  oder  der,  welche  der  Punkt  c und  die  Strecke  ab 
bestimmen;  und  ferner,  daß  sie  identisch  ist  mit  jeder  der 
Figuren,  die  zwei  beliebigen  der  drei  Winkel  bac,  cba,  acb 
gemeinsam  sind.‘^)  Man  kann  sonach  die  drei  Gleidiheits- 
fälle  der  Dreiedce  beweisen;  der  dritte  Fall  (Gleichheit  der 

g Wie  H.  Picri  bemerkt,  läßt  sich  dieses  Postulat  mit  dem  Postu- 
late  XVII  in  einer  etwas  unbestimmten  Äusdrucksweise  versdimelzen : 
„Unter  der  Voraussetzung  dreier  voneinander  verschiedener  Punkte  a,  ö,  c 
kann  keine  Gerade  ihrer  Ebene  nur  eine  der  drei  Strecken  ab,  ac,  bc 
treffen.“ 

2)  Vgl.  S.  159,  Änm.  2 und  S.  174.  Man  muß  bemerken,  daß  in  der 
metrischen  Geometrie  die  Winkel  Halb  winke!  sind,  d.  h.  Ebenenteile, 
die  von  zwei  Halbgeraden  eingeschlossen  sind  (mit  Vorbehalt  der  Änm.  2 
auf  S.  215). 
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drei  Seiten)  ergibt  sich  übrigens  unmittelbar  aus  einem  Lehrsatz, 
welcher  auf  den  16  ersten  Postulaten  ruht.  Man  beweist  audi, 
daß  jeder  Außenwinkel  eines  Dreieckes  größer  ist  als  jeder  der 
ihm  nidit  anliegenden  Innenwinkel. 

Zum  Schlüsse  definiert  man  die  Summe  von  zwei  Strecken 
und  kann  alsdann  fast  alle  Lehrsätze  der  ersten  Bücher  Euklids 
beweisen,  die  nicht  von  dem  Parallelenpostulat  abhängen.  Z.  B. 
„In  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  sind  die  Winkel  an  der 
Grundlinie  gleich.“  — „Wenn  in  einem  Dreiecke  zwei  Winkel 
ungleich  sind,  so  liegt  dem  größeren  Winkel  die  größere  Seite 
gegenüber  und  umgekehrt.“  — „Jede  Dreieckseite  ist  kleiner  als 
die  Summe  der  beiden  anderen  Seiten.“  — „Wenn  man  von 
einem  Punkte  außerhalb  einer  Geraden  eine  Senkrechte  auf  diese 
zieht  und  mehrere  Schiefe  zu  derselben,  so  ist  die  längste 
Schiefe  diejenige,  die  sich  am  meisten  von  dem  Fußpunkt  der 
Senkrechten  entfernt  und  umgekehrt.“  — „Wenn  in  zwei  Drei- 
ecken paarweise  zwei  Seiten  gleich,  und  die  von  letzteren  ein- 
geschlossenen Winkel  ungleich  sind,  so  entspricht  dem  größeren 
Winkel  die  größere  Seite  und  umgekehrt.“  Diese  Beispiele 
reichen  hin  zu  zeigen,  daß  die  vorstehenden  Postulate  die 
logische  Entwicklung  aller  Größenbeziehungen  gestatten,  die  das 
wesentliche  Objekt  der  metrischen  Geometrie  bilden. 

Jedenfalls  reichen  sie  aber  nicht  hin  zum  Beweise  des 
Hauptsatzes:  „Es  existiert  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  bezüglich 
gleich  sind  drei  gegebenen  Strecken,  von  denen  jede  kleiner  ist 
als  die  Summe  der  beiden  anderen“^),  oder,  was  auf  dasselbe 
herauskommt:  „Zwei  Kreise  einer  und  derselben  Ebene  schneiden 
einander,  wenn  die  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte  kleiner  ist  als 
die  Summe  ihrer  Radien.“  Und  dieser  Satz  basiert  in  der  Tat 
auf  einem  letzten  Postulat,  dem  Stetigkeitsaxiom;  es  genügt 
übrigens,  die  Stetigkeit  der  Streche  auf  einer  Geraden  zu  postu- 
lieren und  zwar  folgendermaßen: 

„XX.  Wenn  k eine  in  der  Strecke  ab  enthaltene  Punkt- 
menge ist,  so  existiert  in  dieser  Strecke  ein  Punkt  x von  der 
Art,  daß  es  keinen  Punkt  k zwischen  x und  b,  und  daß  es  für 


Es  ist  kaum  notwendig  zu  sagen,  daß  der  Beweis,  welchen  Euklid 
und  seine  Nachfolger  dafür  geben,  unzureichend  ist. 
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jeden  zwischen  a und  x gelegenen  Punkt  y einen  Punkt  k gibt, 
der  zwischen  y und  x liegt  oder  mit  x zusammenfällt.“ 

Aus  diesem  Postulat  läßt  sich,  wie  bekannt,  das  Archimedische 
Axiom  ableiten,  welches  die  Grundlage  der  Größenmessung  dar- 
stellt. Dann,  aber  auch  nur  dann,  läßt  sich  behaupten,  daß  die 
Strecken  meßbare  Größen  seien;  weiter,  daß  sobald  einmal  diese 
Axiome  auf  Winkel  ausgedehnt  sind,  auch  die  Winkel  meßbare 
Größen  seien.  Nur  die  metrische  Geometrie  hebt  die  voll- 
ständige in  der  projektiven  Geometrie  zwischen  den  Strecken 
und  den  Winkeln  bestehende  Analogie  auf.  Zwischen  den 
Punkten  einer  Geraden  und  den  Strahlen  eines  Büschels  (in  per- 
spektivischer Lage)  gibt  es  vom  projektiven  Gesichtspunkte  aus 
ein  absolutes  Entspredien:  die  beiden  Figuren  sind  geschlossene 
Folgen;  die  Strecken  der  Geraden  und  die  Winkel  (die  die 
„Strecken“  des  Büschels  sind)  entsprechen  einander  vollständig. 
Dasselbe  gilt  nicht  mehr,  sobald  man  die  Strecken  und  die 
Winkel  metrisch  definiert:  Die  Winkel  haben  ein  Maximum, 
während  die  Stredien]eine  unbegrenzte  Mannigfaltigkeit  von  Größen 
bilden.  Dies  sdireibt  sich  von  der  Tatsache  her,  daß  vom  me- 
trischen Gesichtspunkte  aus  die  Winkel  eine  absolute  Größe 
haben,  im  Verhältnis  zu  einer  natürlichen  Einheit,  welche  der 
rechte  Winkel,  oder  der  gestreckte  Winkel  (zwei  rechte  Winkel), 
oder  der  Vollwinkel  (vier  rechte  Winkel)  ist,  während  etwas 
Analoges  für  die  Strecken  nicht  besteht.  Es  ist  wahr,  daß  auch 
die  Winkel  unbegrenzte  Größen  werden  (ja  selbst  in  doppeltem 
entgegengesetztem  Sinne),  sobald  man  (wie  in  der  Trigonometrie) 


^)  Es  ist  das  dasselbe  Postulat,  wie  jenes  der  darstellenden  Geo- 
metrie in  dem  System  des  H.  Peano  (siehe  S.  177). 

2)  Die  Winkel  dürfen  nicht  als  Ebenenteile  (Punktmengen),  son- 
dern müssen  als  Teile  von  Büscheln  (Mannigfaltigkeiten  von  Strahlen)  auf- 
gefaßt werden.  Dies  zeigt  H.  Russell  durch  geistreiche  Betrachtungen 
a.  a.  0.  § 402.  Der  Winkel  bildet  in  dem  Strahlenbüschel  das  exakte 
Analogon  zur  Strecke  auf  einer  Geraden.  H.  Enriques  unterscheidet 
desgleichen  den  Winkelraum  als  Ebenenteil  und  den  Winkel  als  Teil 
des  Büschels  (Element!  di  Geometria  Nos.  66 — 72,  Bologna  1903).  Was 
die  klassische  Definition  betrifft:  „Ein  Winkel  ist  clie  von  zwei  aus  dem- 
selben Punkt  gezogenen  Halbgeraden  gebildete  Figur“,  so  ist  sie  schlecht, 
da  sie  den  Winkel  nicht  als  Größe  definiert;  sie  gestattet,  nicht  die  Un- 
gleichheit oder  auch  die  Summe  von  zwei  Winkeln  begrifflich  zu  fassen. 
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Winkel  annimmt,  die  größer  als  ein  Vollwinkel  sind;  allein  die 
Winkel,  die  sich  nur  um  ein  ganzes  Vielfaches  eines  Vollwinkels 
unterscheiden,  sind  geometrisch  ununterscheidbar,  und  dies  bringt 
in  die  unbegrenzte  Folge  dieser  Größen  eine  Periodizität,  welche 
der  Folge  der  linearen  Größen  mangelt.  Für  alle  Fälle  gibt  es 
kein  projektives  Entsprechen  mehr  zwischen  den  Strecken  und 
den  Winkeln  (einem  endlichen  Winkel  entspricht  eine  unendliche 
Strecke),  und  dies  erklärt  die  auf  das  Unendliche  bezüglichen 
Paradoxa  der  metrischen  Geometrie.  Hier  liegt  überdies  der 
Ursprung  der  Diskordanz,  die  wir  zwischen  der  darstellenden 
und  projektiven  Geometrie  konstatierten,  und  die  zu  eliminieren 
das  Ziel  der  Einführung  idealer  Elemente  bildete. 

Diese  Diskordanz  zwischen  den  Strecken  und  den  Winkeln 
findet  immerhin  in  der  metrischen  Geometrie  des  elliptischen 
(oder  Riemann’schen)  Raumes  nicht  statt;  denn  in  diesem  Raume 
(der,  wie  man  gesehen  hat,  vollständig  dem  projektiven  entspricht) 
ist  die  Gerade  eine  geschlossene  Linie  und  hat  eine  endliche 
Länge:  die  Entfernung  zweier  Punkte  hat  somit  ein  Maximum 
(die  Hälfte  der  Länge  der  vollen  Geraden). 


Wie  die  projektive  und  darstellende  Geometrie  läßt  sich  auch 
die  metrische  Geometrie  auf  eine  rein  logische  Form  zurückführen, 
wenn  man  die  Postulate  in  eine  Definition  des  metrischen 
Raumes  verwandelt:  Ein  metrischer  Raum  (Euklidischer  oder  nicht- 
Euklidischer)  ist  eine  Mannigfaltigkeit,  die  diese  und  diese  Eigen- 
schaften besitzt  (wie  sie  in  den  Postulaten  ausgesprochen  werden). 
Die  metrische  Geometrie  oder  besser  jede  der  metrischen  Geo- 
metrien nimmt  also  die  Form  einer  umfassenden  Äbhängigkeits- 
beziehung  an:  Wenn  eine  derartige  Mannigfaltigkeit  die  in  den 
Postulaten  ausgesprochenen  grundlegenden  Eigenschaften  besitzt, 
so  wird  sie  alle  Lehrsätze  der  entsprechenden  Geometrie  be- 
friedigen. Die  Geometrie  oder  vielmehr  die  Geometrien  ruhen 
nicht  mehr  auf  unbeweisbaren  Grundsätzen;  sie  haben  nicht  mehr 
eigene  Axiome  außer  den  gemeinen  Axiomen  der  Logik 
selbst. 

Allein,  wird  man  sagen  können,  ist  es  nicht  ein  künstlicher 
Umweg  oder  eine  logische  Ausflucht,  mit  deren  Hilfe  man  die 
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Postulatc  in  Definitionen  verwandelt?  Darauf  antwortet  man, 
daß  diese  Verwandlung  berechtigt,  ja  selbst  notwendig  ist.  Sie  ist 
berechtigt,  denn  soweit  man  reine  Geometrie  betreibt,  spekuliert 
man  über  ideale  Räume,  für  weldie  man  keineswegs  reelle 
Existenz  behauptet;  man  kann  also,  ja  man  muß  die  Postulate 
ihres  kategorischen  Charakters  und  ihres  „Wahrheitswertes“  ent- 
kleiden, um  sie  auf  einfadie  hypothetisch  gesetzte  Ännahmen 
zurüd^zuführen.  Sie  ist  notwendig,  denn  um  bezüglich  eines 
Raumes  Schlüsse  zu  ziehen,  muß  man  ihn  definieren:  und  man 
kann  ihn  nur  definieren,  indem  man  seine  charakteristischen  Eigen- 
sdiaften  aufzählt,  von  weldien  alle  anderen  in  logischer  Weise 
sich  ableiten  lassen.  Man  könnte  die  Definition  dieses  oder 
jenes  Raumes  nur  aus  zwei  Gründen  kritisieren;  entweder  weil 
sie  unzureichend  wäre,  d.  h.  nicht  einen  Raum  vollständig  be- 
stimmen würde,  sondernm  ehrere  (qualitativ  verschiedene)^)  Räume, 
und  dann  müßten  ihr  weitere  Ännahmen  oder  Bedingungen, 
d.  h.  andere  Postulate  zur  Vervollständigung  beigesellt  werden: 
oder  aber,  weil  sie  überbestimmt  wäre,  d.  h.  weil  sie  gewisse 
überflüssige  Bedingungen  enthielte,  welche  logische  Konsequenzen 
der  anderen  sind;  allein  eben  dadurch,  daß  man  diese  Be- 
dingungen als  überflüssig  erweisen  würde,  würde  man  sie  als 
Lehrsätze  erhärten  und  als  Postulate  eliminieren.“)  Die  Definition 
eines  Raumes  (ebenso  wie  eines  beliebigen  anderen  Objektes) 
ist  sonach  die  Gesamtheit  der  notwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  zur  Bestimmung  aller  dieser  Eigenschaften.  Ent- 
weder gehört  ein  Postulat  dieser  Gesamtheit  von  Bedingungen 
an,  und  dann  ist  es  kein  Postulat  mehr,  sondern  ein  wesentlidier 
Teil  der  Definition;  oder  aber,  es  stellt  keinen  solchen  Teil  dar, 
und  dann  ist  es  ein  Lehrsatz,  der  bewiesen  werden  kann  (und 
demnach  bewiesen  werden  muß);  (sonst  wäre  die  Definition  un- 
vollständig). Es  ist  also  in  einer  logisch  ausgebauten  Geometrie 


y Denn,  wenn  mehrere  Räume  in  allen  ihren  Eigenschaften  über- 
einstimmen, sind  sie  ununterscheidbar  oder  machen  vielmehr  vom  logi- 
schen Gesichtspunkt  aus  nur  einen  aus. 

®)  Das  ist  der  Grund,  warum  es  nützlich  ist,  für  jedes  Postulaten- 
sgstem  zu  beweisen,  daß  es  ausreichend  und  unzurückführbar  ist; 
dies  ist  für  gewisse  unter  den  von  uns  eben  dargelegtert  Systemen  ge- 
schehen. 
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kein  Platz  für  irgend  ein  Postulat.^)  Älles  in  allem  sind  die 
Äxiome  der  Geometrie  nichts  anderes  als  verkleidete 
Definitionen^),  oder  vielmehr  Teile  von  Definitionen.  Jedoch 
kann  alsdann  (und  es  ist  widitig,  diese  notwendige  Folgerung  aus 
der  hier  dargelegten  Entwicklung  zu  bemerken)  die  Geometrie  keine 
selbständige  Wissenschaft  sein,  die  besondere  Grundsätze  hat 
und  auf  „synthetischen  Urteilen  a priori“  ruht;  sie  ist  eine  Folge 
von  formellen  Schlüssen,  die  sich  an  eine  Definition  knüpfen  und 
von  hier  aus  die  logischen  Konzequenzen  ins  Unbegrenzte  ent- 
falten. Mit  einem  Worte,  die  Geometrie  ist  nichts  anderes  als 
eine  einfache  Weiterführung  der  Logik. 

Ebenso  wie  die  Geometrie  keine  Grundsätze  mehr  hat,  hat 
sie  audi  keine  ihr  eigentümlichen  Grundbegriffe.  In  der  Tat 
lassen  sich  in  all  den  Systemen,  die  wir  weiter  oben  dargelegt 
haben,  die  Grundbegriffe  auf  zwei  zurückführen:  einen  Klassen- 
begriff, den  man  Punkt  nennt,  und  einen  Beziehungsbegriff 
(Ordnung,  Kongruenz,  Bewegung),  der  manchmal,  wenn  die 
Analyse  nicht  bis  zu  Ende  geführt  ist,  in  Form  eines  Klassen- 
begriffs auftritt  (Gerade,  Strecke,  Vektor).  Allein  auf  der  einen 
Seite  spielt  der  Punkt  begriff  keineswegs  in  den  logischen  Bau 


q Das  berühmte  „Euklidische  Postulat“  ist  einfach  eine  Vervoll- 
ständigung der  Definition  der  Euklidischen  Geraden  oder  des  Euklidi- 
schen Raumes.  Es  verdankt  seine  Berühmtheit  nur  der  ausgezeichneten 
Stelle,  die  man  ihm  lange  Zeit  in  den  Handbüchern  angewiesen  hat.  In 
Wirklichkeit  aber  ist  es  nicht  ein  Äusnahmepostulat  einziger  Art,  es  ist 
nur  eines  der  zahlreichen  Postulate  oder  Äxiome  der  Geometrie.  Und 
man  kann  ebenso,  wie  man  die  nidit-Euklidischen  Geometrien  auf  seiner 
Verneinung  aufgebaut  hat,  sich  „unterhalten“,  dieses  oder  jenes  andere 
Postulat  zu  verneinen  und  nicht-Hrchimedische,  nidit-Desarguessche,  nicht- 
Pascalische  usw.  Geometrien  zu  konstruieren.  (Hilbert,  Grundlagen  der 
Geometrie.  Vgl.  den  Bericht  über  diese  Arbeit  seitens  des  H.  Poincare, 
Bulletin  des  Sciences  mathematiques,  Bd.  XXVI,  Sept.  1902.)  Vom  päda- 
gogischen Standpunkt  ist  dieser  dem  Euklidischen  Postulat  zugewiesenc 
ausgezeichnete  Platz  (namentlich , wenn  man  die  anderen  Postulate  still- 
schweigend übergeht)  sehr  ärgerlich:  er  läßt  an  eine  einzigartige  „Un- 
vollständigkeit“  der  Theorie  glauben  und  ist  ohne  Zweifel  zum  großen 
Teile  für  die  unzähligen  Beweisversuche  dieses  berühmten  Postulats  ver- 
antwortlich. 

2)  H.  Poincare,  La  Science  et  l’Hgpothese,  Kap.  III,  Ende  (S.  66 
der  französischen  Ausgabe,  S.  140  der  deutschen  Übersetzung). 
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der  Geometrie  hinein:  die  Punkte  sind  nichts  mehr  als  die  Ele- 
mente gewisser  Mannigfaltigkeiten  oder  besser  die  Glieder  gewisser 
Beziehungen,  es  sind  beliebige  Objekte  von  unbekannter  oder 
unbestimmter  Natur,  von  denen  man  nur  eines  weiß,  daß  sie 
nämlich  die  Träger  gewisser  Beziehungen  sind.  Oder  vielmehr, 
man  weiß  gar  nichts,  nicht  einmal  dieses;  man  weiß  nur,  daß, 
wenn  beliebige  Objekte  (die  man  Punkte  oder  anders  nennt) 
unter  sich  gewisse  fundamentale  Beziehungen  unterhalten  (wie 
sie  in  den  Axiomen  ausgesprochen  v\/^erden),  sie  alle  die  Lehr- 
sätze befriedigen  werden,  die  logisch  erfließen.  So  behauptet 
die  reine  Geometrie,  die  nur  ein  System  von  Abhängigkeiten 
ist,  nichts  bezüglich  der  Punkte  selbst;  streng  gesprochen  kennt 
sie  sie  nicht  und  bedarf  ihrer  gar  niclit. 

Auf  der  anderen  Seite  sind  die  Beziehungen,  welche  das 
andere  ursprüngliche  Datum  der  verschiedenen  geometrischen 
Systeme  ausmadien,  nicht  mehr  undefinierbar:  wir  sehen,  wie 
die  Logik  der  Beziehungen  sie  mittelst  ihrer  formellen  Eigen- 
schaften zu  definieren  gestattet.  Es  scheint  widersinnig,  die 
Geometrie  darauf  zurückzuführen,  daß  sie  nur  eine  Anwendung 
der  Logik  der  Relationen  sei.  Und  doch  weiß  und  erkennt  alle 
Welt,  daß  die  Geometrie  wie  die  Mathematik  im  allgemeinen 
eine  „abstrakte“  Wissenschaft  ist,  in  dem  Sinne,  daß  sie  von 
der  inneren  Natur  der  Objekte  abstrahiert,  um  nur  ihre  Be- 
ziehungen zu  betrachten,  derart,  daß  zwei  Mannigfaltigkeiten  von 
Objekten  (von  vollständig  versdiiedener  Natur),  sobald  sie  die- 
selben Beziehungen  befriedigen,  derselben  mathematischen  Theorie 
unterworfen  sein  werden  (es  ist  dies  eine  wohlbekannte  Tatsache, 
für  welche  die  mathematische  Physik  zahlreiche  und  schlagende 
Beispiele  liefert).  Der  methodentheoretische  Satz,  den  wir  hier 
behaupten,  ist  nichts  anderes  als  die  Systematisierung  und  Er- 
härtung dieser  Bemerkung.  Doch  muß  man  sich  hier  sehr  wohl 
Rechenschaft  geben  von  der  Tragweite  dieses  Gemeinplatzes: 
Wenn  die  Mathematik  eine  „abstrakte“  Wissenschaft  ist,  so 
kommt  dies  nicht,  wie  die  Empiristen  und  Positivisten  meinen, 
daher,  daß  sie  von  der  Mehrzahl  der  Eigenschaften  der  Er- 
fahrungsobjekte abstrahiert;  es  kommt  daher,  daß  sie  in  keinerlei 
Weise  eine  Wissenschaft  von  den  Objekten  ist,  sondern  eine 
formale  und  reine  Wissenschaft,  welche  nur  die  Form  der 
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Objekte  und  ihre  Beziehungen  betrachtet.  Dies  erklärt,  daß  die 
mathematischen  Wahrheiten  allgemein  gütig  und  notwendig  a 
priori  sind:  sie  sind  objektiv,  nidit  weil  sie  sich  aus  dem 
Studium  der  Objekte  ergeben,  sondern  weil  sie  auf  kein  be- 
sonderes Objekt  sich  beziehen,  für  alle  möglichen  Objekte  Be- 
deutung haben.  Allein  dann  ist  es  unmöglidi,  ihre  Analogie 
mit  den  logischen  Gesetzen  zu  verkennen,  mit  denen  sie  alle 
ihre  Charaktere  gemeinsam  hat,  und  deren  Konsequenzen  in  der 
Tat  sie  darstellt.  Wenn  die  Mathematik  formal  ist  wie  die 
Logik,  so  kommt  dies  daher,  daß  sie  die  Fortsetzung  der 
Logik  ist. 

Was  ist  also  endgiltig  die  Geometrie  und  wie  soll  man  sie 
definieren,  um  sie  von  den  anderen  Zweigen  der  Mathematik 
oder  Logik  zu  unterscheiden?  Es  ist  das  „Studium  der  mehr- 
dimensionalen Folgen“^):  „von  Folgen“,  d.  h,  von  geordneten 
Mannigfaltigkeiten;  „mehrerer  Dimensionen“,  denn  die  Arithmetik 
z.  B.  betrachtet  eine  eindimensionale  Folge,  die  natürliche  Zahlen- 
reihe.^) Diese  Definition  entspricht  keineswegs  dem  Charakter 
der  logischen  Disziplin,  den  wir  soeben  der  Geometrie  zu- 
gewiesen haben:  denn  auf  der  einen  Seite  betrachtet  man  in 
dem  Studium  der  Mannigfaltigkeiten  im  allgemeinen  keineswegs  ihre 
Elemente,  sondern  nur  ihre  Beziehungen;  und  auf  der  anderen 
Seite  kann  eine  geordnete  Mannigfaltigkeit  nur  wie  jede  Ordnung 
definiert  werden  mit  Hilfe  von  bestimmten  Beziehungen.  Man 
könnte  also  ebensogut  die  Geometrie  als  Studium  gewisser 
Ordnungen  (Ordnungen  mit  mehrfachem  Anfang)  oder  von  be- 
stimmten Beziehungen  (Beziehungen,  welche  die  oben  er- 
wähnten Ordnungen  definieren)  definieren.  Der  Raum  ist,  soweit 
er  Objekt  der  reinen  Geometrie  ist,  nichts  anderes  als  folgendes: 
er  ist  eine  geordnete  Mannigfaltigkeit  (wobei  abstrahiert  wird 
von  seinen  Elementen,  die  man  Punkte  oder  anders  nennt). 


1)  Russell,  a.  a.  O.,  §352,  S.372. 

2)  Äus  diesem  Reditsgrund  geht  die  Änalgsis,  soweit  sie  auf  den 
Begriff  der  komplexen  Zahl  basiert  ist,  in  die  Geometrie  ein.  Hierin  liegt 
nichts  Verblüffendes:  nicht  die  Änalysis  wird  dadurch  abhängig  von  der 
Geometrie;  im  Gegenteil  ist  es  die  Geometrie,  die  eine  Äusdehnung  der 
Änalysis  ist,  wenn  man  der  Auffassung  folgt,  die  heute  unter  den 
Mathematikern  herrscht. 
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oder  in  einer  mehr  „logisdien“  Terminologie  ist  er  eine  Ordnung, 
d.  h.  ein  System  von  Beziehungen. 

Nochmals,  diese  widersinnig  scheinenden  Definitionen  tun 
nichts  anderes  als  genau  die  Auffassung  der  Geometrie  zu 
formulieren,  welche  heute  bei  den  Mathematikern  die  geläufige 
ist.  Um  dies  zu  zeigen,  genügt  es,  daran  zu  erinnern,  daß  nach 
H.  Poincare  und  vielen  anderen  die  Geometrie  oder  genauer 
jede  Geometrie  das  Studium  einer  Gruppe  darstellt.  Nun  weiß 
man  aber,  was  eine  Gruppe  ist:  sie  ist  eine  Gesamtheit  von  der- 
artigen Transformationen,  daß  das  „relative  Produkt“  von  je 
zwei  Transformationen  wieder  eine  Transformation  derselben 
Gesamtheit  ist.^)  Und  was  ist  das,  eine  Transformation?  Es  ist 
eine  eindeutige  und  gegenseitige  Verwandtschaft  zwischen  einer 
Mannigfaltigkeit  (beispielsweise  dem  Raum)  und  derselben  Mannig- 
faltigkeit; mit  anderen  Worten  eine  eineindeutige  Beziehung,  für 
die  Gebiet  und  Mitgebiet  zusammenfallen.  So  bringt  die  eben 
von  uns  zitierte  Formel  nichts  anderes  zum  Ausdruck  als  in 
mathematischer  Form  die  gleiche  Auffassung,  welche  die  Defi- 
nition H.  Ru  SS  eil  s in  logischer  Terminologie  ausdrückt.  Übrigens 
ist  die  Gruppentheorie,  welche  in  der  modernen  Mathematik  eine 
so  große  Bedeutung  erlangt  hat,  ein  Zweig  der  Wissenschaft 
von  der  Ordnung  und  demzufolge  der  Logik  der  Relationen. 
Und  wenn  es  jemand  gibt,  der  sie  nidit  als  eine  mathematische 
Theorie  betrachten  könnte,  so  sind  es  gerade  die  Philosophen, 
welche  darauf  bestehen,  die  Mathematik,  der  hergebrachten  und 
veralteten  Auffassung  zufolge,  als  die  Wissenschaften  von  der 
Zahl  und  Größe  zu  definieren. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  daß  wir  nur  von  der  reinen 
Geometrie  sprechen,  von  der  „Wissenschaft  aller  möglichen 
Raumesarten“  (Kant)  und  nicht  von  der  reellen  oder  ange- 
wandten Geometrie,  welche  den  wirklichen  Raum  zum  Objekt 
hat  und  eine  Experimentalwissenschaft  ist. 

Eine  reine  Geometrie  besteht  aus  Abhängigkeiten  von  der 
Form:  „Wenn  A gilt,  so  gilt  i5“;  die  angewandte  Geometrie 
sagt:  „A  gilt  und  somit  gilt  ß“;  sie  behauptet  zu  gleicher  Zeit 


^)  Für  eine  exaktere  und  mehr  logische  Definition  der  Gruppe  ist 
auf  Anmerkung  II  zu  verweisen. 
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A und  ß von  dem  wirklidien  objektiven  Raume,  während  die 
reine  Geometrie  nur  die  logische,  ideale  Verknüpfung  von  A 
und  B behauptet.  Äber  zwischen  allen  logisch  m*öglichen 
Geometrien,  die  man  theoretisch  begründen  kann,  kann  die  Er- 
fahrung allein  uns  die  zu  wählen  gestatten,  welche  wir  auf  die 
„reale“  Welt,  d.  h.  auf  die  Welt  unserer  Erfahrung  anwenden 
werden.  Dies  will  nicht  sagen,  daß  es,  wie  der  Empirismus  und 
der  naive  Realismus  glauben,  außerhalb  von  uns  einen  ganz 
fertigen  und  verwirklichten  Raum  gebe,  den  wir  nur  wahrzu- 
nehmen brauchten,  sondern  daß  die  von  uns  wahrgenommene 
Welt  sich  eher  dieser  räumlichen  Form  wie  jener  anderen  an- 
schmiegte. Dies  will  auch  nicht  sagen,  daß  man  durch  ein  ex- 
perimentum  crucis  dieses  oder  jenes  Postulat  für  sich  (z.  B.  das 
Euklidische  Postulat)  verifizieren  könne;  denn,  wie  man  schon 
bemerken  ließ,  würde  eine  solche  Verifizierung  alle  anderen 
Postulate  als  erhärtet  voraussetzen,  was  eine  Ärt  von  Zirkel 
bilden  würde.  Aber  man  darf  auch  nicht  behaupten,  wie  es  die 
Agnostiker  der  Gegenwart  tun,  daß  alle  Erhärtung  der  Geometrie 
durch  Erfahrung  einen  Zirkelschluß  begründe:  denn  wenn  man 
auch  nicht  jedes  Postulat  für  sich  getrennt  zu  verifizieren  ver- 
mag, so  kann  man  doch  die  ganze  Gesamtheit  von  Postulaten 
bewahrheiten.  Nur  kann  eine  solche  Erhärtung  nicht  mehr  un- 
mittelbar und  ohne  weiteres  entscheidend  sein:  sie  wird  von 
der  Art  derjenigen  sein,  die  eine  Hypothese  durch  ihre  Kon- 
sequenzen verifiziert,  und  infolgedessen  wird  sie  stets  nur  als 
wahrscheinlich  gelten  können.  Doch  ist  dies  der  Fall  der  Mehr- 
zahl aller  physischen  Hypothesen,  und  dies  läßt  die  Geometrie 
nur  näher  an  die  Experimentalwissenschaften  heranrücken.  Auf 
diesem  Standpunkt  sind  die  Postulate  nicht  mehr  einfache  „Vor- 
aussetzungen“ in  einer  Abhängigkeitsbeziehung,  vielmehr  werden 
sie  assertorische  Sätze,  Erfahrungswahrheiten.  Wie  man  sieht, 
liegt  hierin  keinerlei  Inkonsequenz,  die  reine  Geometrie  als  eine 
apriorische,  die  angewandte  als  eine  empirische  Wissenschaft 
zu  betrachten:  denn  es  handelt  sich  nicht  um  dieselbe  Geometrie, 
oder  vielmehr,  wenn  es  dieselbe  Geometrie  ist,  so  ist  die  Form 
der  Lehrsätze  eine  vollständig  verschiedene. 

Eine  Sache  zeigt  sehr  gut  den  Unterschied  zwischen  diesen 
beiden  Geometrien  oder  diesen  zv/ei  Weisen,  die  Geometrie  zu 
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betrachten:  die  reine  Geometrie  ignoriert,  wie  wir  gesagt  haben, 
die  Punkte  und  braucht  sie  nicht  zu  kennen;  es  sind  diese  einfach 
die  unbestimmten  Glieder  jener  Beziehungen,  die  sie  studiert. 
Im  Gegensätze  dazu  hat  die  angewandte  Geometrie  es  not- 
wendig, in  dem  „realen“  oder  objektiven  Raum  die  Elemente 
zu  bestimmen,  welche  man  Punkte  wird  nennen  können,  und 
weiterhin  diejenigen,  welche  man  als  Gerade,  als  Ebenen  usw. 
wird  betrachten  können.  Denn  nur  unter  dieser  Bedingung 
nehmen  die  geometrischen  Lehrsätze  einen  „realen“  Sinn  an  und 
werden  der  Verifikation  fähig.  Es  ist  notwendig,  den  leeren 
Formen  der  reinen  Geometrie  einen  objektiven  Inhalt  zu  geben, 
und  eben  deshalb  muß  man  auf  die  Änsdiauung  sich  berufen. 
Die  Änsdiauung  wird  von  der  reinen  Geometrie  vollkommen 
ausgeschlossen,  da  sie  nur  ein  logisches  System  ist;  allein  sie 
herrscht  in  der  angewandten  Geometrie,  da  sie  unentbehrlich  ist, 
um  Sinn  und  Unterlage  den  Grundbegriffen  zu  geben  und 
die  Grundsätze  (Postulate)  zu  erhärten,  von  welchen  alle  an- 
deren sich  ableiten  lassen.  Man  kann,  wenn  man  will,  den 
Namen  Geometrie  der  reinen  Geometrie  verweigern  und 
sagen,  daß  sie  einfach  ein  Zweig  der  Änalysis  ist;  man  würde 
damit  nichts  anderes  tun  als  unsere  Behauptung  bekräftigen,  die 
aus  der  reinen  Geometrie  eine  Anwendung  der  Logik  macht; 
und  man  könnte  dann  die  (angewandte)  Geometrie  auf  der  An- 
schauung beruhen  lassen.  Allein  man  eliminiert  dadurch  nicht 
die  reine  Geometrie  und  vermindert  nicht  die  Nützlichkeit  der 
angewandten:  die  reine  Geometrie  wird  immer  (um  den  Ideen 
von  Mach  zu  folgen)  eine  „Ökonomie“  der  Erfahrung  zu  ver- 
wirklichen gestatten,  indem  sie  zeigt,  was  die  kleinste  Zahl  von 
Postulaten  ist,  die  man  erhärten  muß,  um  der  Wahrheit  aller 
anderen  Sätze  sicher  zu  sein;  ohne  die  reine  Geometrie  wäre 
die  angewandte  nur  eine  absolut  empirische  Disziplin,  von  der 
jeder  Satz  experimentell  bewiesen  werden  müßte:  Ja  sie  wäre 
nidit  einmal  mehr  eine  Wissenschaft,  denn  auch  in  den 
Wissenschaften  mit  rein  experimentellem  Charakter  spielt  die  De- 
duktion eine  Rolle,  um  die  gefundenen  Gesetze  untereinander  zu 
verbinden  und  aus  ihnen  die  notwendigen  Folgerungen  zu 
ziehen.  Eine  Wissenschaft  ist  nicht  eine  Anhäufung  von  Ge- 
setzen oder  von  „Vorschriften“,  sie  ist  vielmehr  ein  System  von 
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Wahrheiten,  deren  Spitze  die  Logik  bildet.  Die  reine  Geo- 
metrie ist  der  logische  Teil  der  angewandten  Geometrie,  d.  h. 
das,  was  man  seit  Euklid  (theoretische)  Geometrie  zu  nennen 
pflegt.  Nur  ist  sie  in  der  herkömmlichen  Form  stets  mit  An- 
schauungselementen versetzt  worden,  von  welchen  sie  sich  fort- 
schreitend zu  reinigen  strebte;  heute  ist  die  Scheidung  reinlich 
und  vollständig  durchgeführt  zwischen  dem  Anteil  der  Logik 
und  dem  der  Anschauung. 

Es  erübrigt  uns,  die  Beziehungen  der  reinen  Geometrie  zur 
Arithmetik  festzustellen.  Wir  haben  soeben  die  Anschauung 
in  Erinnerung  gebracht,  die  heute  sehr  verbreitet  ist,  derzufolge 
die  Geometrie  ein  Zweig  der  Analysis  wäre,  und  anderseits 
weiß  man,  daß  die  ganze  Analysis  mittels  des  Begriffs  der 
ganzen  Zahl  rekonstruiert  worden  ist  und  nichts  anderes  als 
eine  Fortsetzung  der  Arithmetik  darstellt.  Folgt  daraus,  daß  die 
Geometrie  ebenfalls  nur  eine  Ausdehnung  der  Arithmetik  sei, 
daß  sie  keinen  anderen  Inhalt  als  den  Begriff  der  Zahl  habe, 
und  daß  man  den  Raum  mittels  Zahlen  konstruieren  könne,  wie 
viele  Mathematiker  glauben,  indem  sie  im  Gefolge  von  Riemann 
z.  B.  vom  arithmetischen  Raume  sprechen?  Es  liegt  hierin 
ein  Irrtum:  Die  Räume,  welche  die  verschiedenen  Geometrien  be- 
handeln, sind  Mannigfaltigkeiten,  deren  Elemente,  Punkte  genannt, 
in  Wirklichkeit  unbestimmt  und  indifferent  sind;  es  sind  diese  nicht 
notwendigerweise  Mannigfaltigkeiten  von  Zahlen.  Und  der  An- 
spruch, die  ganze  Mathematik  mit  Einschluß  der  Geometrie  auf 
dieses  einzige  Objekt  der  Zahl  zurückzuführen,  ist  vergeblich 
und  selbst  unlogisch;  denn  der  Begriff  der  Mannigfaltigkeit  geht 
dem  der  Zahl  voraus,  wie  man  gesehen  hat,  da  jener  ja  zur  De- 
finition von  diesem  dient.  Wenn  es  einen  ersten  und  funda- 
mentalen Begriff  in  der  Mathematik  gibt,  so  ist  es  nicht  der 
Begriff  der  Zahl,  sondern  vielmehr  der  der  Mannigfaltigkeit. 

Nichtsdestoweniger  gibt  es  für  den  vorstehend  berührten 
Irrtum,  wie  für  allen  Irrtum,  eine  Erklärung,  die  allerdings  nicht 
eine  Berechtigung  involviert,  die  aber  bloßzulegen  interessant  ist. 
Dieser  Irrtum  kommt  ohne  Zweifel  daher,  daß  man  allemal,  wenn 
man  die  logische  Existenz  eines  durch  ein  bestimmtes  System 
von  Postulaten  definierten  Raumes  beweisen  will,  kein  anderes 
Mittel  besitzt,  als  eine  Mannigfaltigkeit  von  Zahlen  zu  konstruieren, 
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die  alle  diese  Postulate  befriedigt  (wobei  solche  Zahlen  aus 
der  Reihe  der  reellen  oder  komplexen  Zahlen  genommen  sind, 
deren  logische  Existenz  man  als  zuvor  dargelegt  annimmt).  Des- 
gleichen macht  man,  wenn  man  die  Irreduzibilität  eines  Systems 
von  Postulaten  darlegen  will,  Gebrauch  von  passend  hergestellten 
Mannigfaltigkeiten  von  Zahlen,  indem  man  zeigt,  daß  diese  alle 
jene  Postulate  mit  Ausnahme  eines  derselben  befriedigen.  Diese 
Methode  ist  ganz  geläufig  in  der  Anwendung,  nicht  allein  bei 
den  Logistikern,  deren  Abhandlungen  wir  in  diesem  Kapitel  er- 
wähnt haben,  sondern  auch  bei  solchen  Mathematikern,  welche 
der  Logistik  am  fremdesten  gegenüberstehen,  wie  H.  Hilbert.^) 
Dadurch  werden  nicht  nur  die  Leser,  sondern  manchmal  auch 
die  Autoren  zum  Glauben  verführt,  daß  man  den  Raum  mit 
Zahlen  selbst  konstruiert,  kraft  der  allgemeinen  Tendenz  der  Mathe- 
matiker (wie  es  H.  Russell  bemerkt  hat)  die  Mannigfaltigkeiten 
vollständig  und  ohne  weiteres  zu  identifizieren,  welche  dieselben 
formalen  Eigenschaften  besitzen.  Allein  diese  Illusion  ist  seitens 
eines  Autors  (der  ebenfalls  der  Logistik  fremd  gegenübersteht) 
in  der  folgenden  Bemerkung  vollkommen  aufgedeckt  worden: 
„Nur  daher,  daß  man  die  Vereinbarkeit  der  in  den  Definitionen 
ausgesprochenen  Bedingungen  . . . der  Grundbegriffe  der  Geo- 
metrie mit  Hilfe  des  Systems  der  ganzen  Zahlen  darlegen  kann, 
schreibt  sich  die  Berechtigung  her  zu  sagen,  daß  die  Geometrie, 
ausgehend  von  dem  Begriff  der  Zahl,  vollständig  konstruiert 
werden  könne. ^)  Diese  Bemerkung,  wenngleich  sie  eine  weit- 
gehende „Berechtigung“  dem  zubilligt,  was  nur  eine  Ausdrucks- 
weise ist,  zeigt  sehr  gut,  was  man  unter  „Arithmetisierung  der 
Mathematik“  zu  verstehen  hat,  und  begrenzt  in  eigenartiger 
Weise  die  Tragweite.  Es  handelt  sich,  um  es  klar  auszusprechen, 
nicht  darum,  den  Raum  mit  Zahlen  zu  konstruieren  (ex  pumice 
aquam!),  sondern  nur  mittels  der  Zahlen  eine  Mannigfaltigkeit 
herzustellen,  welche  alle  die  Grundeigenschaften  des  betrachteten 
Raumes  besitzt,  behufs  Beweises  der  „Existenz“  dieses  Raumes 
ohne  Berufung  auf  die  Anschauung.  Zwischen  den  verschiedenen 


y Grundlagen  der  Geometrie  (1899). 

*)  Lebesgue,  Le^onssurl’Integration,  Kap.  VII,  §l,Änm.  (Gauthier- 
Villars,  1904). 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik. 


15 


226 


Kapitel  VI. 


Räumen,  welche  die  Geometrie  betrachtet,  und  den  Zahlen- 
mengen, die  man  an  ihre  Stelle  setzt,  besteht  eine  formale 
Analogie,  aber  keine  Identität;  doch  genügt  diese,  um  die  logische 
Existenz  dieser  Räume  erweisen  zu  können,  ohne  irgend  ein 
Postulat  aus  der  Anschauung  oder  Erfahrung  heranzuziehen  und 
demzufolge  die  verschiedenen  Geometrien  in  die  Mathematik 
eingehen  zu  lassen  als  einzig  und  allein  abhängig  von  der 
Logik. 

Schluß. 

Jetzt  versteht  man  auch  besser  die  Definition,  in  der  H.  Russell 
den  modernen  Begriff  der  reinen  Mathematik  zusammengefaßt 
hat.  Um  die  Erklärung  und  Erhärtung  derselben  zu  vollenden, 
empfiehlt  es  sich,  sie  mit  einigen  anderen  Definitionen  zu  ver- 
gleichen, die  man  vorgeschlagen  hat.^)  Es  handelt  sich,  wohl- 
gemerkt, nicht  mehr  um  die  herkömmliche  Definition  der 
Mathematik  als  Wissenschaft  von  der  Größe,  eine  Definition, 
die  einmütig  verlassen  und  endgiltig  verurteilt  ist.  Aber  in  An- 
betracht der  weitgehenden  Allgemeinheit  der  modernen  Mathe- 
matik und  ihres  Charakters  als  einer  logischen  und  reinen 
Wissenschaft,  den  sie  mehr  und  mehr  annimmt,  kann  man  sich 
fragen,  ob  man  sie  durch  ihren  Inhalt  oder  durch  ihre  Form 
definieren  soll.  Mit  anderen  Worten,  ob  sie  überhaupt  noch 
einen  speziellen,  bestimmten  Gegenstand  hat,  oder  ob  sie  weniger 
eine  Wissenschaft  als  vielmehr  eine  Methode  ist,  und  zwar  eine 
Methode,  die  auf  alle  Arten  von  Gegenständen  anwendbar  ist. 

Diese  letztere  Anschauung  ist  in  kühner  Weise  von  einem 
der  Gelehrten  aufgestellt  worden,  die  am  meisten  dazu  beige- 
tragen haben,  den  Horizont  der  Mathematik  zu  erweitern,  von 
Benjamin  Peirce,  welcher  bereits  1870  schrieb:  „Die  Mathematik 
ist  die  Wissenschaft,  welche  notwendige  Folgerungen  zieht.“ 

0 Wir  bedienen  uns  hier  des  Vortrags  von  H.  Maxime  Bö  eher  auf 
dem  Kongreß  von  Saint-Louis  (September  1904):  The  fundamental  con- 
ceptions  and  methods  of  mathematics,  Bulletin  of  the  American  Mathe- 
matical  Society,  Bd.  XI,  S.  115— 135  (Dez.  1904). 

2)  „Mathematics  is  the  Science  whidi  draws  necessary  conclu- 
sions“;  erster  Satz  der  Linear  associative  Algebra,  Abhandlung  gelesen 
in  der  nationalen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Washington,  im 
Jahre  1870;  veröffentlicht  im  American  Journal  of  Mathematics,  Bd.  IV, 
S.  97-229  (1881). 
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Nadi  diesem  Autor  wäre  die  Mathematik  im  wesentlichen  die 
deduktive  und  demonstrative  Methode  und  würde  alle  „dogma- 
tischen“, d.  h.  vernunftmäßigen  Erkenntnisse  umfassen.  Sie  ent- 
hält nicht  alle  Wissenschaften  in  sich,  aber  sie  beherrscht  und 
regiert  alle:  nicht  sie  ist  es  zwar,  welche  die  Gesetze  der  Natur 
aufdeckt,  aber  sie  zieht  aus  diesen  alle  logischen  Folgerungen. 
Mit  Unrecht  vereinigt  man  unter  Mathematik  bestimmte  deduktive 
Wissenszweige,  wie  die  Geometrie  und  Mechanik,  die  (ihren 
Grundsätzen  zufolge)  Naturwissenschaften  sind;  denn  alsdann 
müßte  man  alle  Wissenschaften  in  sie  eingehen  lassen,  welche 
mehr  oder  weniger  die  Deduktion  jverwenden.  Allein  jede  der 
Naturwissenschaften  hat  ihre  eigene  deduktive  Methode  und  dem- 
zufolge ihre  eigene  Mathematik;  und  da  jedes  mathematische 
Lehrgebäude  natürlicherweise  die  Form  einer  Algebra  annimmt, 
so  hat  jeder  Wissenszweig  seine  eigene  Algebra,  seinen  for- 
malen Algorithmus.  Auf  diese  Art  läßt  B.  Peirce  in  die  Mathe 
matik  selbst  die  Logik  eingehen:  unter  dieser  versteht  er  die 
Algebra  der  Logik  (von  Boole),  die  „qualitative“  Algebra,  die  er 
der  „quantitativen“  Algebra  der  Arithmetik  gegenüberstellt.  Allein 
dies  kommt  daher,  daß  Boole  noch  die  Logik  nach  Aristotelischer 
Art  als  Logik  der  Begriffe  auffaßte.  Für  uns,  die  wir  die  Logik 
als  Wissenschaft  von  den  formal  notwendigen  Schlüssen  auf- 
fassen, hat  sie  denselben  Bereich  und  ist  sie  im  Grunde  identisch 
mit  der  Mathematik,  sowie  sie  B.  Peirce  definiert  hat.  Und  dies 
ist  der  Grund,  warum  wir  seine  Definition  nicht  annehmen.  Sie 
ist  ganz  offenbarerweise  zu  allgemein,  da  sie  in  die  Mathematik 
jede  Art  von  Schlüssen  eingehen  läßt,  selbst  diejenigen,  welche 
sich  auf  rein  empirische  Inhalte  beziehen,  wie*  die  Beweisgründe 
der  Advokaten.  Soweit  auch  der  moderne  Begriff  der  Mathe- 
matik reichen  möge,  so  gestattet  er  doch  nicht  zu  sagen,  daß  ein 
Advokat  „Mathematik  treibt“,  wenn  er  ein  Alibi  nachweist  oder 
die  Anwendung  eines  Gesetzes  auf  einen  bestimmten  Fall  er- 
örtert; im  Gegenteil  wird  alle  Welt  darin  übereinstimmen,  daß 
er  „Logik  treibt“.  Die  Logik  ist  sonach  allgemeiner  als  die 
Mathematik;  sie  allein  ist  rein  formal  und  infolgedessen  allgemein. 
Es  hat  sonach  den  Anschein,  daß  die  Mathematik  nicht  durch  die 
Form  allein  definiert  werden  könne  und  daß  sie,  wenn  ihre 
Methode  übereinstimmt  mit  der  Logik  selbst,  auf  eine  bestimmte 

15* 


228 


Kapitel  VI. 


Klasse  von  Objekten  Anwendung  findet,  welche  die  Mathematik 
spezialisiert  und  sie  von  allen  anderen  deduktiven  Wissenszweigen 
unterscheidet. 

Allein  was  kann  das  Objekt  der  Mathematik  sein?  Es  ist 
heute  anerkannt,  daß  die  mathematischen  Theorien  von  ihrem 
objektiven  Inhalt  unabhängig  und  ohne  Unterschied  auf  jede  Art 
von  Gegenständen  anwendbar  sind,  wenn  diese  nur  die  formalen, 
in  den  Postulaten  ausgedrückten  Beziehungen  befriedigen.^)  Das 
ist  es,  was  die  abstrakte  und  formale  Bedeutung  der  Mathe- 
matik ausmacht  und  ihr  einen  der  Logik  so  analogen  Charakter 
verleiht.  Allein  wie  soll  man  die  Mathematik  durch  ihren  Gegen- 
stand definieren,  wenn  sie  gerade  von  der  Natur  ihrer  Gegen- 
stände abstrahiert?  Nichtsdestoweniger  hat  Kempe^)  geglaubt, 
(formale)  Charaktere  aufzufinden,  welche  allen  Objekten  der  mathe- 
matischen Wissenszweige  gemeinsam  sind:  diese  sind  immer 
Klassen  von  Individuen,  die  gewissen  Beziehungen  und  ge- 
wissen Operationen  (oder  Verbindungen)  unterworfen  sind. 
Und  da  die  Operationen  sich  auf  Beziehungen  zurückführen  lassen, 
so  reduziert  sich  der  Gegenstand  eines  mathematischen  Wissens- 
zweiges endgiltig  auf  eine  mit  einer  Klasse  von  Beziehungen 
verknüpfte  Klasse  von  Individuen.  Eine  Wissenschaft  oder  Theorie 
ist  mathematisch,  wenn  das  ganze  Problem  darin  besteht,  ob  die 
und  die  Mannigfaltigkeit  von  Objekten  gewisse  Beziehungen  be- 
friedigt. Man  bemerkt,  daß  dieser  Begriff  sich  in  gewisser  Be- 
ziehung stark  dem  des  H.  Russell  nähert,  welcher  die  Mathematik 
auf  der  Logik  der  Beziehungen  begründet  sein  läßt.  Und  anderer- 
seits wird  er  gerechtfertigt  durch  die  Bedeutung,  welche  die 
Mengenlehre  und  die  Gruppentheorie  für  die  Grundlagen  der 
Mathematik  gewonnen  haben.  Dennoch  ist  er  offenbar  unvoll- 
ständig, denn  er  sagt  nichts  über  die  Methoden  aus,  mittels  der 
man  die  in  Frage  stehenden  Objekte  und  Beziehungen  studieren 


1)  Man  muß  nodi  vom  Standpunkt  der  reinen  Logik  aus  bemerken, 
daß  eine  deduktive  Theorie  sich  insoweit  auf  jede  Art  von  Gegenständen 
anwenden  läßt,  als  sie  eine  Äbhängigkeitsbeziehung  darstellt,  denn  diese 
ist  auch  dann  befriedigt,  wenn  das  Objekt  nicht  allen  Postulaten  genügt, 
die  den  Vordersatz  der  Äbhängigkeitsbeziehung  bilden. 

2)  Nature,  Bd.  ^3,  S.  156  (1890);  Proceedings  of  the  London  Mathe- 
matical  Society,  Bd.26,  S.  5 (1894). 
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soll.  Äber  diese  Methode  kann  ebensogut  empirisch  als  deduktiv 
sein:  jede  soziale  Wissenschaft,  jede  politische,  richterliche  Ver- 
waltung usw.  besteht  darin,  gewisse  Beziehungen  zwisdien  Indi- 
viduen einer  bestimmten  Klasse  zu  erkennen  (oder  herzustellen); 
und  das  sind  doch  keine  mathematischen  Wissenszweige.  Damit 
man  mathematisdie  Wissenschaft  habe,  ist  es  notwendig,  daß 
man,  wenn  gewisse  Beziehungen  gegeben  sind,  aus  ihnen  andere 
ableiten  kann;  man  muß  also  die  Betrachtung  der  deduktiven 
Methode  mithereinziehen.  Man  kann  in  Konsequenz  davon  die 
Mathematik  nicht  einzig  und  allein  durch  ihren  Gegenstand  defi- 
nieren, so  allgemein  und  formal  die  Definition  dieses  Gegen- 
standes selbst  auch  sein  möge. 

Es  bleibt  sonach  nur  mehr  ein  Mittel  übrig:  das  ist  die 
Mathematik  zugleich  durch  ihre  Methode  und  durch  ihren  Gegen- 
stand zu  definieren;  und  das  ist  gerade  das,  was  H.  Russell 
gemacht  hat.  Die  mathematisdie  Methode  ist  die  Deduktion, 
alle  Welt  ist  darüber  einig;  allein  man  muß  darunter  die  rein 
logische  Deduktion  verstehen,  die  auf  den  von  der  Logistik  auf- 
gezählten und  formulierten  Prinzipien  ruht.  Ohne  Zweifel  setzt 
jede  Deduktion  schon  Grundsätze  voraus,  welche  man  fordern 
muß,  und  nicht  ableiten  kann;  und  diese  Forderungen  können 
irgend  welcher  empirischen  oder  apriorischen  Erkenntnisquelle 
entnommen  sein.  Allein  was  die  reine  Mathematik  von  allen 
anderen  deduktiven  Theorien  unterscheidet,  ist,  daß  sie  eigentlich 
keiner  Postulate  bedarf:  wir  haben  nach  H.  Russell  gezeigt, 
daß  die  verschiedenen  mathematischen  Theorien  nicht  auf  Prin- 
zipien oder  eigenen  „Axiomen“  ruhen,  sondern  einzig  und  allein 
auf  Definitionen.^)  Was  die  Definitionen  betrifft,  welche  den 
Gegenstand  jeder  Theorie  bestimmen,  so  sind  sie  rein  logisch, 
d.  h.  sie  enthalten  keine  anderen  Konstanten  als  die  logischen 
Konstanten.  V/as  die  Objekte  der  Mathematik  von  den  mehr 
oder  weniger  empirischen  Objekten  der  anderen  deduktiven 
Wissenschaften  unterscheidet,  ist,  daß  sie  als  Funktionen  bloß  der 


^)  H.  Bö  dl  er  (a.  a.  0.)  faßt  die  Theorie  des  H.  Russell  zu- 
sammen, indem  er  sagt,  daß  die  reine  Mathematik  in  Deduktionen  be- 
steht „bg  logical  principles  from  logical  principles“.  Diese  Formel  ist 
geistreidi  und  überraschend,  doch  wäre  sie  vielleidit  richtiger,  wenn  man 
sagte:  „bg  logical  principles  from  logical  definitions.“ 
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logisdiGii  Konstanten  definiert  werden.  Äuf  diese  Ärt  findet  man, 
daß  die  reine  Mathematik  zugleich  durch  ihre  Form  und  durch 
ihren  Inhalt  definiert  wird:  durch  ihre  Form,  die  eine  Gesamtheit 
von  Abhängigkeitsbeziehungen  darstellt,  konform  den  logischen 
Prinzipien:  durch  ihren  Inhalt,  der  eine  Gesamtheit  von  Defini- 
tionen darstellt,  die  nur  logische  Termen' enthalten.  Man  versteht 
somit,  daß  sie  im  Hinblick  auf  die  Form  identisch  mit  der  Logik 
ist,  im  Hinblick  auf  den  Inhalt  dagegen  nur  ein  besonderes  Gebiet 
in  dem  Anwendungsbereich  der  Logik  darstellt.  Dadurch  erklärt 
es  sich  auch,  daß  sie  den  abstrakten  und  formalen  Charakter  der 
Logik  besitzt,  obwohl  sie  von  dieser  unterschieden  und  ihr  unter- 
geordnet bleibt.  Von  hier  aus  endlich  findet  man  auch  die 
philosophische  Theorie  gerechtfertigt,  die  den  mathematischen 
Begriffen  und  Wahrheiten  notwendigen  und  allgemeingiltigen, 
somit  apriorischen  Wert  zuschreibt,  denn,  wenn  unsere  Be- 
hauptung richtig  ist,  ist  dieser  Wert  gleich  dem  der  Gesetze  der 
Logik  selbst. 


Änmerkung  I. 

Über  die  Mengenlehre. 

Bekannt  ist,  daß  seit  etwa  20  Jahren  die  Mengenlehre  eine 
beachtenswerte  Stelle  in  der  mathematischen  Wissenschaft  ein- 
nimmt  und  mehr  und  mehr  als  eine  unentbehrliche  Grundlage 
der  Änalgse  erscheint:  sie  ist  übrigens  ganz  eigens  dazu  erfunden 
worden,  um  die  fundamentalen  Begriffe  der  Integralrechnung 
und  der  Funktionentheorie  scharf  herauszustellen,  zu  beleuchten 
und  zu  verallgemeinern,  Begriffe,  die  (wie  der  des  Kontinuums  z.  B.) 
noch  nicht  logisch  analysiert  waren  und  die  man  daher  noch  in 
dem  geläufigen  und  naiven  Sinne  übernahm,  welche  ihnen  Ge- 
brauch und  Herkommen  gaben,  und  welche  man  aus  diesem 
Grunde  der  Anschauung  zuschrieb.  Wenn  wir  also  zeigen,  daß 
die  Mengenlehre  infolge  ihrer  Grundbegriffe  und  ihrer  Prinzipien 
ein  Zweig  oder  ein  Anwendungsgebiet  der  Logik  ist,  so  werden 
wir  viel  dazu  beigetragen  haben,  um  die  in  dieser  Arbeit  ver- 
tretene Behauptung  zu  befestigen. 

Man  muß  in  der  Mengenlehre  mehrere  Teile  oder  mehrere 
Stufen  unterscheiden.^)  Es  gibt  da  zunächst  das,  was  man  die 
Theorie  der  „abstrakten“  Mengen  nennen  kann,  welche  die  Mengen 
beliebiger  Objekte  von  unbestimmter  Natur  betrachtet  unter  der 
Bedingung  allein,  daß  jedes  dieser  Objekte  ein  erkennbares  In- 
dividuum darstellt;  eine  Menge,  sagt  man,  ist  bestimmt,  wenn 

1)  Eine  sehr  elementare  Darstellung  der  Mengenlehre  findet  sich 
in  unserer  Arbeit  De  l’Infini  mathematique,  Anm.  IV  (1896).  Diejenigen, 
welche  sich  gründlicher  in  diese  Theorie  und  ihre  mathematischen  An- 
wendungen wollen  einführen  lassen,  brauchen  nur  den  sehr  inhaltsreichen 
Bericht  über  die  Mengenlehre  von  H.  A.  Schönflies  im  Jahresbericht 
der  deutschen  Mathematikervereinigung  (Bd.VIII,  2,  Leipzig,  Teubner,  1900) 
zu  lesen. 
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man  das  Mittel  hat,  bezüglich  eines  beliebigen  (individuellen) 
Objekts  zu  entscheiden,  ob  es  der  betrachteten  Menge  angehört 
oder  nicht.  Man  erkennt  da  bereits  die  logischen  Begriffe  von 
Individuum  und  Klasse  wieder  und  die  Beziehung  der  Zu- 
gehörigkeit eines  Individuums  zu  einer  Klasse  (f). 

Man  wird  dazu  geführt,  zwischen  den  so  begrifflich  ge- 
faßten Mengen  eine  fundamentale  Beziehung  zu  betrachten:  eine 
Menge  kann  in  einer  anderen  enthalten  sein,  ein  Teil  von  ihr 
sein;  es  ist  das  die  Beziehung,  die  wir  durch  o bezeidinen,  es 
kann  sich  sogar  ereignen,  daß  die  beiden  Mengen  wechselseitig 
eine  in  der  anderen  enthalten  sind,  und  dann  sind  sie  identisdi; 
es  ist  dies  das,  was  wir  logische  Gleichheit  nennen  (=).  Man 
sagt,  daß  eine  Menge  A ein  echter  Teil  (partie  integrante)  einer 
anderen  Menge  B ist^),  wenn  sie  in  ihr  enthalten  ist,  ohne  mit  ihr 
identisch  zu  sein:  d.  h.  wenn  alle  AB  sind,  aber  nicht  alle  B A. 
Wir  drücken  dies  durch  die  zwei  Formeln  aus: 


oder: 


Ao  B-A-  = B 
Ad  B*B~dA. 


Endlich  betrachtet  man  zwei  Verbindungsarten  zwischen  zwei 
Mengen  A,  B:  die  eine  besteht  in  ihrem  gemeinsamen  Teil 
oder  in  der  Menge  von  Elementen,  die  ihnen  gemein  sind;  man 
nennt  sie  gemeinsamen  Teiler  und  stellt  sie  dar  durch  T(A,B}, 
Es  ist  dies  das  von  uns  logisches  Produkt  genannte  Ar\B. 
Die  andere  Verbindungsart  besteht  in  der  Vereinigungsmenge ^) 
(reunion),  d.  h.  in  der  Menge  aller  Elemente,  welche  der  einen 
oder  der  anderen  Menge  angehören:  man  nennt  sie  das  kleinste 
gemeinschaftliche  Vielfache  und  stellt  sie  dar  durch  V(A,B). 
Es  deckt  sich  das  mit  dem  von  uns  logische  Summe  ge- 
nannten A\^B.  In  dem  Falle,  wo  die  beiden  Mengen  kein 
Element  gemeinsam  haben,  nennt  man  sie  ihre  Summe  und 
stellt  sie  durch  A-\-B  dar.  Es  heißt  dies  auf  die  disjunktive 
Addition  von  Boole  zurückkommen,  welche  gegenüber  der  kon- 
junktiven Addition  fallen  zu  lassen  die  Fortschritte  der  Logistik 


^)  Dedekind,  Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen,  S.  2 und  3. 
®)  Schönfl’ies,  a.  a.  O. 
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geboten.  Wenn  man  den  Fall  der  disjunktiven  Addition  spe- 
zialisieren will,  so  schreibt  man  einfach  die  Bedingung: 

Ar^B=  4. 

Man  sieht  sich  oft  dazu  geführt,  zwei  Mengen  als  komple- 
mentär, eine  zur  anderen,  auszuzeichnen,  d.  h.  als  solche,  die 
kein  Element  gemein  haben,  und  deren  Summe  eine  bestimmte 
Totalmenge  U ausmacht.  Wir  sehen,  daß  solche  Mengen  die 
Negation,  eine  von  der  anderen,  bilden,  wenn  die  Menge  U 
betrachtet  wird  als  die  Gesamtheit  der  Begriffe.  Im  entgegen- 
gesetzten Falle  hat  man: 

Ar\B=  A^B=U, 

Man  hätte  allgemein: 

U==AB^A-B^B-A 
allein,  weil  AB  = j[^  so  bleibt  bloß: 

U=A-BkuB-A. 

Man  hätte  ebenso: 

A = A-B=U-B 

B = B-A=U-A 

d.  h.  daß  A und  B sozusagen  die  Negation,  die  eine  von  der 
anderen,  sind  in  bezug  auf  (innerhalb  der)  Menge  U. 

Endlich  trifft  es  sich  vielfach,  daß  man  auszudrücken  hat, 
daß  eine  Menge  A Null  ist,  d.  h.  kein  einziges  Element  enthält; 
und  man  sieht  dann  strenge  Mathematiker  ganz  einfach  schreiben: 

was  um  so  unbequemer  ist,  als  sie  andere  Male  wieder  auszu- 
drücken haben,  daß  die  Menge  A (die  nicht  Null  ist)  sich  auf  den 
Punkt  (Zahl),  genannt  Null,  reduziert  und  sie  dann,  um  Zwei- 
deutigkeiten zu  vermeiden,  schreiben: 

A = (On 

Alles  zusammengefaßt,  fällt  dieser  erste  mehr  elementare 
Teil  der  Mengenlehre  genau  mit  der  Logik  der  Klassen  zu- 


^)  Schön  flies,  a.  a.  0.,  insbes.  S.  60;  S.  98  u.  Änm.  3. 
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sammen.  Niditsdcstoweniger  scheinen  die  Mathematiker,  die 
sie  seit  20  Jahren  behandelt  haben,  zu  übersehen,  daß  die  von 
ihnen  definierten  Begriffe,  für  welche  jeder  von  ihnen  mehr  oder 
weniger  glückliche  Schreibweisen  erfindet,  seit  50  Jahren  von 
den  Logistikern  entwickelt  worden  sind,  die  doch  auch  Mathe- 
matiker waren  (oder  sind)  (Boole,  Schröder,  Peano).  Unsere 
persönliche  Erfahrung  gestattet  uns  die  Behauptung,  daß  bei 
Einigen  und  nicht  den  Wenigsten  dieses  Übersehen  ein  tatsäch- 
liches und,  was  schlimmer  ist,  ein  gewolltes  ist.  Es  ist  immer 
bedauerlich',  wenn  zwei  Gruppen  von  Gelehrten  sich  gegenseitig 
und  planmäßig  ignorieren;  allein  dies  ist  noch  viel  bedauerlicher, 
wenn  die  Einen  und  die  Anderen  sich  nicht  nur  mit  benachbarten 
oder  in  Verbindung  stehenden  Gegenständen  beschäftigen,  sondern 
mit  Gegenständen,  die  im  Grunde  genommen  dieselben  sind. 

Ein  anderer  Teil  der  Mengenlehre  besteht  darin,  die  Menge 
in  Hinblick  auf  ihre  Mächtigkeit  und  Gleichwertigkeit  zu 
studieren.  Zwei  Mengen  haben  dieselbe  Mächtigkeit  nach 
Definition,  sobald  sie  gleichwertig  sind,  d.  h.  sobald  man  zwi- 
schen ihren  Elementen  eine  eindeutige  und  umkehrbare  Verwandt- 
sdiaft  herstellen  kann.  Dies  drücken  wir  aus,  indem  wir  sagen, 
daß  zwischen  ihnen  eine  eineindeutige  Beziehung  bestehe.  Was 
den  Begriff  der  Mächtigkeit  betrifft,  welcher  auf  diese  Art 
„durch  Abstraktion“  definiert  erscheint,  so  ist  dieser  nichts  an- 
deres als  der  allgemeine  Begriff  der  Kardinalzahl,  für 
welchen  wir  die  verschiedenen  Definitionen  erörtert  haben.  Wenn 
man  die  eine  annimmt,  bei  welcher  wir  stehen  geblieben  sind, 
so  wird  man  die  Mächtigkeit  oder  besser  die  Kardinalzahl  einer 
Menge  ausdrücklich  definieren,  indem  man  sagt,  daß  sie  die 
Klasse  der  Mengen  sei,  die  mit  ihr  gleichwertig  sind.  Und 
in  der  Tat  ist  es  ersichtlich,  daß  zwei  gleichwertige  Mengen 
dieselbe  Kardinalzahl  kraft  dieser  Definition  besitzen. 

Die  Gleichheit  der  Mächtigkeiten  wird  auf  diese  Art,  so  wie 
immer,  auf  die  Identität  zurückgeführt.  Was  ihre  Ungleichheit 
betrifft,  so  gibt  die  Definition  Veranlassung  zu  besonderen  Schwierig- 
keiten, die  wir  aber  hier  nicht  zu  prüfen  haben.  Beschränken 
wir  uns,  in  Erinnerung  zu  bringen,  daß  eine  Menge  A eine  ge- 
ringere Mächtigkeit  gegenüber  der  Menge  ß besitzt,  wenn  A 
gleichwertig  ist  mit  einem  echten  Teil  von  B,  und  ß nicht  gleich- 
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wertig  ist  mit  irgend  einem  echten  Teil  von  A.  Da  wir  in  lo- 
gischen Formeln  die  Gleichwertigkeit  auszudrücken  wissen 
und  audi  den  Begriff  des  echten  Teils,  so  können  wir  die  vor- 
stehende Definition  in  die  logische  Sprache  übersetzen  und  aus 
ihr  alle  logischen  Folgerungen  ziehen. 

Äuf  diese  Art  ist  die  Theorie  der  Mächtigkeiten  der  Menge 
nichts  anderes  als  die  Lehre  von  den  Kardinalzahlen  im  allge- 
meinen: es  stellt  diese  eine  allgemeine  Arithmetik  dar,  in  der 
man  die  Summe,  das  Produkt  und  die  Mächtigkeit  der 
endlichen  oder  unendlichen  Kardinalzahlen  ohne  Unterschied  de- 
finiert. Hier  folgen  diese  Definitionen. 

1.  Wenn  a und  ß die  Kardinalzahlen  von  zwei  Mengen  A 
und  B ohne  gemeinsame  Elemente  sind,  so  ist  ihre  Summe 
(a-j-/^)  die  Kardinalzahl  der  Mengensumme  von  A und  B.  Wir 
bestehen  nicht  auf  dieser  Definition:  es  ist  genau  diejenige,  welche 
wir  weiter  oben  H.  Russell  folgend  ausgesprochen  haben,  und 
von  der  wir  die  logistische  Formel  gegeben  haben. 

2.  Seien  zwei  Mengen  A und  B.  Wenn  man  jedes  der  Ele- 
mente a der  einen  mit  jedem  Elemente  b der  anderen  verbindet, 
so  bildet  man  eine  Menge  von  Paaren  (a,  ö).^)  Die  Kardinal- 
zahl dieser  Menge  ist  der  Definition  gemäß  das  Produkt  der 
Kardinalzahlen  a und  ß.  Diese  Definition  ist  in  gleicher  Weise 
der  logistischen  Schreibweise  fähig:  denn  ein  derartiges  Paar, 
wie  (a,  b)  ist  in  Wirklichkeit  eine  Einzelrelation,  deren  Vorder- 
glied ein  Element  von  A und  deren  Hinterglied  ein  Element  von 
B ist.  Diese  Beziehungen  bilden  eine  Menge,  und  infolgedessen 
bestimmen  sie  eine  Kardinalzahl.  Diese  Menge  ist  es,  die  H. 
Whitehead  multiplikative  Klasse  nennt,  in  der  Definition,^ 
die  wir  im  früheren  angegeben  haben.  (S.  56).  Folgendermaßen 
kann  man  übrigens  die  multiplikative  Klasse  nicht  allein  von 
zwei  Mengen,  sondern  von  einer  Klasse  k von  Mengen  (in  end- 
licher oder  unendlidier  Zahl)  definieren.  Sei  k eine  Klasse  von 
einander  ausschließenden  und  nicht  Null  seienden  Klassen;  be- 
trachten wir  die  Menge  der  eindeutigen  Beziehungen  /?,  deren 
Gebiet  k ist  und  die  von  der  Art  sind,  daß  uRx  (für  jede  Klasse 


^)  Eine  Menge,  welche  H.  Schönflies  Verbindungsmenge  der 
beiden  Mengen  A und  B nennt. 
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u und  für  jedes  Individuum  x)  nach  sich  zieht,  daß  dann 

ist  die  multiplikative  Klasse  der  k die  Menge  der  Mitgebiete 
dieser  Beziehungen  /?.^)  Man  sieht,  daß  diese  Definition  einzig 
und  allein  mit  Hilfe  der  Logik  der  Beziehungen  formuliert  wer- 
den kann. 

3.  Betrachten  wir  endlich  zwei  Mengen  A und  B (mit  den 
Kardinalzahlen  ce  und und  die  Gesamtheit  aller  Gesetze,  welchen 
zufolge  man  ein  A jedem  der  B entsprechen  lassen  kann.®)  Die 
Kardinalzahl  dieser  Menge  wird  dann  nach  der  Definition  die 
ßio.  Mächtigkeit  der  Zahl  a sein  oder  aK  Aber  was  ist  dies, 
ein  Gesetz,  kraft  dessen  jedem  B ein  A entspricht?  Es  ist  dies 
eine  eindeutige  Beziehung  zwischen  allen  B und  den  A (im 
allgemeinen  bloß  einigen  A).  Die  Zahl  aller  verschiedenen 
Beziehungen  dieser  Art  ist  die  definierte  Mächtigkeit  a^.  Hier 
begreift  man  auch  noch  leicht,  daß  diese  Definition  durch  die 
Logik  der  Relationen  ausgedrückt  werden  kann,  weil  in  sie  keine 
anderen  Eigenschaften  eingehen,  als  man  eben  in  der  Logistik 
formulieren  kann. 

Die  drei  vorstehenden  Definitionen  lassen  sich  ebensogut 
auf  endliche  wie  auf  unendliche  Zahlen  anwenden.  Die  ganze 
Arithmetik  ruht  infolgedessen  auf  der  Kombination,  d.  h.  letzten 
Endes  auf  der  Logik  der  Beziehungen.^) 

Weiter  gibt  es  einen  dritten  Teil  der  Mengenlehre,  in  welchen 
der  Begriff  der  Ordnung  hereinspielt:  es  ist  dies  die  Lehre  von 


^)  Mit  anderen  Worten,  R ist  eine  zwischen  jeder  Klasse  k und 
einem  Individuum  dieser  Klasse  hergestellte  eindeutige  Verwandtschaft: 
sie  besteht  darin,  aus  jeder  Klasse  k ein  Individuum  „herauszustellen“ 
(extraire). 

2)  D.  h.  die  Menge  der  durch  „Herausstellung“  eines  Individuums  aus 
jeder  Klasse  k gebildeten  Klassen;  oder  auch  die  Verbindungen,  die  man 
erhält,  indem  man  ein  Individuum  aus  jeder  Klasse  k nimmt. 

2)  Diese  Menge  ist  das,  was  H.  Schönflies  Zuordnungsmengc 
oder  Belegungsmenge  der  Mengen  A und  B nennt. 

^)  Diese  Definition  ruht  auf  dem  Postulate,  welches  durch  H.  Russell 
angegeben  worden  ist,  d.  h.:  Wenn  eine  Klasse  einander  ausschließender, 
nicht  Null  seiender  Klassen  gegeben  ist,  so  kann  man  ein  Element  aus 
jeder  von  ihnen  heraussteilen.  Dieses  Postulat  ist  unentbehrlich  zur  Be- 
gründung der  Arithmetik;  doch  kennt  man  noch  keinen  gültigen  Beweis 
für  dasselbe.  S.  S.  56,  Änm.  3. 
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den  gGordnetcn  Mengen,  von  den  Ordnungstypen  und  den  Or- 
dinalzahlen. Allein  vrir  wissen,  daß  alle  Ordnung  durch  eine 
Beziehung  bestimmter  Art  definiert  wird.  Zwei  geordnete  Men- 
gen sind  ähnlich,  sobald  zwischen  ihren  Elementen  eine  soldie 
eindeutige  und  umkehrbare  Verwandtschaft  besteht,  daß,  wenn 
das  Element  a in  der  einen  dem  Elemente  b in  der  anderen  vor- 
ausgeht, das  dem  a entsprechende  Element  dem  dem  b ent- 
sprechenden Element  vorausgeht,  was  immer  auch  a und  b sein 
mögen. Die  Beziehung  der  Ähnlichkeit  (analog  der  der  Gleidi- 
wertigkeit)  wird  also  durdi  eine  eineindeutige  Beziehung  definiert; 
nur  bezieht  sidi  diese  Beziehung  nicht  auf  Klassen,  sondern  auf 
Beziehungen.  Und  wirklich  sind  eigentlich  nicht  die  Mengen 
ähnlich,  sondern  ihre  Anordnungen:  denn  die  Menge  selbst 
kann  auf  verschiedene  Arten  geordnet  sein;  sie  ist  der  Menge, 
die  in  einer  gewissen  Ordnung  geordnet  ist,  ähnlich,  aber 
nicht  ähnlich  einer  in  anderer  Ordnung  geordneten.  Zwischen 
den  Ordnungen  also,  d,  h.  letzten  Endes  zwischen  den  sie 
definierenden  Beziehungen  findet  die  Beziehung  der  Ähnlich- 
keit statt. 

Ebenso  wie  aus  der  Betrachtung  der  gleichwertigen  Mengen 
mit  Hilfe  der  Abstraktion  der  Begriff  der  Kardinalzahl  (als  Klasse 
gleichwertiger  Mengen  aufgefaßt)  entspringt,  ebenso  geht  aus  der 
Betrachtung  der  ähnlichen  Mengen  mit  Hilfe  der  Abstraktion  der 
Begriff  des  Ordnungstypus  (als  Klasse  der  ähnlichen  Ordnungs- 
beziehungen aufgefaßt)  hervor. 

Innerhalb  der  geordneten  Mengen  unterscheidet  man  die 
wohlgeordneten  Mengen:  es  sind  das  diejenigen,  welche  ein 
erstes  Element  enthalten,  ebenso  wie  jede  der  in  ihnen  bestimm- 
baren Teilmengen.  Daraus  geht  hervor,  daß  in  einer  wohlge- 
ordneten Menge  jedes  Element  ein  Folgeelement  (ein  unmittel- 
bar darauf  folgendes  Element)  besitzt,  wenigstens  sofern  es  nicht 
das  letzte  ist  (welches  einzig  ist).  Die  Ordnungstypen  der  wohl- 
geordneten  Mengen  sind  das,  was  man  die  Ordinalzahlen 
nennt.  ^)  Diese  sind  ebensogut  unendlich  wie  endlich,  je  nachdem 
die  entsprechende  Kardinalzahl  unendlich  oder  endlich  ist:  denn 


y Vgl.  Kap.  III,  S.81. 
^)  Vgl.  Kap.  III,  S.82. 
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jeder  Ordinalzahl  entspricht  eine  Kardinalzahl,  weil  jede  Menge 
eine  Kardinalzahl  besitzt.  Die  erste  der  unendlich  vielen  Ordinal- 
zahlen ist  der  Ordnungstypus  der  natürlichen  Zahlenreihe,  den 
man  durch  w bezeichnet. 

Es  kommt  vor,  daß  man  einen  zu  einem  anderen  umge- 
kehrten Ordnungstypus  zu  betrachten  hat,  d.h.  einen,  den  man 
erhält,  indem  man  die  Ordnungsbeziehung  zwischen  zwei  be- 
liebigen Elementen  der  Menge  (durch  Vertauschung  der  Worte 
„geht  voraus“  und  „folgt“)  umkehrt.  Z.  B.  betrachtet  man 
den  umgekehrten  Ordnungstypus  von  w und  bezeichnet  ihn 
durch  *0).  Aber  sobald  man  weiß,  daß  ein  Ordnungstypus  eine 
Beziehung  (oder  eine  Klasse  von  Beziehungen)  ist,  erkennt  man, 
daß  der  umgekehrte  Ordnungstypus  die  konverse  Beziehung 
ist,  und  daher  empfiehlt  es  sich,  ihn  durch  dieselbe  Bezeichnungs- 
weise darzustellen  (z.  B.  ^co). 

Der  Lehre  von  den  geordneten  Mengen  gehören  der  Be- 
griff der  Fundamentalreihe  und  der  Grenze  einer  solchen 
Reihe  an.  Sodann  gehören  ihr  auch  alle  Begriffe  an,  die  man 
mit  Hilfe  dieser  definieren  kann,  wie  z.  B.  geschlossene,  in 
sich  dichte  und  perfekte  Mengen.^)  Diese  Begriffe  sind 
somit  unabhängig  von  jeder  geometrischen  oder  metrischen  Be- 
trachtungsweise und  ruhen  vollständig  auf  der  Lehre  von  der 
Anordnung.  Und  da  man  durch  jene  Begriffe  eben  das  Konti- 
nuum definieren  kann,  so  hängt  der  Begriff  desselben  auch  ein- 
zig und  allein  von  dieser  Lehre  ab,  d.  h.  schließlich  von  der 
Logik  der  Beziehungen. 

Ein  vierter  Teil  der  Mengenlehre  ist  die  Lehre  von  den 
Punktmengen,  in  welcher  man  die  Elemente  der  betrachteten 
Mengen  als  Punkte  auffaßt,  die  in  einem  eindimensionalen  (Ge- 
rade), zweidimensionalen  (Ebene),  dreidimensionalen  oder  selbst 
/2-dimensionalen  Raum  gelegen  sind.  Wenig  verschlägt  übrigens, 
ob  dieser  Raum  geometrisch  oder  arithmetisch  heißt,  d.  h.  ob 
die  Elemente  als  geometrische  Punkte  oder  als  Zahlen  aufgefaßt 
werden.  Das  Wesentliche  ist,  daß  sie  in  einer  vorher  bestehen- 
den Menge  „genommen“  sind  und  daß  diese  andere  Elemente 
enthalten  kann  oder  Punkte,  die  zwischen  denen  der  betrachteten 


1)  Schönflies,  a.  a.  0.,  S.  52;  vgl.  S.  63. 
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Menge  „gelegen“  sind.  Dieser  Teil  der  Mengenlehre  ist  der 
komplizierteste;  nichtsdestoweniger  ist  es  gerade  derjenige,  der 
zuerst  erschienen  und  der  weitest  fortgesdirittene  ist,  weil  es 
derjenige  ist,  der  dem  Anwendungsgebiete,  d.  h.  der  Analysis 
und  der  Geometrie  am  nächsten  steht.  Er  hat  im  Grunde  ge- 
nommen zum  Objekt  die  Mengen,  die  sidi  auf  andere  Mengen 
beziehen,  aus  welchen  sie  sozusagen  herausgezogen  sind,  oder 
in  weldien  sie  gelegen  und  eingebettet  sind.  In  dieser  Theorie 
kann  eine  Menge  Grenzpunkte  besitzen,  die  ihr  nicht  angehören, 
und  demzufolge  eine  Ableitung,  die  sie  nicht  notwendigerweise 
enthält.  Diesem  Zweig  der  Mengenlehre  gehört  somit  auch 
die  ganze  Lehre  von  den  abgeleiteten  Mengen  an,  mit  den 
„metrischen“  Begriffen  der  geschlossenen,  in  sidi  dichten 
und  perfekten  Mengen  von  jener  Art,  wie  sie  H.  G.  Cantor 
zunächst  definiert  hatte,  und  den  Begriffen  der  in  einem  gegebenen 
Intervall  (oder  einer  gegebenen  Menge)  überall  dichten  oder 
nirgendwo  dichten  Menge.  Dieser  Lehre  endlich  gehört  in 
gleicher  Weise  die  Lehre  von  der  Ausdehnung  oder  vom  Inhalt 
der  Mengen  an,  in  der  die  Mengen  auf  einen  gemeinsamen 
Sammelplatz,  den  stetigen  Raum,  zurückgeführt  werden. 

Dieser  relative  Charakter  der  Eigenschaften  der  Punkt- 
mengen ist  gerade  durch  die  Verallgemeinerung  zur  Evidenz  ge- 
bracht worden,  welche  H.  Bai  re  gemacht  hat.  Statt  Mengen, 
die  in  dem  gewöhnlichen  Raum  enthalten  sind,  zu  betrachten, 
betrachtet  er  Mengen  enthalten  in  einer  anderen  beliebigen 
Menge  U (die  wir  in  der  Logistik  die  Begriffsgesamtheit  nennen 
würden);  und  er  definiert  durch  Beziehung  auf  diese  Menge  U 
die  durch  folgende  Worte  bezei ebneten  Eigenschaften:  ge- 
schlossen, in  sich  dicht,  überall  dicht,  nirgendwo  dicht. ^) 
In  der  Tat  wird,  wenn  die  Menge  E vollständig  enthalten  ist 
in  U und  wenn  beide  in  gleicher  Weise  geordnet  sind  (d.  h. 
die  Ordnung  der  Punkte  von  E die  gleiche  ist,  wie  die  Ordnung, 
welche  die  Punkte  von  U besitzen)  ein  Punkt  von  U ein  Grenz- 
punkt von  E sein,  wenn  er  Grenze  einer  Fundamentalreihe  von 
E ist  (die  auch  eine  Fundamentalreihe  von  U ist).  Ebenso  wie 
E seine  Grenzpunkte  (in  U)  enthalten  kann  oder  nicht,  so  be- 


^)  Sdiönflies,  a.  a.  0.,  S. 80. 
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halten  alle  diese  aufgezählten  Begriffe  ihren  relativen  Sinn,  wo- 
bei sie  jeder  metrischen  Betraditung  entkleidet  sind,  weil  eben 
durch  die  Ordnungsbeziehungen  der  Punkte  von  U zuvor  die 
Grenzpunkte  von  E definiert  werden.  Es  läßt  sidi  sagen,  daß 
diese  Methode  die  metrischen  Eigenschaften  der  Mengen  auf 
ihre  ordinalen  Eigenschaften  zurückführt  (die  sich  auf  die 
Menge  U,  die  als  ihr  Behälter  oder  als  ihr  Träger  betraditet 
wird,  beziehen). 

Älles  zusammengefaßt:  die  Mengenlehre  fällt  in  ihrem  all- 
gemeinsten Teile  mit  der  Logik  der  Klassen  zusammen;  und  in 
den  anderen  Teilen  hängt  sie  vollständig  von  der  Logik  der 
Beziehungen  ab.  Im  besonderen  führt  die  Lehre  von  den 
Punktmengen  auf  die  Lehre  von  den  relativen  Mengen  zu- 
rück (d.  h.  auf  die  in  anderen  Mengen  gelegenen  Mengen). 
Sie  ist  die  Lehre  von  den  auf  den  stetigen  Raum  bezüg- 
lichen Mengen,  und  da  man,  wie  zu  sehen  war,  den  stetigen 
Raum  durch  seine  ordinalen  Eigensdiaften  definieren  kann, 
so  sind  die  Grundlagen  dieser  Lehre  aussdiließlidi  der  Ord- 
nungstheorie entlehnt.  Dieser  Schluß  ruht  nicht  allein  auf  den 
vorausgegangenen,  notwendigerweise  summarischen  und  ein 
wenig  unbestimmten  Überlegungen.  H.  Russell  hat  in  Wirk- 
lichkeit die  Lehre  von  den  wohlgeordneten  Mengen  mit  Hilfe 
der  Logik  der  Beziehungen  realisiert  und  auf  diese  Ärt  die 
Mehrzahl  der  Sätze  jener  Theorien  wiedergefunden,  die  durch 
G.  Cantor  und  andere  Mathematiker  aufgedeckt  worden  waren. 
Die  Zurückführung  der  Mengenlehre  auf  die  Logistik  ist  somit 
nicht  ein  theoretisches  oder  ideales  Desiderat,  sie  ist  vielmehr 
eine  fertige  Tatsache. 


Anmerkung  II. 

Über  den  Gruppenbegriff. 

Es  ist  bekannt,  welche  Bedeutung  die  Gruppentheorie  in 
der  modernen  Mathematik  erlangt  hat,  hauptsächlich  dank  den 
Arbeiten  von  Sophus  Lie:  ihre  Anwendungen  erstrecken  sich 
zugleich  auf  die  höhere  Arithmetik,  auf  die  Algebra,  die  Geo- 
metrie und  die  Mechanik.  Es  ist  darum  interessant,  den  logischen 
Charakter  dieser  Theorie  aufzuzeigen,  sowie  die  Art  und  Weise, 
wie  man  den  Begriff  der  Gruppe  auf  formalem  Wege  defi- 
nieren kann. 

Roh  genommen  ist  eine  Gruppe  die  Mannigfaltigkeit  von 
Objekten,  für  welche  man  eine  derartige  Verbindung  definiert  hat, 
daß  das  Ergebnis  der  Verknüpfung  zweier  Objekte  wieder  ein  Ob- 
jekt der  Mannigfaltigkeit  ist.  Diese  zwei  Objekte  sind  die  Daten 
(oder  die  Faktoren)  der  Verknüpfung;  das  dritte  Objekt  ist  das 
Ergebnis  (oder  das  Produkt).  Diese  Daten  und  dieses  Ergebnis 
sind  durchaus  nicht  wesentlich  Zahlen  oder  Größen;  es  können 
diese  z.  B.  analgtische  oder  geometrische  Transformationen  sein. 
Das  Ergebnis  zweier  Transformationen  derselben  Art  ist  nicht 
notwendigerweise  wieder  von  derselben  Art:  z.  B.  das  Ergebnis 
von  zwei  Symmetrien  ist  nicht  selbst  eine  Symmetrie,  sondern 
eine  Translation.  Allein,  wenn  die  Transformationen  eine  Gruppe 
bilden,  so  ist  das  Ergebnis  zweier  beliebiger  unter  ihnen  von 
gleicher  Art,  eben  weil  sie  der  Gruppe  angehören. 

Folgendermaßen  kann  man  nun  in  strenger  Weise  diesen 
Begriff  mittelst  eines  Systems  von  unabhängigen  Postulaten  de- 
finieren.^) Man  betrachtet  eine  Klasse  K von  Objekten  und  eine 

^)  Huntington,  Note  on  the  definitions  of  abstract  groups  and 
ficlds  by  sets  of  independent  postuIates,  in  Transactions  of  the  American 
Mathematical  Society,  Bd. VI,  S.  181— 193  (1905).  — Vgl.  die  anderen 
Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik.  16 
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zweigliedrige  Operation  oder  Verknüpfung,  die  man  mit  zwei 
beliebigen  dieser  Objekte  ausführen  kann,  und  deren  Symbol  o 
sein  wird.  Man  schreibt: 

aob  — c 

um  auszudrücken,  daß  das  Ergebnis  der  Verknüpfung  von  a und 
b (in  dieser  Ordnung  genommen)  c ist.  Nach  dieser  Festsetzung 
formuliert  man  die  folgenden  sechs  Postulate: 

I.  Wenn  a und  b K' s sind,  so  gibt  es  ein  Element  c von 
K von  der  Art,  daß  aob  = c,  und  dieses  Element  ist  auf  eine 
einzige  Art  durch  a und  b bestimmt. 

Mit  anderen  Worten,  die  Operation  aob  ist  immer  möglich 
und  eindeutig  in  der  Klasse  K\  Sie  hat  immer  ein  und  nur  ein 
Ergebnis.  Wäre  sie  nicht  eindeutig,  so  könnte  man  strenge  ge- 
nommen nicht  schreiben: 

aob  = c 

sondern  bloß: 

C€  (aob) 

„c  ist  eines  der  Elemente,  die  man  durch  Verknüpfung  von  a 
und  b erhält“. 

Man  sieht  daraus,  daß  das  berühmte  Euklidische  Axiom: 
„Gleiches  zu  Gleichem  hinzugefügt  gibt  Gleiches“,  keineswegs 
eine  Eigenschaft  der  Gleichheit  ausdrückt,  sondern  der  Addition, 
insofern  diese  eindeutig  ist;  und  daß  es  demzufolge  keineswegs, 
wie  man  nur  allzu  oft  glaubt,  ein  logisches  (analytisches) 
Axiom  ist. 

II.  Das  assoziative  Gesetz  gilt  für  jedes  K,  d.  h.  man  hat: 

(aob)oc  — ao(b  oc) 

welche  Elemente  von  K a,  b,  c auch  sein  mögen. 

Abhandlungen  desselben  Autors:  Simplified  definition  of  a group,  in 
Bulletin  of  the  American  Math.  Soc.  Bd.  VIII,  S.  296—300;  A second 
definition  of  a group,  ebd.  S. 388— 391  (1902);  Two  definitions  of  an 
Abelian  group  bg  sets  of  independent  postulates,  Trans.  Am.  Math.  Soc., 
Bd.  IV,  S.  27— 30;  Definitions  of  a field  by  sets  of  independent  postulates, 
ebd.  S. 31— 37  (1903);  A set  of  postulates  for  real  Algebra,  comprising 
postulates  for  a one-dimensional  continuum  and  for  theory  of  groups, 
ebd.  Bd. VI,  S.  17— 41  (1905).  Dickson,  Definitions  of  a field  bg  in- 
dependent postulates,  ebd.  Bd.  IV,  S.  13— 20  (1903).  Moore,  A defini- 
tion of  abstract  groups,  ebd.  Bd.  III,  S.  485— 492  (1902). 
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III.  Es  gibt  mindestens  ein  Element  i von  K,  für  das 
man  hat: 


io  i—  i 


Dieses  Element,  welches  mit  sich  selbst  verknüpft,  sich 
wieder  ergibt,  ist  das,  was  Benjamin  Peirce^)  ein  „Idempotent“ 
genannt  hat,  d.  h.  ein  Element,  das  mit  allen  seinen  „Potenzen“ 
identisch  ist  (weil  es  mit  seinem  „Quadrat“  identisch  ist). 

IV.  Es  gibt  nur  ein  Element  / von  der  Ärt,  daß  man  hat: 

io  i—  L 


Das  will  sagen,  daß,  sobald  man  zugleich  hat: 
xox  = x yoy=y, 

notwendigerweise  gilt: 

x=y 

Die  beiden  vorstehenden  Postulate  lassen  sich  in  den  Satz 
zusammenfassen:  Es  gibt  ein  und  nur  ein  „Idempotent“. 

V.  Wenn  es  ein  einziges  Element  i von  der  Art  gibt,  daß: 
ioi—i,  so  hat  man  entweder:  ioa  = a,  oder  aoi—a  (beide 
Male)  für  jedes  Element  a. 

Dies  will  sagen,  daß  das  durch  die  Postulate  III  und  IV  (die 
dessen  Existenz  und  Einzigkeit  behaupten)  bezeichnete  i ent- 
weder Modul  zur  Linken  oder  aber  Modul  zur  Rechten  ist. 
Man  nennt  Modul  einer  Operation  das  Element  „mit  Nulleffekt“ 
in  dieser  Operation,  d.  h.  welches  mit  einem  andern  beliebigen 
verknüpft,  dieses  andere  ergibt.  Solange  jedoch  nicht  dargelegt 
ist,  daß  eine  Operation  kommutativ  ist,  muß  man  den  ersten 
und  zweiten  „Faktor“  und  demzufolge  den  Modul  zur  Linken 
(als  ersten  Faktor)  vom  Modul  zur  Rechten  (als  zweiten  Faktor) 
unterscheiden. 

VI.  Wenn  es  ein  einziges  Element  i von  der  Ärt  gibt,  daß 
ioi  = U so  hat  man  für  jedes  Element  a entweder  ein  Element 
a‘r  derart,  daß  aoa‘r  — i,  oder  aber  ein  Element  a‘i  von  der 
Art,  daß  a'l  oa  = i. 


')  Linear  Associative  Algebra,  nach  dem  Tode  veröffentlichte  Ab- 
handlung aus  dem  Jahre  1870,  American  Journal  of  Mathematics,  Bd.  IV, 
S.  97—229  (1881). 
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Dies  will  sagen,  daß  jedes  Element  a der  Klasse  K ein 
„Reziprok“  zur  Rechten  oder  ein  „Reziprok“  zur  Linken 
besitzt.  Man  nennt  Reziprok  eines  Elementes  ein  Element, 
weldies  mit  jenem  verknüpft  den  Modul  als  Resultat  ergibt. 
Und  aus  dem  weiter  oben  angegebenen  Grunde  muß  man 
das  Reziprok  zur  Rechten  vom  Reziprok  zur  Linken  unter- 
scheiden. 

Wir  haben  soeben  vom  „Modul“  gesprochen,  ohne  zu 
spezifizieren,  ob  es  der  Modul  zur  Rechten  oder  der  zur  Linken 
sei.  Es  ist  selbstverständlich,  daß  es  jener  von  beiden  ist,  der 
kraft  des  Postulates  V existieren  muß.  Übrigens  ist  diese  Unter- 
scheidung überflüssig,  da  sich  mit  Hilfe  dieser  sechs  Postulate 
beweisen  läßt,  daß  das  Element  i ebensogut  Modul  zur  Rechten 
wie  zur  Linken  ist,  oder  genauer,  daß  man  für  jedes  Element  a 
gleichzeitig  hat. 

aoi—ioa  = a. 

Man  kann  somit  / einfach  und  schlechthin  den  Modul 
nennen. 

Doch  folgt  aus  diesen  sechs  Postulaten  keineswegs,  daß  die 
Operation  o im  allgemeinen  kommutativ  ist  (wenngleich  man  für 
den  besondern  Fall  des  Faktors  i ai—ia  hat).  Darum  muß 
man  auch  ein  siebentes  Postulat  ihnen  anfügen,  um  eine  Abel- 
sche  (d.  h.  kommutative)  Gruppe  zu  definieren,  das  Kommuta- 
tionsgesetz  selbst  nämlich: 

VII.  Was  für  Elemente  von  K a,  b auch  immer  sein  mögen, 
so  hat  man: 

aob  — boa. 

Und  dieses  Postulat  ist  von  den  sechs  ersten  unabhängig; 
diese  sind  in  gleicher  Weise  alle  voneinander  unabhängig,  d.  h. 
keines  von  ihnen  läßt  sich  aus  den  fünf  andern  ableiten. 

Man  leitet  noch  die  folgenden  drei  Lehrsätze  ab: 

1.  Wenn  aob  = aob‘,  so  hat  man  b — &\  und  wenn 
aob  = a‘ob,  so  ist  a = a\ 

2.  Jedem  Element  a entspricht  ein  und  nur  ein  Element 
von  der  Art,  daß: 


a 0 = a~^  oa  = i. 


über  den  Gruppenbegriff. 
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Dieses  Element  a~^  heißt  das  Reziprok  von  a.  So  besitzt 
jedes  Element  ein  einziges  Reziprok,  welches  gleichzeitig  rezi- 
prok zur  Rechten  und  zur  Linken  ist. 

3.  Zwei  beliebige  Elemente  a und  b bestimmen  ein  einziges 
Element  x von  der  Ärt,  daß:  aox  = b;  und  ein  einziges  Element 
y von  der  Ärt,  daß:  yoa  — b. 

Das  Element  x ist  a-^ob,  das  Element  y ist:  boa-K  Das 
ist  es,  was  man  mit  den  Worten  ausdrückt:  Die  beiden  inversen 
Operationen  von  o sind  immer  möglich  und  eindeutig. 

So  sieht  die  Definition  einer  auf  die  Operation  o bezüg- 
lichen Gruppe  aus,  denn  eine  Menge  von  Objekten  bildet  eine 
Gruppe  nur  in  Beziehung  auf  eine  bestimmte  Operation.^)  So 
umfaßt  der  Gruppenbegriff  auf  einmal  den  Begriff  der  Menge 
oder  Klasse,  und  den  der  Operation  oder  Verbindung.  Aber 
was  ist  das,  eine  Operation,  und  was  verbirgt  sidi  hinter 
diesem  offenbar  anthropomorphen  durch  eine  Metapher  dem  Ge- 
biete der  praktischen  Tätigkeit  des  Menschen  entlehnten  Be- 
griffe? Man  „operiert“  nicht  wirklich  mit  abstrakten  Objekten 
oder  Wesenheiten  (Zahlen  z.  B.),  die  von  Natur  aus  unbeweglich 
sind,  man  kann  nidit  einmal  sagen,  daß  man  sie  „verbindet“, 
wie  man  chemische  Elemente  verbindet.  Wenn  man  sagt,  daß 
die  „Verbindung“  von  a und  b zum  „Ergebnis“  c hat,  so  läßt 
man  einfach  dem  Paare  von  Objekten  a und  b das  Objekt  c 
entsprechen;  mit  anderen  Worten,  man  stellt  eine  Beziehung 


Es  empfiehlt  sich  wohl  zu  unterscheiden  die  Operation,  in  Be- 
ziehung auf  welche  die  Gruppe  definiert  ist,  von  den  Objekten,  welche 
die  Elemente  der  Gruppe  sind,  sobald  diese  Objekte  selbst  Operationen 
sind.  In  diesem  Falle  besteht  die  die  Gruppe  konstituierende  Operation 
im  allgemeinen  darin,  der  Reihe  nadi  zwei  von  den  Operationen  zu 
vollziehen,  welche  die  Elemente  der  Gruppe  sind;  d.  h.  ausführlicher  ge- 
sprochen, wenn  die  erste  Operation  an  dem  Objekte  a vollzogen  zum 
Resultat  b hat,  so  wird  die  zweite  Operation  an  b vollzogen  werden 
und  zum  Resultat  c haben.  Das  „Produkt“  dieser  beiden  Operationen 
wird  jene  einzige  Operation  sein,  welche  an  a vollzogen  das  Resultat  c 
ergibt.  Übrigens  sind  die  Elementaroperationen  der  Gruppe  eingliedrige 
Operationen,  Verwandtschaften  eines  Objekts  zu  einem  Objekt  (zwei- 
gliedrige, im  allgemeinen  eineindeutige  Beziehungen),  während  die  Opera- 
tion, in  bezug  auf  welche  die  Gruppe  definiert  ist,  eine  zweigliedrige  ist, 
nämlich  das  relative  Produkt  von  zwei  der  oben  genannten  Beziehungen. 
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zwischen  den  drei  Objekten  ö,  b,  c her.  Letzten  Endes  ist  eine 
(zweigliedrige)  Operation  nichts  anderes  als  eine  (dreigliedrige) 
Beziehung  zwischen  ihren  Daten  und  ihrem  Ergebnis.  Man 
kann  sonach  die  Definition  der  Gruppe  in  Ausdrücken  der  Logik 
der  Beziehungen  formulieren.^) 


^)  Dies  tut  H.  Huntington  (a.  a.  O.)  nach  einer  Anregung  von 
H.  Bocher  (Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  XI, 
S.  126;  1904-05). 


Anhang 


Kants  Philosophie  der  Mathematik.’) 

Wenn  die  mathematisdien  Urteile  nicht 
synthetisch  sind,  so  fehlt  Kants  ganzer 
Vernunftkritik  der  Boden. 

Zi mm  ermann. 

Die  Grundfrage  der  Kritik  der  reinen  Vernunft  ist:  „Wie 
sind  synthetische  Urteile  a priori  möglich?“  Daß  derartige 
Urteile  existieren,  daran  zweifelt  Kant  nicht  einen  Augenblick, 
denn  solche  Urteile  sind  es  ja,  die  nach  seiner  Anschauung 
die  Metaphysik  und  die  reine  Mathematik  begründen.  Zu  er- 
klären, wieso  diese  Urteile  berechtigt  in  der  Mathematik  und 
unberechtigt  in  der  Metaphysik  sind,  dies  scheint  die  Endabsicht 
der  Kritik  der  reinen  Vernunft  zu  sein,  dies  ist  jedenfalls 
das  Objekt  der  transzendentalen  Methodenlehre.  „Die  Mathema- 
tik gibt  das  glänzendste  Beispiel  einer  sich  ohne  Beihilfe  der 
Erfahrung  von  selbst  glücklich  erweiternden  reinen  Vernunft.“ 
(B.  740;  vgl.  S.  8 u.  752  j;^)  und  dieses  Beispiel  war  verführerisch 
für  die  Metaphysik.®)  Kann  diese  rechtmäßigerweise  Anspruch 
auf  apodiktische  Gewißheit  machen,  indem  sie  die  gleiche  Me- 
thode wie  die  Mathematik  anwendet?  Das  ist  die  Frage  (B.  872). 

^)  Diese  Abhandlung  ist  in  der  Revue  der  Metaphysik  und  Moral 
erschienen,  Mainummer  1904  (gewidmet  dem  hundertjährigen  Todestage 
Kants). 

2)  Konform  dem  durch  H.  Vaihinger  eingeführten  Gebrauch  be- 
zeichnen wir  mit  A und  B die  erste  und  zweite  Auflage  der  Kritik 
der  reinen  Vernunft,  deren  Paginierung  sich  in  den  modernen 
Hauptausgaben  reproduziert  findet  (insbesondere  denen  von  B.  Erd- 
mann und  von  Kehrbach). 

2)  Vgl.  Fortschritte  der  Metaphysik,  Einleitung  (1791);  heraus- 
gegeben von  Hartenstein,  VIII,  522. 
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Aber  „die  Metaphysik  ist  die  Vernunfterkenntnis  aus  Begriffen; 
die  Mathematik  ist  die  Vernunfterkenntnis  aus  der  Konstruktion 
der  Begriffe“  (B.865,  741).  Was  heißt  einen  Begriff  konstruieren? 
Dies  ist  „die  ihm  korrespondierende  Anschauung  a priori  dar- 
stellen“. Die  Konstruktion  der  Begriffe  ist  also  nur  möglidi, 
wenn  wir  Anschauungen  a priori  besitzen.  Diese  sind  uns 
durch  die  beiden  apriorisdien  Formen  der  Sinnlichkeit  gegeben, 
den  Raum  und  die  Zeit.  Der  transzendentalen  Ästhetik 
fällt  also  die  Aufgabe  zu,  diese  Frage  zu  beantworten:  „Wie 
ist  reine  Mathematik  möglich?“  (B.  55,  73).  Dadurch  wird  zu- 
gleich das  Objekt  der  Mathematik  und  die  Bedeutung  ihrer 
Methode  bestimmt.  Ihr  Objekt  kann  nur  sein  die  Größe;  „denn 
nur  der  Begriff  von  Größen  läßt  sidi  konstruieren“  (B.  742); 
und  der  Raum  und  die  Zeit  sind  „die  einzigen  ursprünglichen 
Quanta“  (B.  753).  Ihre  Methode  kann  nur  auf  das  angewendet 
werden,  was  Objekt  der  Anschauung,  und  zwar  apriorischer 
Anschauung,  sein  kann:  sie  läßt  sich  also  weder  anwenden 
auf  reine  und  einfache  Begriffe,  noch  auf  empirische  An- 
schauungen, wie  z.  B.  die  sinnlichen  Eigenschaften  (B.  743). 
Die  Mathematik  kann  zu  Objekten  nur  die  Begriffe  haben,  die 
man  konstruieren  kann,  d.  h.  die  Figur  als  Bestimmung  einer 
apriorischen  Anschauung  des  Raumes,  die  Dauer,  als  Zeitteil, 
und  die  Zahl,  das  allgemeine  Ergebnis  der  Verbindung  eines 
und  desselben  Objektes  im  Raume  und  in  der  Zeit,  welches 
demzufolge  die  Größe  einer  Anschauung  mißt  (B.  752).  Auf 
diese  Art  ist  es  die  Methode  und  nicht  das  Objekt,  das  im 
Wesen  die  Mathematik  von  der  Metaphysik  unterscheidet,  und 
ist  es  die  Methode  der  Mathematik,  die  ihr  Objekt  bestimmt.^) 
Dadurch  erklärt  es  sich,  daß  die  mathematischen  Urteile  zu 
gleicher  Zeit  synthetisch  (wie  die  Erfahrungsurteile)  und  a priori 
(wie  die  analytischen  Urteile)  sein  können.  Sie  sind  synthetisch, 
weil  sie  auf  einer  in  der  Anschauung  vollzogenen  Synthese  be- 
ruhen, und  sie  sind  a priori,  weil  diese  Anschauung  selbst  a 
priori  ist. 

Kant  kennzeichnet  die  mathematische  Methode,  indem  er  sie 
der  Methode  der  Philosophie  gegenüberstelit.  Die  Mathematik 


^)  Vgl.  Logik,  Einleitung,  III  (Hartenstein  VIII,  23). 
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allein  hat  Axiome,  d.  h.  synthetische  Grundsätze  a priori,  „weil 
sie  (allein)  vermittelst  der  Konstruktion  der  Begriffe  in  der  An- 
schauung des  Gegenstandes  die  Prädikate  desselben  a priori  und 
unmittelbar  verknüpfen  kann“  (B.  760).^)  Die  Philosophie  da- 
gegen kann  nicht  Axiome  haben,  da  sie  nicht  aus  dem  Begriff 
heraustreten  kann,  um  ihn  mit  einem  andern  Begriff  zu  ver- 
knüpfen. Die  Mathematik  allein  hat  Definitionen,  denn  sie 
erschafft  ihre  Begriffe  durch  eine  willkürliche  Synthese;  dem- 
zufolge sind  ihre  Definitionen  indiskutabel  und  können  nicht 
irrtümlich  sein.  Im  Gegenteil,  man  kann  im  eigentlichen  Sinne 
weder  die  empirischen  Objekte,  noch  die  Begriffe  a priori  de- 
finieren, man  kann  sie  nur  beschreiben,  und  diese  Beschreibung 
ist  immer  diskutierbar,  denn  man  weiß  niemals,  ob  man  den 
Umfang  eines  im  vorhinein  gegebenen  Begriffes  erschöpft  habe.^) 
Nur  die  Mathematik  endlich  besitzt  Beweise  im  eigentlichen 
Sinne  des  Wortes,  denn  „nur  ein  apodiktischer  Beweis,  sofern 
er  intuitiv  ist,  kann  Demonstration  heißen“  (B.  762).  Die  Philo- 
sophie kann  nicht  Beweise  an  Begriffen  durchführen,  denn  ihr 
mangelt  die  „anschauliche  Gewißheit“.  Der  Schluß  dieser  Prüfung 
ist  die  vollständige  Trennung,  die  absolute  Entgegensetzung  der 
Mathematik  nicht  allein  gegenüber  der  Metaphysik,  sondern 
auch  gegenüber  der  ganzen  Philosophie  überhaupt  und  insbe- 
sondere der  Logik.  Denn  die  Logik  ruht  auf  analytischen 
Grundsätzen,  welche  sich  auf  den  Satz  vom  Widerspruch  zu- 
rückführen zu  lassen  scheinen;  und  sie  gestattet  nur  analytische 
Urteile  aufzustellen.  Wenn  die  Mathematik  rechtmäßigerweise 
synthetische  Urteile  a priori  aussprechen  kann,  so  hat  dies 
seinen  Grund  darin,  „daß  sie  sich  nur  mit  Gegenständen  und 
Erkenntnissen  bei  der  Messung  beschäftigt,  wo  diese  sich  in 
der  Anschauung  darstellen  lassen“  (B.  8).  Es  ist  übrigens  offen- 
bar, daß,  wenn  Kant  so  energisch  auf  den  Unterschied  der 
Methoden  der  Mathematik  und  Metaphysik  besteht,  dies  infolge 
der  Reaktion  gegen  den  Rationalismus  von  Wolff  geschieht, 
der  wie  Leibniz  auf  die  Philosophie  die  mathematische  Methode 


*)  Beispiel:  Drei  Punkte  sind  immer  in  einer  und  derselben  Ebene 
gelegen. 

^)  Vgl.  Logik,  § 103. 
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anzuwenden  beanspruchte,  als  ob  sie  die  einzige  logisdie  und 
apodiktisdie  Methode  wäre. 

Wir  werden  nun  der  Reihe  nach  die  verschiedenen  eben 
angeführten  Behauptungen  prüfen. 

Definition  der  analytischen  Urteile. 

Sind  die  mathematischen  Urteile  synthetisch?  Um  dies  zu 
entscheiden,  muß  man  zunächst  die  Ausdrücke  synthetisch  und 
analytisch  definieren.  Bringen  wir  uns  die  wörtliche  Definition 
von  Kant  in  Erinnerung:  „Entweder  das  Prädikat  B gehört  zum 
Subjekt  A als  etwas,  was  in  diesem  Begriffe  A (versteckter 
Weise)  enthalten  ist;  oder  B liegt  ganz  außer  dem  Begriff  A,  ob 
es  zwar  mit  demselben  in  Verknüpfung  steht.  Im  ersten  Fall 
nenne  ich  das  Urteil  analytisch,  im  zweiten  synthetisch“ 
|B.  10).  Diese  Definition  setzt  voraus,  daß  alle  Urteile  Aussage- 
urteile sind.  Allein  es  ist  heute  anerkannt,  daß  es  verschiedene 
andere  Urteilsformen  gibt,  welche  auf  die  Aussageurteile  unzurück- 
führbar  sind;  mit  anderen  Worten,  daß  es  eine  Menge  von  Re- 
lationen gibt,  welche  man  zwischen  zwei  oder  mehreren  Objek- 
ten denken  und  behaupten  kann,  und  daß  diese  Beziehungen 
sidi  nicht  auf  die  Beziehung  der  Unter-  und  Überordnung  zweier 
Begriffe  (ausgedrückt  durch  die  Kopula  ist)  zurückführen  lassen. 
Selbst  vom  Standpunkte  der  Kantischen  Logik  ist  diese  Definition 
zu  eng,  denn  sie  findet  nur  Anwendung  auf  kategorische  Urteile 
und  nicht  auf  hypothetische  und  disjunktive,  welche  nach  dem 
Geständnis  von  Kant  selbst  eine  Beziehung  nicht  mehr  zwischen 
zwei  Begriffen,  sondern  zwischen  zwei  oder  mehreren  Urteilen 
herstellen  (B.  98).  Dieser  Mangel  ist  um  so  merkwürdiger,  als 
Kant  anderswo  darlegt,  daß  er  niemals  von  der  Definition  be- 
friedigt war,  welche  die  Logiker  im  allgemeinen  vom  Urteile 
gäben,  indem  sie  sagen,  daß  es  die  Darstellung  einer  Beziehung 


y Man  könnte  bemerken,  daß  die  Alternative  nidit  vollständig  ist, 
wenigstens  in  den  präzisen  Äusdrucksformen : in  der  Tat  gibt  es  zwischen 
dem  Falle,  wo  A in  A (vollständig)  enthalten  ist,  und  dem,  wo  es  voll- 
ständig außer  A liegt,  den  Fall,  wo  B weder  in  A eingeschlossen,  noch 
von  ihm  ausgeschlossen  ist.  Dieser  letzte  Fall  ist  aber  der  der  partiku- 
lären Urteile. 
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zwischen  zwei  Begriffen  sei  (B.  140,  § 19  der  Kritik).^)  Die 
Definition  Kants  ist  somit  prinzipiell  vollständig  unzureichend. 
H.  Vaihinger  hat  versucht,  sie  zu  berichtigen,  indem  er  sagt,  daß 
sie  die  Beziehungsurteile  umfassen  müsse,  weil  Kant  später  sie 
auf  derartige  Urteile  anwenden  werde  (z.  B.  1 5=  12)^);  dodi 

liegt  hierin  die  Hineintragung  eines  Interpreten,  welche  durdi 
nichts  im  Texte  gerechtfertigt  erscheint.  Ganz  im  Gegenteile  hat 
Kant,  ausschließlich  damit  beschäftigt,  die  Allgemeinheit  seiner 
Definition  zu  entwickeln,  nur  an  eine  Sache  gedacht;  das  ist, 
daß  die  Definition  sich  nur  auf  affirmative  Urteile  anwenden  läßt, 
und  sodann  hat  er  in  Klammer  hinzugefügt,  daß  man  sie  „in  der 
Folge“  leicht  auf  verneinende  Urteile  ausdehnen  kann.®)  Es  ist 
nicht  minder  wahr,  daß  er  mit  der  Annahme  begonnen  hat,  daß 
„alle  Urteile“  darin  bestehen,  „die  Beziehung  eines  Subjekts  zu 
einem  Prädikat  zu  denken“,  und  daß  diese  Beziehung  immer 
die  Aussagebeziehung  ist,  die  durch  das  Hilfszeitwort  ist  aus- 
gedrückt wird. 

Diese  Deutung  wird  übrigens  durch  alle  früheren  Erklärun- 
gen Kants  bestätigt.  Die  analytiscken  Urteile  „tun  nichts  zum 
Subjektbegriff  hinzu“,  sie  bewirken  nur  „die  Zerfällung  durdi 

Diese  Bemerkung  wurde  von  Koppelmann  gemacht,  Kants  Lehre 
vom  analytischen  Urteil.  Phil.  Monatshefte,  Bd.  21,  S.  65— 101  (1885). 

2)  Kommentar  zu  Kants  Kritik  der  reinen  Vernunft,  I,  254.  Da- 
durch hat  der  gelehrte  Kommentator  Kants  selbst  implicite  das  Unzu- 
reichende erkannt,  das  wir  angegeben  haben. 

2)  Und  wirklich  lassen  sich  die  verneinenden  Urteile  auf  die  be- 
jahenden Urteile  (von  derselben  Quantität)  zurückführen,  indem  man 
die  Verneinung  auf  das  Prädikat  sich  beziehen  läßt  (auf  welches  sie 
übrigens  in  Wahrheit  sich  bezieht).  Immerhin  dürfen  wir  sagen,  daß 
Kant  diese  Zurückführung  nicht  annimmt;  er  behauptet  im  Gegenteil,  daß 
die  logische  Verneinung  niemals  auf  einen  Begriff  sich  bezieht,  sondern 
auf  die  Beziehung  zweier  Begriffe,  d.  h.  auf  das  Urteil  (B.  602).  In  dieser 
Auffassung  darf  man  das  allgemein  verneinende  Urteil  als  die  Verneinung 
des  partikulär  bejahenden  auffassen,  und  das  partikulär  verneinende  als 
die  Verneinung  des  allgemein  bejahenden  betrachten.  Aber  dann  hat 
man  nicht  mehr  das  Recht,  zu  sagen,  wie  Kant  es  fortwährend  tut,  daß 
man  in  einem  analytischen  (verneinenden)  Urteil  nicht  aus  dem  Begriff 
des  Subjekts  „heraustritt“;  denn,  wenn  man  das  Urteil  „kein  A ist  A“ 
nicht  als  Unterordnung  des  nicht-ß  unter  A („Jedes  A ist  nicht-ß),  son- 
dern als  gegenseitiges  Sichausschließen  von  A und  ß deutet,  so  findet 
man  in  A nicht  den  Grund  dieser  Ausschließung.  Vgl.  Koppelmann,  a.  a.  0. 
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Zergliederung  in  seine  Teilbegriffe,“  während  die  synthetischen  Ur- 
teile „zu  dem  Begriffe  des  Subjekts  ein  Prädikat  hinzutun,  welches . . . 
durch  keine  Zergliederung  desselben  hätte  können  herausgezogen 
werden“  (B.  11).  Dies  ist  es,  was  Kant  zeigt  (oder  zu  zeigen 
glaubt)  durdi  die  folgenden  Beispiele:  Das  Urteil  „Alle  Körper 
sind  ausgedehnt“  ist  analgtisdi,  weil  man  nidit  nötig  hat,  aus 
dem  Begriffe  der  Körper  „herauszugehen“,  vielmehr,  es  genügt, 
ihn  zu  zerlegen,  um  darin  die  Eigenschaft  der  „Ausdehnung“  zu 
finden.  Das  Urteil  „Alle  Körper  sind  sdiwer“  ist  synthetisch, 
weil  „das  Prädikat  etwas  ganz  anderes  ist  als  das,  was  ich  in 
dem  einfachen  Begriff  des  Körpers  im  allgemeinen  denke“  (B.  11). 
Der  Gedanke  von  Kant  wird  noch  präzisiert  durdi  eine  Stelle 
in  der  Logik  (§  36):  „Alles  x,  welchem  der  Begriff  des  Körpers 
(a  -f-  b)  zukommt,  dem  kommt  auch  die  Ausdehnung  (b)  zu , ist 
ein  Exempel  eines  analytischen  Satzes.  Alles  x,  welchem  der 
Begriff  des  Körpers  (a  -j-  b)  zukommt,  dem  kommt  auch  die  An- 
ziehung (c)  zu,  ist  ein  Exempel  eines  synthetischen  Satzes“.  Die 
Buchstaben,  durch  welche  Kant  die  Grundbegriffe^)  ausdrücken 
zu  müssen  glaubte,  zeigen  klar,  daß  er  einen  Begriff  als  eine 
Vereinigung  von  „Teilbegriffen“  betrachtet,  die  deren  „wesent- 
liche Merkmale“  sind.  Aber  es  liegt  hierin  eine  einseitige  Auf- 
fassung der  Logik,  welche  auf  Aristoteles  zurückgeht,  und  die 
Kant  wahrscheinlich  vonLeibniz  übernommen  hat,  die  aber  trotz- 
dem nicht  minder  von  Grund  aus  falsch  ist.  In  Konsequenz  da- 
von hat  die  Unterscheidung  von  analytischen  und  synthetischen 
Urteilen,  welche  auf  ihr  beruht,  keine  allgemeine  Geltung,  und 
wir  werden  gelegentlidi  sehen,  daß  sie  sich  nicht  einmal  auf 
alle  Beispiele,  die  Kant  zur  Unterstützung  herangezogen  hat, 
anwenden  läßt.  Wir  werden  somit  genötigt  sein,  sie  durch 
eine  andere  Definition  zu  ersetzen,  welche  allgemeine  Geltung 
besitzt.  ^) 


y So  sehr  ist  es  richtig,  daß  die  formale  Logik  nur  durch  Anwen- 
dung von  Zeichen  genau  und  bestimmt  werden  kann. 

2)  Wir  enthalten  uns  mit  Absicht  der  Diskussion  der  „populären* 
Definition  der  analytischen  Urteile  (als  erläuternde)  und  der  syntheti- 
schen Urteile  (als  erweiternde),  da  sie  nur  eine  Verdunklung  statt  Er- 
hellung der  Frage  bewirken  würde.  Wir  wollen  bloß  bemerken,  daß  sie 
die  Quelle  einer  Menge  von  Fehlschlüssen  gewesen  ist,  die  im  ganzen 
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Aber  zuvor  empfiehlt  es  sich  zu  fragen,  was  der  Sinn  ist, 
den  Kant  genau  genommen  dieser  Unterscheidung  beigelegt  hat. 
Sie  kann  einen  doppelten  und  ganz  verschiedenen  Sinn  bekommen 
und  hat  ihn  in  der  Tat  bekommen  seitens  der  Interpreten: 
einen  psychologischen  und  einen  logischen  Sinn.  Nach  psycho- 
logischem Sinn  bezieht  sie  sich  auf  das,  was  wir  denken,  indem 
wir  das  Urteil  bilden;  im  logischen  Sinne  bezieht  sie  sich  auf 
den  intellektuellen  Inhalt  des  Urteils,  auf  den  objektiven  und 
unabhängigen  Inhalt  des  Subjekts,  das  ihn  in  Wirklichkeit  denkt.^) 
Viele  Ausleger  und  Kritiker  haben  die  Behauptung  aufgestellt, 
daß  die  Scheidung  der  analytischen  und  synthetischen  Urteile 
nur  psychologische  Bedeutung  besitzt:  ein  Urteil  ist  synthetisch 
das  erste  Mal,  da  man  es  formuliert,  insofern  es  ein  neues  Prä- 
dikat eines  bereits  bekannten  Subjekts  enthüllt;  es  wird  analytisch 
von  dem  Augenblicke  an,  als  das  neue  Prädikat  dem  Subjekte 
einverleibt  sein  wird.^)  In  diesem  Sinne  konnte  man  sagen: 
Das  Urteil  „Die  Körper  sind  schwer“,  kann  synthetisch  sein  für 
den  gemeinen  Mann  und  noch  für  den  Geometer,  allein  es  ist 
analytisch  für  den  Physiker,  der  die  Körper  ohne  Schwere  nicht 
mehr  zu  denken  vermag. 

Es  scheint  manchmal,  daß  Kant  die  Unterscheidung  wirklich 
in  diesem  Sinne  versteht,  denn  er  nimmt  an,  daß  das  Prädikat 
in  dem  Subjekte  „versteckter  Weise“  (B.  10)  enthalten  sei“,  daß 
es  „verworren“  in  dem  Subjekt  (B.  11;  vgl.  S.  9)  gedacht  werde. 
Diese  Ausdrücke  scheinen  sich  auf  einen  psychologischen  und 
wesentlich  subjektiven  Charakter  dieses  Gedankens  zu  beziehen. 
Kant  sagt  selbst  ein  wenig  später:  „Die  Frage  ist  nicht,  was  wir 
zu  dem  gegebenen  Begriffe  hinzudenken  sollen,  sondern  was 


darin  bestehen,  zu  sagen,  daß  jedes  Urteil,  welches  die  Erkenntnis  er- 
weitert, und  demzufolge  jedes  Urteil,  welches  wirklich  eine  Erkenntnis 
begründet,  synthetisch  sei.  Diese  Anschauung  stimmt  mit  der  Auffassung 
überein,  die  nach  Gründung  der  ganzen  Logik  auf  das  Identitätsprinzip 
allein  sie  als  unfruchtbar  und  als  unfähig  betrachtet,  etwas  anderes 
hervorzubringen  als  unnütze  Tautologien. 

0 Diese  Scheidung  in  der  uns  beschäftigenden  Frage  ist  reinlich 
durchgeführt  worden  von  Koppelmann,  a.  a.  0.  und  von  Rudolf  Seydel: 
Kants  synthetische  Urteile  a priori,  insbesondere  in  der  Mathematik,  Zeit- 
schrift für  Philosophie  und  phil.  Kritik,  Bd.94.  S.  1— 29  (1888). 

*)  Vgl.  Trendelenburg,  Logische  Untersuchungen,  S. 240 ff. 
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wir  wirklich  in  ihm  »obzwar  nur  dunkel*  denken“  (B.  17). 
Allein  man  sollte  diese  wirklich  recht  zweideutigen  Aus- 
drücke nicht  in  einem  psychologischen  Sinne  ausdeuten;  und  die 
letzte  zitierte  Stelle  beweist  es.  In  der  Tat  konstatiert  man, 
sobald  man  sie  auf  den  Zusammenhang  bezieht»  daß  sie  fol- 
gendes genau  bezeichnet:  Nicht  jede  notwendige  Verknüpfung  ist 
analytisch;  und  aus  dem  Umstande»  daß  wir  genötigt  sind» 
dieses  bestimmte  Prädikat  mit  diesem  bestimmten  Subjekte  zu 
verbinden»  folgt  noch  nicht»  daß  es  darin  logisch  enthalten  sei.^) 
So  versteht  Kant  doch  die  Unterscheidung  im  logischen  Sinne. 
Übrigens  sagt  er  selbst:  „Der  Unterschied  einer  undeutlichen  von 
der  deutlichen  Vorstellung  ist  bloß  logisch»  und  betrifft  nicht  den 
Inhalt“  (B.  61).  Es  ist  offenbar»  daß  er  hier  unter  logisch  das 
versteht»  was  wir  mit  psychologisdi  meinen.  Er  setzt  reinlich 
das»  was  wir  mehr  oder  weniger  implicite  in  einem  Begriff  mit- 
denken» und  die  Art»  auf  die  wir  es  denken»  dem  gegenüber»  was 
darin  logisch  enthalten  ist»  ob  wir  es  nun  wirklich  denken 
oder  nicht.  ^)  Aber  die  Definition  des  Begriffs  ist  es»  welche 
allein  seinen  logischen  Inhalt  bestimmt.  Dies  geht  mit  Evidenz 
aus  den  folgenden  Wendungen  hervor:  „Ich  soll  nicht  auf  das- 
jenige sehen»  was  idi  in  meinem  Begriffe  von  Triangel  wirklich 
denke»  (dieses  ist  nichts  weiter»  als  die  bloßeDefinition)...“ 
(B.  746);  und  später:  „Ich  würde  also  umsonst  über  den  Triangel 
philosophieren»  d.  i.  diskursiv  nachdenken»  ohne  dadurch  im 
mindesten  weiter  zu  kommen»  als  auf  die  bloße  Definition“ 
(B.  747).  Die  Definition  ist  es  also»  welche  als  Kriterium  für 
analytische  Eigenschaften  und  demzufolge  für  analytische  Urteile 
dient. ^)  Warum  ist  das  Urteil  „Alle  Körper  sind  ausgedehnt“ 


y Vgl.  Vaihinger,  Kommentar»  I»  304. 

2)  Prolegomena  § 2a:  „Urteile  mögen  nun  einen  Ursprung  haben, 
welchen  sie  wollen»  oder  auch  ihrer  logischen  Form  nach  beschaffen  sein» 
wie  sie  wollen»  so  gibt  es  doch  einen  Unterschied  derselben»  dem  Inhalte 
nach»  vermöge  dessen  sie 'entweder  bloß  erläuternd  sind  . . . oder 
erweiternd  . . .“ 

3)  Überdies  weiß  man»  mit  welcher  Strenge  Kant  behauptet»  daß 
die  Logik  getrennt  und  unabhängig  von  der  Psychologie  sei  (B.  78  und 
Logik»  § 1 ; Hartenstein»  VIII»  14). 

^)  Diese  Ausdeutung  ist  auch  die  von  Koppelmann  und  Seydel 
(a.  a.  0.). 
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analytisch?  Darum,  weil  der  Begriff  der  Ausdehnung  in  dem  des 
Körpers  enthalten  ist  und  einen  Teil  seiner  Definition  ausmacht. 
Warum  ist  das  Urteil  „Alle  Körper  sind  schwer“  synthetisch? 
Darum,  weil  man  das  Merkmal  der  Schwere  zur  Definition  des 
Körpers  nicht  benötigt;  letzterer  wird  vollständig  definiert  durch 
andere  Merkmale,  und  darum  kann  dieses  ihm  nur  nachträglidi 
synthetisch  zugeschrieben  werden  (B.  12).  Man  sieht:  Was  die 
analytischen  und  synthetischen  Eigenschaften  eines  Begriffes  unter- 
scheidet, ist  die  rein  logische  Tatsache,  daß  sie  einen  Teil  seiner 
Definition  ausmachen  oder  nicht. 


Grundlage  der  analytischen  Urteile. 

Auf  der  anderen  Seite  fragt  es  sich,  was  nach  Kant  die 
Grundlage  der  analytischen  Urteile  ist.  Sie  ist  bald  durch  das 
Prinzip  der  Identität,  bald  durch  das  des  Widerspruchs  gegeben, 
die  er  abwechselnd  unterschieden  und  vermengt  hat.^)  In  der 
Principiorum  primorum  cognitionis  metaphysicae  nova 
dilucidatio  (1755)  betrachtete  Kant  das  Identitätsprinzip,  und 
nicht  das  Prinzip  des  Widerspruchs,  als  die  Grundlage  aller  Wahr- 
heiten, ebensowohl  der  verneinenden  wie  der  bejahenden,  unter 
der  folgenden  Doppelform:  Was  ist,  ist;  was  nicht  ist,  ist 
nicht.  In  der  Untersuchung  über  die  Deutlichkeit  der 
Grundsätze  der  natürlichen  Theologie  und  der  Moral,  III. 
§3  (1764)  betrachtete  Kant  das  Prinzip  der  Identität  als  die 
Grundlage  der  bejahenden  Urteile  und  das  Widerspruchsprinzip 
als  die  der  negativen  Urteile  und  zieh  alle  diejenigen  des  Irrtums, 
welche  das  zweite  als  die  einzige  Grundlage  aller  Wahrheiten 


y Man  kann  sich  daher  wundern,  daß  Kant  als  analytisch  auch  das 
Urteil  betrachtet:  „Das  Gold  ist  gelb“  und  als  synthetisch  das  Urteil: 
„Das  Gold  hat  die  Dichte  19,5“.  In  Wirklichkeit  ist  von  den  beiden  so 
dem  Golde  zugeschriebenen  Merkmalen  das  zweite  das  wesentlichste  und 
dasjenige,  welches  einen  Teil  seiner  chemischen  Definition  ausmacht. 
Trendelenburg  hat  schon  bemerkt,  daß  das  Gewicht  ein  ebenso  wesent- 
liches Merkmal  der  Körper  ist  für  den  Physiker,  wie  die  Ausdehnung  es 
für  den  Geometer  sein  kann.  Münz,  Die  Grundlagen  der  Kantschen 
Erkenntnistheorie  (Halle  a.  S.,  1882). 

y Vgl.  Steckelmacher,  Die  formale  Logik  Kants  in  ihren  Beziehungen 
zur  transzendentalen  (Breslau,  1879). 
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betrachteten.  In  der  Kritik  nimmt  er  nur  mehr  ein  „oberstes 
Prinzip  aller  analgtisdien  Urteile“  an,  es  ist  dies  das  Wider- 
sprudisprinzip,  welches  er  folgendermaßen  formuliert:  „Keinem 
Dinge  kommt  ein  Prädikat  zu,  welches  ihm  widerspricht“  ^),  und 
er  legt  ausdrücklich  dar:  „wenn  das  Urteil  analytisch  ist,  es 
mag  nun  verneinend  oder  bejahend  sein,  so  muß  dessen 
Wahrheit  jederzeit  nach  dem  Satze  des  Widerspruchs  hinreichend 
können  erkannt  werden“  (B.  190).  Die  Wahrheit  zu  sagen:  man 
sieht  nicht  gut  ein,  wie  dieses  rein  negative  Prinzip  als  Grund- 
lage für  alle  analytischen,  „sei  es  bejahenden,  sei  es  verneinenden“, 
Urteile  dienen  kann.  Der  Typus  des  bejahenden  analytischen 
Urteils  ist,  wie  wir  gesehen  haben:  „ab  ist  a“.  Das  Wider- 
spruchsprinzip dagegen,  wie  es  Kant  formuliert,  verbietet  uns, 
dem  Subjekt  a b das  Prädikat  non-a  oder  das  Prädikat  non-b  bei- 
zulegen, aber  es  sagt  uns  keineswegs,  welches  Prädikat  wir  ihm 
beilegen  können  oder  sollen. 

In  den  Prolegomena  (§2,b)  erklärt  Kant  seinen  Gedanken: 
„Weil  das  Prädikat  eines  bejahenden  analytischen  Urteils  schon 
vorher  im  Begriff  des  Subjekts  gedacht  wird,  so  kann  es  von 
ihm  ohne  Widerspruch  nicht  verneint  werden  . . .“.^)  Was  ist 
da  zu  sagen?  Es  handelt  sich  nicht  darum,  es  zu  verneinen, 
sondern  es  zu  bejahen;  aber  wenn  der  Widerspruchsatz  uns  es 
zu  verneinen  verbietet,  so  befiehlt  er  uns  noch  nicht,  es  zu  be- 
jahen, zummindesten  solange  „nicht  verneinen“  nicht  synonym 
mit  „bejahen“  ist.* *).  Kant  setzt  fort:  „Desgleichen  wird  sein 


y Diese  Formel  ist  nicht  die  nach  Möglichkeit  einfachste.  Von 
abo-b  leitet  man  ab:  abo  z.  B.  durch  Multiplikation  der  beiden 
Glieder  mit  h\  das  erste  bleibt  ab,  das  zweite  wird:  b-b—fS,,  Diese 
letzte  Formel  ist  das  wahre  Prinzip  des  Widerspruchs,  von  welchem  das 
Kantische,  wie  man  sieht,  bloß  eine  Konsequenz  darstellt. 

2)  Vgl.  Kritik  der  reinen  Vernunft,  B.  190. 

*)  Kant  sagt  ebenso  in  der  Kritik  (B.  190—191):  „Der  Begriff  (der 
in  dem  Objekt  schon  liegt)  selber  aber  muss  notwendig  von  ihm  bejaht 
werden,  darum,  weil  das  Gegenteil  desselben  dem  Objekte  widersprechen 
würde“.  Dies  setzt  voraus,  daß  man  von  einem  beliebigen  Objekt  den 
einen  oder  anderen  von  zwei  kontradiktorischen  Begriffen  notwendiger- 
weise bejahen  müsse,  d.  h.  dies  setzt  das  Prinzip  vom  ausgeschlossenen 
Dritten  voraus:  „jc  ist  a oder  non-fl“.  Allein  hierin  liegt  ein  drittes 
logisches,  von  den  beiden  anderen  unabhängiges  Prinzip. 
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Gegenteil  in  einem  analgtischen,  aber  verneinenden  Urteile  not- 
wendig von  dem  Subjekte  verneint,  und  zwar  auch  zufolge  des 
Satzes  des  Widerspruchs“.  Dies  ist  richtig,  aber  es  beweist 
bloß,  daß  der  Widerspruchsatz  die  Grundlage  der  analgtischen 
negativen  Urteile  ist;  die  der  analgtischen  bejahenden  Urteile 
muß  man  anderswo  suchen,  wahrscheinlich  in  dem  Identitätsprinzip. 
Endlich  nimmt  Kant  in  seiner  Logik,  Einleitung  § VII  (1800), 
drei  logische  Prinzipien  an:  „den  Identitäts-  oder  Wider- 
spruchsatz als  Grundlage  der  problematischen  Urteile;  den  Satz 
vom  zureichenden  Grunde  als  Grundlage  der  assertorischen 
und  den  Satz  vom  ausgeschlossenen  Dritten  als  Grundlage 
der  apodiktischen  Urteile.  Äuf  diese  Ärt  betrachtete  er  also  den 
Satz  vom  Grunde  als  analgtisch,  obwohl  er  ihn  in  den  Prole- 
gomena,  § 4 (1783)  als  sgnthetisch  qualifiziert.  Man  muß  zuge- 
stehen, daß  es  schwer  ist,  öfter  und  vollständiger  seine  Meinung 
über  eine  so  wichtige  Frage  zu  ändern. 

Es  ist  wahrscheinlich,  daß  Kant  in  der  Kritik  den  Identitäts- 
und Widerspruchsatz  identifizierte:  übrigens  vermengt  er  oft 
genug  die  analgtischen  mit  den  identischen  Urteilen  und  be- 
zeichnet sie  mit  demselben  Namen.^)  Die  analgtischen  Urteile 
werden  virtuell  identische  Urteile,  und  das  ist  es  ohne  Zweifel, 
was  er  sagen  wollte,  als  er  von  den  Prädikaten  sprach,  die  „ver- 
steckter“ Weise,  „verworren“  oder  „dunkel“  im  Subjekt  ent- 
halten seien.  Allein  der  Identitätssatz  berechtigt  nur  zu  iden- 
tischen Urteilen  und  nicht  zu  analgtischen.  Niemals  wird  man 
aus  der  Formel:  „a  ist  a“  die  andere  ableiten  können:  „ab  ist  o, 
aus  dem  sehr  einfachen  Grunde,  weil  diese  eine  Operation  oder 
Verknüpfung  (die  logische  Multiplikation)  enthält,  welche  in  dem 
Identitätssatz  nicht  vorkommt.  Dies  ist  der  Grund,  warum  die 
moderne  Logik  sich  genötigt  sieht,  das  Vereinfachungsprinzip 
(ab  ist  a)  neben  dem  Identitätssatze  und  unabhängig  von 


^)  In  der  Logik,  §§  36,  37,  nennt  er  die  einen  und  die  anderen 
analgtischen  Urteile:  die  einen  implicite,  die  anderen  explicite  (in 
diesem  ersteren  Falle  werden  sie  tautologisch  genannt).  In  der  Kritik 
(Ä.  594)  nennt  er  im  Gegenteil  identisch  die  analgtischen  Urteile  (Vai- 
hinger,  I.  257).  Endlich  will  er  in  den  kleinen  Schriften,  Fortschritte 
und  Entdeckung,  nicht,  daß  man  die  analgtischen  Urteile  „identisch“- 
nenne,  weil  sie  nur  durch  Zerlegung  des  Subjekts  offenbar  würden. 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik.  17 
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demselben  anzunehmen.  Es  scheint,  als  ob  diese  Vorhaltung  nur 
eine  Chikane  wäre,  allein  sie  hat  mehr  Bedeutung  als  man  denkt. 
Sie  beweist  alles  in  allem  die  Unrichtigkeit  der  traditionellen 
Auffassung  der  formalen  Logik,  derzufolge  diese  vollständig  auf 
einem  einzigen  Prinzipe,  dem  Widerspruchsatze,  beruhte;  woraus 
man  alsbald  schloß,  daß  diese  Logik  absolut  unfruchtbar  sei, 
weil  sie  nur  vom  selben  zum  selben  überzugehen  und  nur  leere 
Tautologien  zu  rechtfertigen  gestatte. 

So  wird  man,  wenn  wir  der  Billigkeit  entsprechend  die 
Lehre  von  Kant  auslegen  wollen,  indem  wir  sie  mit  dem  Lichte 
der  modernen  Logik  erhellen,  sagen  müssen,  daß  die  Grundlage 
der  analytischen  Urteile  das  Vereinfachungsprinzip  sei.  Doch  ist 
diese  Formel  zu  eng.  In  der  Tat  will  Kant,  wenn  er  sagt,  daß 
„alle  Schlüsse  der  Mathematik  sich  nach  dem  Widerspruchsatze 
vollziehen“  (B.  14),  im  Grunde  genommen  sagen,  daß  sie  nach 
den  Regeln  der  Logik  vollzogen  werden.  Aber  wir  wissen  heute, 
daß  die  formale  Logik  ohne  einige  zwanzig  unabhängige  Prinzipe 
nicht  begründet  werden  kann.  Was  immer  auch  übrigens  ihre 
Zahl  und  ihre  Ausdrucksform  sein  mögen,  so  müßten  wir,  um 
Kant  in  dem  weitesten  und  günstigsten  Sinne  auszulegen,  den 
Ausdruck  „die  Grundsätze  der  Logik“  seinem  Ausdruck  „Satz 
vom  Widerspruch“  substituieren.  Und  in  Konsequenz  dessen 
müßten  wir  sagen,  daß  die  analytischen  Urteile  diejenigen  sind, 
welche  einzig  und  allein  auf  den  Grundsätzen  der  Logik  beruhen. 

Diese  Formel  ist  noch  nicht  zureichend  und  muß  vervoll- 
ständigt werden  im  Geiste  der  Kantischen  Erklärungen  selbst.  In 
der  Tat  sind  die  Grundsätze  der  Logik  wesentlich  formal,  somit 
vollständig  inhaltsleer.  Um  einen  beliebigen  Schluß  zu  ziehen, 
muß  man  sie  auf  einen  Gegenstand  anwenden.  Dieser  Gegen- 
stand kann  in  einem  logischen  System  nur  in  der  Form  von 
Definitionen  eingeführt  werden.  Es  ist  wirklich  evident,  daß  man 
nur  bezüglich  solcher  Ausdrücke  Schlüsse  ziehen  kann,  die  zu- 
vörderst definiert  sind.  Wir  sahen  höher  oben,  daß  nach  Kant  selbst 
das  Kriterium  der  analytischen  und  synthetischen  Urteile  im  ganzen 
genommen  in  den  Definitionen  liegt.  Alles,  was  in  der  Definition 
eines  Begriffes  enthalten  ist  oder  sich  daraus  logisch  ableiten 
läßt,  ist  ein  analytisches  Merkmal;  alles,  was  hinzugefügt  wird, 
und  wäre  es  auch  kraft  einer  außerlogischen  Notwendigkeit,  ist 
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ein  synthetisdies  Merkmal.  Man  muß  somit  sagen,  um  dem 
Geist,  wenn  nicht  dem  Buchstaben  der  Kantischen  Lehre  nach 
Möglichkeit  treu  zu  bleiben:  Ein  Urteil  ist  analytisch,  wenn  es 
sich  einzig  und  allein  aus  Definitionen  und  Grundsätzen  der  Logik 
ableiten  läßt^);  es  ist  synthetisch,  wenn  sein  Beweis  (oder  seine 
Erhärtung)  andere  Daten  voraussetzt  als  die  logischen  Grundsätze 
und  Definitionen. 

Analytische  und  synthetische  Definitionen. 

Man  könnte  uns  die  Unterscheidung  entgegenhalten,  welche 
Kant  zwischen  analytischen  und  synthetischen  Definitionen  ent- 
wickelt hat.  Diese  in  der  Kritik  der  reinen  Vernunft^)  vor- 
übergehend angeführte  Unterscheidung  wird  in  didaktischer  Weise 
in  der  Logik  § 100  formuliert;  allein  sie  geht  auf  die  vor- 
kritische Periode  zurück  und  ist  hauptsächlich  in  der  Unter- 
suchung über  die  Deutlichket  der  Grundsätze  der  natür- 
lichen Theologie  und  der  Moral  (1764)  entwickelt,  von 
welcher  sie,  wie  es  scheint,  geradezu  die  Leitidee  bildet.  Eine 
analytische  Definition  ist  die  eines  gegebenen  Begriffes;  eine 
synthetische  Definition  ist  die  eines  künstlich  hergestellten 
Begriffes.®)  Man  versteht  den  Ursprung  dieser  beiden  Aus- 

0 Diese  Definition  des  analytischen  Urteils  ist  von  G.  Heymans 
vorgcschlagen  worden,  Zeitschrift  für  Philosophie  und  philosophische 
Kritik,  Bd.  96,  S.  161—172  (1889).  Sie  findet  sich  schon  in  Fr  eg  es 
Grundlagen  der  Arithmetik,  § 3 (1884).  Diese  letztere  Arbeit  ist  von 
vielen  diejenige,  in  der  die  Kantische  Lehre  von  der  Arithmetik  mit 
der  größten  Energie  und  Tiefe  behandelt  worden  ist,  und  die  uns  in  der 
gegenwärtigen  Arbeit  am  meisten  gedient  hat.  Aber  sie  ist  auch  die 
einzige,  deren  die  auf  Kant  bezüglichen  Bibliographien  keine  Erwähnung 
tun.  Wie  nichtig  sind  doch  Bibliographien! 

2)  Die  philosophischen  Definitionen  sind  analytisch,  weil  sie  einen 
gegebenen  Begriff  entwickeln;  die  mathematischen  Definitionen  sind 
synthetisch,  weil  sie  einen  Begriff  erst  hersteilen  (B.  758).  Diese  Unter- 
scheidung stimmt  übrigens  schlecht  zusammen  mit  der  Behauptung, 
welche  Kant  an  derselben  Stelle  aufstellt,  der  nämlich,  daß  die  Mathe- 
matik allein  Definitionen  besitzt;  doch  ist  dies  zweifelsohne  nur  eine 
Wortangelegenheit. 

2)  Wir  vermeiden  den  Ausdruck  „konstruiert“,  um  keine  Zwei- 
deutigkeit gegenüber  dem  besonderen  Sinne  aufkommen  zu  lassen,  den 
Kant  diesem  Worte  beilegt. 


17* 
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drucksweisen:  eine  analytische  Definition  besteht  in  der  Zer- 
legung eines  schon  vorher  vorhandenen  Begriffes;  eine  syn- 
thetische Definition  im  Gegensätze  dazu  setzt  den  Begriff 
zusammen  und  bildet  ihn  aus  den  einzelnen  Stüd^en.  Äber 
nach  der  Logik  (§§  102,  103)  können  die  empirischen  Begriffe 
nicht  synthetisch  definiert  werden;  die  synthetischen  Definitionen 
lassen  sich  also  nur  auf  apriorische,  somit  willkürlich  gebildete 
Begriffe  anwenden:  doch  die  willkürlich  gebildeten  Begriffe  sind 
die  mathematischen  Begriffe.  Somit  sind  alle  mathematischen 
Definitionen  ihrem  Wesen  nach  synthetisch. 

Man  könnte  vom  historischen  Gesichtspunkt  aus  den  Wert 
dieser  Unterscheidung,  welche  aus  einer  Epoche  herstammt,  da 
Kant  einigermaßen  noch  Empirist  war,  in  Frage  ziehen.  Wirk- 
lich ist  die  Unterscheidung  in  dem  kleinen  Werke  von  1764 
vollständig  „tendenziös“:  sie  ist  bestimmt  die  Mathematik  und 
die  Philosophie  vom  Gesichtspunkt  ihrer  Methode  und  ihres  Ge- 
wissheitsgrades aus  einander  gegenüberzustellen;  und  sie  endet 
mit  der  Folgerung,  daß  man  „in  der  Metaphysik  analytisch 
verfahren  müsse,  denn  ihr  Geschäfte  ist  in  der  Tat,  verwor- 
rene Erkenntnisse  aufzulösen“.  Diese  Behauptung  scheint  voll- 
ständig entgegengesetzt  zu  sein  der  kritizistischen  Lehre,  derzu- 
folge  die  metaphysischen  Urteile  synthetisch  sind,  ganz  ebenso 
wie  die  mathematischen  Urteile.  Äber  nicht  minder  bemerkens- 
wert ist,  daß  sie  sich  in  jenem  kleinen  Werke  in  Verbindung  mit 
einigen  der  Lehrsätze  der  transzendentalen  Methodologie  findet, 
nämlich  mit  den  Sätzen:  daß  die  Mathematik  mit  Definitionen  an- 
fängt, während  die  Philosophie  mit  ihnen  schließt;  daß  die 
Mathematik  das  Allgemeine  in  dem  Besonderen  betrachtet  und 
mit  den  Zeichen  in  concreto  arbeitet,  was  sie  vor  Irrtum  be- 
wahrt; daß  endlich  die  philosophische  Gewissheit  von  einer 
anderen  Natur  wie  die  mathematische  und  nichts  unheilvoller 
für  die  Metaphysik  ist,  als  das  Beispiel  der  Mathematik,  d.  h. 
die  Nachahmung  ihrer  Methode.  Es  genügt  somit  nicht  hervor- 
zuheben, daß  die  in  Rede  stehende  Unterscheidung  aus  der  vor- 
kritischen Periode  herstammt,  um  schließen  zu  können,  daß  sie 
nicht  konform  ist  mit  der  rein  kritizistischen  Lehre. 

Eine  andere  Bemerkung  drängt  sich  auf:  in  dem  Werkchen 
von  1764  betrachtet  Kant  die  mathematischen  Begriffe  als  die- 
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jenigcn,  welche  a priori  und  willkürlich  hergestellt  sind;  anders 
ausgedrückt,  definiert  er  die  Mathematik  als  die  Wissenschaft, 
welche  ihre  Gegenstände  a priori  herstellt.  Allein  es  liegt  hier 
eine  Auffassung  vor,  versdiieden  von  derjenigen  in  der  Kritik, 
wo  die  Mathematik  definiert  wird  als  die  vernünftige  Erkenntnis 
mit  Hilfe  der  Konstruktion  der  Begriffe.  Im  ersteren  Falle  läßt 
sich  die  mathematische  Methode  auf  alle  willkürlich  gebildeten 
Begriffe  anwenden;  im  letzteren  Falle  kann  sie  nur  auf  kon- 
struierbare Begriffe  Anwendung  finden,  d.  h.  auf  solche,  die 
anschaulich  darstellbar  sind.^)  Diese  Unterscheidung  ist  oder 
kann  von  großer  Tragweite  sein:  Was  aber  beweist  denn  tat- 
sächlich, daß  die  Metaphysik  ihre  Begriffe  nidit  audi  a priori 
hersteilen  und  demzufolge  die  sogenannte  mathematisdie  Me- 
thode anwenden  könne?  Was  in  der  Kritik  die  mathematischen 
Begriffe  kennzeidinet,  ist  nicht,  daß  sie  synthetisch,  sondern  viel- 
mehr, daß  sie  anschaulich  sind.  Aber  in  dem  Werkchen  von 
1764  ist  von  Ansdiauung  überhaupt  nicht  die  Rede.^)  Kurz,  es 
gibt  nichts,  was  die  absolute  Scheidung  der  Mathematik  und 
der  Philosophie  rechtfertigen  könnte,  sowie  sie  sich  in  der 
Kritik  findet,  weil  es  die  Anschauung  ist,  welche  die  mathe- 
matisdien  und  metaphysischen  Urteile  scheidet,  während  die 
einen  und  die  anderen  in  gleicherweise  synthetisch  a priori  sind. 

Doch  das  sind  nur  nebensächliche  Schwierigkeiten.  Der 
Haupteinwand  ist  der  folgende:  Folgt  aus  dem  Umstande,  daß 
die  mathematischen  Definitionen  synthetisch  und  die  metaphy- 
sischen analytisch  sind,  die  Anschauung,  daß  die  mathematischen 
Urteile  synthetisch  seien?  Nicht  mehr,  als  daß  die  metaphy- 
sischen Urteile  analytisch  sind.  In  der  Tat  werden  die  Merkmale 
analytisch  und  synthetisch  im  ersten  Fall  den  Begriffen,  im 
zweiten  den  Sätzen  beigelegt.  Es  besteht  hier  in  Wirklichkeit 
ein  doppelter  und  ganz  verschiedener  Sinn  dieser  Worte;  und 
wenn  man  einen  Schluß  von  einem  auf  den  anderen  ziehen 
könnte,  so  wäre  dieser  demjenigen,  den  Kant  zu  ziehen  scheint. 


Man  sieht,  warum  wir  mit  Sorgfalt  darauf  gehalten  haben,  die 
Ausdrücke  „konstruieren“  und  „herstellen“  auseinander  zu  halten. 

2)  Erst  im  Jahre  1768  hat  bekanntlich  Kant  „entdedct“,  dass  die 
mathematischen  Urteile  auf  Anschauung  beruhen:  Von  dem  ersten  Grunde 
des  Unterschiedes  der  Gegenden  im  Raume. 
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gerade  entgegengesetzt.  Und  wirklich  folgt  daraus,  daß  die 
mathematischen  Urteile  a priori  hergestellt  werden  und  nur  in- 
folge der  Definition  selbst  bestehen,  nur  die  Tatsache,  daß  der 
Verstand  im  Vorhinein  alles  das  weiß,  was  er  hineingelegt  hat, 
und  daß  er  darüber  analytische  Urteile  fällen  kann.  Im  Gegen- 
sätze dazu  ist  es,  wenn  die  metaphysisdien  Urteile  in  irgend 
einem  Sinne  vollständig  fertig  gegeben  sind,  und  wenn  ihre 
Analyse  so  schwierig  und  fast  immer  unvollständig  ist,  sehr 
wahrscheinlich,  daß  die  bezüglidi  ihrer  gefällten  Urteile  syn- 
thetisdi  sind.  Zusammenfassend  läßt  sich  sagen:  Die  synthetischen 
Begriffe  scheinen  analytischen  Urteilen  Anlaß  geben  zu  müssen, 
und  die  analytischen  Begriffe  umgekehrt  synthetischen  Urteilen.^) 
Wir  sagen  nicht,  daß  diese  Folgerung  logisch  erhärtet  sei,  sondern 
nur,  daß  sie  viel  plausibler  ist  als  die  entgegengesetzte  Folge- 
rung, und  daß  man  daher  keineswegs  aus  dem  synthetischen 
Charakter  der  mathematischen  Definitionen  den  synthetischen 
Charakter  der  mathematischen  Urteile  erschließen  dürfte.^) 

Wir  konstatieren  ferner,  wenn  wir  nicht  so  sehr  die  Mei- 
nung von  Kant,  als  vielmehr  den  Gebrauch  der  Mathematiker 
zu  Rate  ziehen,  daß  alle  mathematischen  Definitionen  rein 
nominale  sind.  Sie  bestehen  darin,  den  Sinn  eines  neuen  und 
als  unbekannt  vorausgesetzten  Ausdruckes  festzulegen  in  Ab- 
hängigkeit von  alten  Ausdrücken,  deren  Sinn  bereits  bekannt  ist 
(sei  es,  daß  man  sie  vorher  definiert  hat,  sei  es,  daß  man  sie 
als  undefinierbar  betrachtet).  Noch  strenger  in  dem  Stil  der 
mathematischen  Logik  ausgesprochen  ist  eine  Definition  eine 
logische  Gleichheit  (eine  Identität),  deren  erstes  Glied  ein  neues 
Zeichen  ist,  welches  noch  keinen  Sinn  besitzt,  und  deren  zweites 
Glied,  das  aus  bekannten  (und  infolgedessen  das  zu  Definierende 

y H.  Vaihinger  nimmt  selbst  an,  dass  dies  für  einen  gegebenen 
Augenblick  Kants  Gedanke  war  (I,  273).  Wir  gehen  nicht  so  weit,  und 
jedenfalls  benötigen  wir  nicht  diese  historische  Hypothese. 

2)  Diese  Verwirrung  ist  schon  von  H.  Vaihinger  und  von  Koppel- 
mann (a.  a.  0.)  aufgezeigt  worden.  Richard  Manno  vertritt  mit  Recht 
den  Standpunkt,  daß  ein  Urteil,  welches  logisch  aus  einer  Definition  er- 
fließt,  analytisch  sei,  selbst  dann,  wenn  diese  Definition  (wie  alle  die 
mathematischen  Definitionen)  auf  einer  willkürlichen  Synthese  beruht: 
Wesen  und  Bedeutung  der  Synthesis  in  Kants  Philosophie.  Zeitschrift 
für  Philosophie,  Bd.  94  (1888). 
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nidit  enthaltenden)  Zeichen  zusammengesetzt  ist,  den  Sinn  des  in 
Frage  stehenden  Zeichens  bestimmt.  Eine  Definition  ist  nicht 
ein  Lehrsatz,  denn  sie  ist  weder  wahr  nodi  falsch;  man  kann 
sie  weder  beweisen,  noch  widerlegen;  es  ist  eine  Überein- 
kunft, welche  ausschließlich  auf  der  Anwendung  eines  einfachen 
Zeichens  beruht,  das  man  einer  Gesamtheit  von  Zeichen  sub- 
stituiert. Ohne  Zweifel,  wird  sie,  wenn  einmal  diese  Überein- 
kunft angenommen  ist,  zu  einem  Lehrsatz  in  dem  Sinne,  daß 
man  sich  auf  sie  bezieht,  um  in  den  späteren  Schlüssen  an 
die  Stelle  eines  Gliedes  ein  anderes  zu  setzen  (wozu  würde 
sie  sonst  überhaupt  nützlich  sein?);  Die  Definition  ist  aber  ein 
identischer  Satz,  weil  nicht  nur  das  erste  Glied  keinen  anderen 
Sinn  hat  als  das  zweite,  sondern  weil  ihm  nur  durch  das 
zweite  ein  Sinn  zukommt.  Ja  noch  mehr:  dieser  identische  Satz 
kann  in  keiner  Weise  als  ein  Beweisprinzip  betrachtet  werden, 
solange  die  daraus  gezogenen  Schlüsse  in  der  Substituierung 
des  Definiens  durch  das  Definiendum  ^)  oder  umgekehrt  bestehen. 
Man  könnte  somit  dieselben  Schlüsse  (auf  eine  nur  weitläufigere 
und  kompliziertere  Art)  ziehen,  indem  man  sich  vollständig  der 
Definition  entschlägt  und  überall  das  Definiendum  durch  das  De- 
finiens ersetzt.  Zusammengefaßt:  Eine  Definition  ist  weder  eine 
Wahrheit  noch  eine  Quelle  von  Wahrheiten,  sie  hat  keinen  An- 
teil an  der  logischen  Verkettung  der  Sätze,  sie  bildet  nur  eine 
bequeme  Hilfe,  ein  Mittel  der  Abkürzung  für  dieselbe.  Infolge- 
dessen verschlägt  es  wenig,  ob  man  sie  analytisch  oder  syn- 
thetisch nennt  (das  ist  eine  Wortangelegenheit),  ihre  Natur  und 
ihre  Form  können  in  keiner  Weise  den  analytischen  oder  syn- 
thetischen Charakter  der  Sätze  beeinflussen,  die  man  daraus 
oder  vielmehr  mit  ihrer  Hilfe  gewinnt.  Und  in  allen  Fällen 
und  in  dem  Maße,  als  eine  Definition  die  Rolle  eines  Satzes 
spielt,  ist  sie  und  kann  sie  niemals  etwas  anderes  sein  als  ein 
identischer  Satz.^) 


^)  Wir  sagen  „Definiens“  und  nicht  „Definition“,  weil  wir  eben  ge- 
sagt haben,  daß  die  „Definition“  geradezu  die  logische  Gleichheit  ist  von 
„Definiens“  und  Definiendum. 

2)  Diese  Theorie  der  mathematischen  Definition  ist  mit  großer  Strenge 
von  Frege  entwickelt  worden,  Grundlagen  der  Ärithmetik  (1884),  und 
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Nachdem  diese  Prinzipien  einmal  entwidcelt  sind,  wollen 
wir  nunmehr  untersuchen,  ob  die  Grundlagen  und  Beweise  der 
Mathematik  wirklich  synthetisch  sind.  Immerhin  ist  es  wichtig 
zu  beachten,  daß  die  Meinung  von  Kant  bezüglich  der  Beweise 
gewechselt  zu  haben  scheint.  In  der  transzendentalen  Me- 
thodenlehre behauptet  er,  wie  wir  gesehen  haben,  daß  die 
Mathematik  allein  Beweise  besitzt,  d.  h.  apodiktische  Beweise, 
soweit  sie  anschaulicher  Natur  sind;  und  er  weist  den 
Namen  eines  Beweises  bei  den  rein  logischen  (analytischen),  aus 
bloßen  Begriffen  gewonnenen  Ableitungen  zurück.  Im  Gegen- 
sätze dazu  legt  er  in  den  Prolegomena  (§  2 C)  und  in  der  Ein- 
leitung der  Kritik  (B.  14)  dar,  daß  „die  mathematischen  Über- 
legungen sämtlich  dem  Widerspruchsatze  folgend  fortschreiten 
(was  die  Natur  aller  apodiktischen  Gewißheit  verlangt)“. 
Es  ist  schwierig,  hierin  nicht  einen  Widerspruch  zu  finden. 
Allein  man  sieht  leicht,  daß  er  an  der  letzten  Stelle  ein  unkluges 
Zugeständnis  denjenigen  macht,  welche  behaupten,  daß  die  ma- 
thematischen Urteile  analytisch  seien,  und  die  Methodenlehre  ist 
es,  die  seinen  eigentlichen  Gedanken  enthält,  seine  Lehre  in 
wohlerwogener  und  systematischer  Form. 

Was  ist  reine  Mathematik? 

Noch  eine  andere  schwierigere  Frage  ist  vorläufig  zu  be- 
antworten, nämlich  die,  was  sind  die  Disziplinen,  welche  Kant 
als  an  der  reinen  Mathematik  teilhabend  betrachtet  hat  und  was 
ist  ihr  Bezug  auf  die  beiden  apriorischen  Formen  der  Sinnlich- 
keit, die  nach  ihm  ihr  Fundament  bilden.  Der  Gedanke  von 
Kant  ist  in  eigentümlicher  Weise  schwankend  bezüglich  dieser 
zwei  doch  wesentlichen  Punkte.  In  der  Dissertation  (1770)  war 
der  Raum  der  Gegenstand  der  Geometrie,  die  Zeit  derjenige  der 
reinen  Mechanik.  Und  diese  beiden  Wissenszweige  hatten  teil 


Grundgesetze  der  Arithmetik,  Bd.  I,  § 27  (1893),  Bd.  II,  §§  55—67  (1903). 
Sie  ist  auch  formuliert  und  angewendet  worden  von  H.  Peano  in 
seinem  Wörterbuch  der  Mathematik.  Vgl.  Peano,  Les  definitions  mathe- 
matiques,  und  Burali-Forti,  Sur  les  differentes  methodes  logicjues  pour 
la  definition  du  nombre  reel,  Bibliotheque  du  Congres  de  Philosophie, 
Bd.  III. 
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an  der  reinen  Mathematik.  Was  die  Zahl  betrifft,  so  war  die- 
selbe ein  „Verstandesbegriff“,  der  sich  in  concreto  mit  Hilfe 
von  Raum  und  Zeit  verwirklichte.^)  In  der  transzendentalen 
Ästhetik  ist  der  Raum  die  Grundlage  der  geometrischen  Wahr- 
heiten, doch  wird  nicht  gesagt,  von  welcher  Disziplin  die  Zeit 
die  Grundlage  bildet;  die  apodiktischen,  auf  dieser  apriorischen 
Form  gegründeten  Sätze  sind  die  folgenden:  „Die  Zeit  hat  nur 
eine  Dimension:  versdiiedene  Zeiten  sind  nicht  zugleidi,  son- 
dern nacheinander“  (§  4,  3).  Dies  sind  „die  Axiome  der  Zeit“ 
nach  der  ersten  Auflage  der  Kritik;  sie  haben,  wie  man 
sieht,  nichts  gemein  mit  den  Axiomen  der  Arithmetik.  In  der 
„transzendentalen  Erörterung“,  die  in  der  zweiten  Auflage  hin- 
zugefügt ist  (§  5),  ist  Kant  ein  wenig  ausführlidier:  die  Zeit  be- 
gründet die  Möglichkeit  aller  Veränderung,  im  besonderen  der 
Bewegung  (Veränderung  des  Orts)  und  demzufolge  „die  all- 
gemeine Bewegungslehre,  die  nicht  wenig  fruchtbar  ist“  und  als 
eine  synthetische  Erkenntnis  a priori  bezeichnet  wird.  Diese 
Auffassung  ist  übrigens  konform  mit  der  von  Kant  bezüglich 
des  Widerspruchssatzes  aufrecht  erhaltenen  Behauptung,  daß 
nämlidi  dieser  Satz  synthetisch  wird,  sobald  man  in  demselben 
den  Begriff  der  Zeit  einführt  und  ihn  folgendermaßen  ausspricht: 
„Es  ist  unmöglich,  daß  etwas  zugleich  sei  oder  nicht  sei“  (A. 
152,  B.  191).^)  Allein  sie  steht  in  sdilechter  Übereinstimmung 
mit  dem,  was  Kant  in  der  transzendentalen  Ästhetik  (§  7)  er- 
klärt, daß  nämlich  der  Begriff  der  Bewegung  der  Erfahrung 
entstammt,  weil  er  bereits  die  Erfassung  irgend  eines  beweg- 
lichen Dinges  voraussetzt  (A.  41,  B.  58).  Kant  besteht  gleichwohl 


1)  „Hinc  Mathesis  pura  Spatium  considerat  inGeometria,  tempus 
in  Medianica  pura.  Äccedit  hisce  conceptus  quidam,  in  se  quidem 
intellectualis , sed  cujus  tarnen  actuatio  in  concreto  exigit  opitulantes 
notiones  temporis  et  spatii  (successive  addendo  plura  et  juxta  se  simul 
ponendo),  qui  est  conceptus  numeri,  quem  tractat  Ärithmetica.“  De 
mundi  sensibilis  et  intelligibilis  forma  et  principiis,  § 12. 
Vgl.  R. Seydel,  Kants  synthetische  Urteile  a priori,  insbesondere  in  der 
Mathematik,  Zeitschrift  für  Philosophie,  Bd. 94  (1888);  E. Fink,  Kant  als 
Mathematiker,  In.-Dissertation  (Erlangen,  1889). 

2)  Vgl.  Transzendentale  Ästhetik,  § 5:  „Nur  in  der  Zeit  können 
beide  kontradiktorisch  entgegengesetzte  Bestimmungen  in  einem  Dinge, 
nämlich  nacheinander,  anzutreffen  sein.“ 
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darauf:  er  behauptet,  daß  „in  dem  betrachteten  Raume  als 
solchem  nichts  Bewegliches  enthalten“,  daß  das  Bewegliche  nur 
aufgrund  von  Erfahrung  im  Raum  anzutreffen  und  somit  ein 
empirisches  Datum  sei.  Selbst  der  Begriff  der  Veränderung 
kann  kein  Datum  a priori  der  transzendentalen  Ästhetik  sein, 
denn  die  Zeit  selbst  ändert  sich  nicht,  und  nur  der  Inhalt  der 
Zeit  ist  es,  welcher  wechselt.  Man  fragt  sich  aber  dann,  was 
in  dieser  Theorie  aus  der  „allgemeinen  Bewegungslehre“  wird, 
die  Kant  ein  wenig  weiter  oben  als  eine  reine  und  apri- 
orische betrachtete.^) 

Kants  Gedanke  scheint  in  der  Lehre  vom  Schematismus 
eine  präzise  und  feste  Gestalt  zu  bekommen,  wo  bekannt- 
lich die  Zahl  als  ein  Schema  (das  Schema  der  Größe)  dar- 
gestellt wird,  d.  h.  als  eine  apriorische  Bestimmung  der  Zeit- 
anschauung (und  nicht  der  Raumanschauung).  Ällein  wenn  man 
die  transzendentale  Methodenlehre  zu  Rate  zieht,  so  findet  man, 
daß  die  Zahl  sich  zugleich  oder  ganz  beliebig  auf  Raum  oder 
Zeit  bezieht  (Ä.  724,  B.  752).  In  den  Prolegomen  a (§  10) 
bestimmt  Kant,  zwei  Jahre  bloß  nach  dem  Erscheinen  der 
Kritik,  folgendermaßen  die  Beziehungen  der  mathematischen 
Disziplinen  zu  den  apriorischen  Anschauungen:  „Geometrie  legt 
die  reine  Anschauung  des  Raumes  zum  Grunde.  Arithmetik 
bringt  selbst  ihre  Zahlbegriffe  durch  sukzessive  Hinzusetzung 
der  Einheiten  in  der  Zeit  zustande,  vornämlich  aber  reine 
Mechanik  kann  ihre  Begriffe  von  Bewegung  nur  vermittelst 
der  Vorstellung  der  Zeit  zustande  bringen“.  Die  Worte  „vor- 
nämlich aber“  verraten  die  Verlegenheit  und  das  Schwanken 
Kants.^)  In  dem  Vorworte  zu  den  Metaphysischen  Anfangs- 
gründen der  Naturwissenschaft  (1786),  behauptet  er,  daß 
„die  Mathematik  nicht  anwendbar  sei  auf  die  Formen  des 
inneren  Sinnes  und  ihre  Gesetze“,  weil  „diese  Erweiterung  der 
Erkenntnis  sich  zu  der,  welche  die  Mathematik  der  Körperlehre 


^)  überdies  fragt  man  sich,  wie  Kant,  wenn  er  nicht  einmal  eine 
Mechanik  oder  mindestens  eine  reine  Kinematik  annimmt,  eine  reine 
Physik  annehmen  kann,  welche  noch  viel  mehr  den  Begriff  der  Materie 
voraussetzt. 

2)  Eine  schon  von  Michaelis  gemachte  Bemerkung,  Über  Kants 
Zahlbegriff,  Programm,  Berlin,  1884. 
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verschafft,  ohngcfähr  so  verhalten  würde,  wie  die  Lehre  von 
den  Eigenschaften  der  geraden  Linie  zur  ganzen  Geometrie. 
Denn  die  reine  innere  Anschauung  ...  ist  die  Zeit,  die  nur 
eine  Dimension  hat.“^)  Auf  diese  Art  existiert  die  Mathematik 
der  Zeit  sozusagen  nicht,  oder  reduziert  sich  auf  sehr  wenig 
Dinge,  auf  das,  was  Kant  (ebda.)  „das  Gesetz  der  Stetigkeit 
in  dem  Abflüsse  der  Veränderungen  des  inneren  Sinnes  nennt“. 
Man  sieht,  daß  hier  keine  Rede  von  der  Arithmetik  ist,  und 
noch  viel  weniger  von  der  Mechanik.  Unter  allen  diesen 
Schwankungen  wird  nur  ein  Punkt  festgehalten:  Es  ist  das 
Entsprechen  der  Geometrie  und  des  Raumes.  Aber  Kant  stockt 
bei  jener  Disziplin,  deren  Grundlage  die  Zeit  ist.^)  Diese  ist 
bald  die  Arithmetik,  gemäß  der  Theorie  des  Schematismus,  und 
bald  die  Mechanik,  gemäß  dem  gemeinen  Menschenverstände. 
Aber  bald  bemerkt  Kant,  daß  die  Mechanik  ebensowohl  auf  den 
Raum  wie  auf  die  Zeit  begründet  ist,  oder  aber,  daß  sie  ein 
empirisches  Datum  in  sich  enthält  (die  Materie,  den  Träger  der 
Bewegung),  und  daher  kommt  er  auf  die  Auffassung  der  Arith- 
metik zurück  als  reiner  Wissenschaft  von  der  Zeit,  obwohl  ihn 
dieselbe  nicht  befriedigt.^)  Allein  er  ist  hier  in  gewissem  Sinne 
in  die  Enge  getrieben  worden.^)  Wie  dem  auch  immer  sein  mag, 
so  werden  wir  uns  an  die  in  der  Einleitung  angezeigte  Teilung 
halten:  wir  werden  als  reine  Mathematik  nur  die  Arithmetik 
(mit  der  Algebra  und  der  Analysis)  auf  der  einen  Seite,  und 
die  Geometrie  auf  der  andern  Seite  betrachten;  und  wir  werden 
der  Reihe  nach  die  Sätze  dieser  beiden  Disziplinen  einer  Prüfung 
unterziehen,  um  ihren  synthetischen  oder  analytischen  Charakter 
ausfindig  zu  machen. 


y Ed.  Hartenstein,  IV,  361. 

2)  Daß  Kants  Lehre  bezüglich  der  Arithmetik  nicht  unabhängig 
ist,  daß  sie  beherrscht  und  beirrt  wurde  durch  die  systematischen  Vor-- 
urteile  und  durch  die  falsche  Analogie  der  Geometrie,  haben  bereits 
bemerkt:  Michaelis,  a.  a.  0.;  W.  Brix,  Der  math.  Zahlbegriff  und  seine 
Entwicklungsformen,  Philos.  Studien,  Bei.  V u.  VI  (1890—1891),  Kap.  III,  § 1. 

3)  Viele  Kantianer  haben  mindestens  bezüglich  dieses  Punktes  Be- 
denken, undSirW.R. Hamilton  hat  sich  nicht  gescheut,  die  Algebra  als 
die  Wissenschaft  der  reinen  Zeit  zu  betrachten  (Essay  on  Algebra  as  the 
Science  of  pure  Time,  1833). 

'‘j  Wie  dies  sehr  gut  bemerkt  hat  Michaelis  a.  a.  0. 
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Sind  die  arithmetischen  Urteile  sgnthetisdi? 

Da  Kant  seine  Behauptung  nur  durdi  Beispiele  beweist,  so 
sind  wir  genötigt,  seine  eigenen  Beispiele  durdizugehen.  Kant 
behauptet,  bezüglich  der  speziellen  Gleichung  7-\-5=12  seine 
Schlüsse  ziehend,  daß  „der  Begriff  der  Summe  von  7-]- 5 nichts 
weiter  enthalte,  als  die  Vereinigung  beider  Zahlen  in  eine 
einzige“.  Daß  diese  Vereinigung  keineswegs  aber  den  Ge- 
danken dieser  einen  Zahl  in  sich  enthält;  daß  man  ferner, 
soviel  man  will,  den  Begriff  dieser  Summe  zergliedern  kann, 
ohne  darin  die  Zahl  12  zu  finden,  und  daß  man  dazu  aus  diesem 
Begriff  „herausgehen“  und  die  Anschauung  zu  Hilfe  nehmen 
muß,  z.  B.  durch  Abzählung  an  den  eigenen  Fingern  (B.  15). 
Hier  liegen  ebenso  viele  aus  der  Luft  gegriffene  Behauptungen 
vor,  die  nur  bei  einer  roh  empiristischen  Auffassung  der  Arith- 
metik sich  rechtfertigen  ließen.^)  Ganz  im  Gegenteil  enthält  der 
Begriff  der  Summe  von  7 und  5,  eben  weil  er  die  Vereinigung 
zweier  Zahlen  (oder  genauer  von  ihren  Einheiten)  in  eine 
einzige  Zahl  enthält,  diese  Zahl  selbst,  vorausgesetzt,  daß  diese 
dadurch  auf  eine  eindeutige  Weise  bestimmt  ist.  Zwischen  7 
-f-5  und  12  besteht  nicht  bloß  Gleichheit,  sondern  absolute 
Identität.^)  Dieser  Lehrsatz  ergibt  sich  also  auf  der  einen  Seite 
aus  dem  Identitätsprinzip,  auf  der  andern  Seite  aus  der  De- 
finition der  Summe  und  der  Zahlen  7 und  5,  und  infolgedessen 


^)  Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß  Kant  als  Beispiel  eine  besondere 
(oder  besser  einzelne)  arithmetische  Wahrheit  benützt,  für  die  seine  Be- 
hauptung plausibler  erscheint.  Allein  man  könnte  annehmen,  daß  seine 
Behauptung  vielleicht  wahr  wäre  für  die  besonderen  Sätze,  aber  falsch 
für  die  allgemeinen  Sätze,  welche  eigentlich  die  Lehrsätze  der  Wissen- 
schaft von  den  Zahlen  begründen.  Und  für  diese  gerade  hatte  Kant 
seine  Behauptung  müssen  rechtfertigen.  Allein  vielleicht  betrachtete  er 
sie  (mit  Unrecht)  als  Theoreme  der  Algebra.  In  diesem  Falle  verweisen 
wir  den  Leser  auf  das  weiter  unten  über  die  Algebra  Gesagte. 

2)  Diese  Anschauung  hat  schon  Zimmermann  verteidigt:  Über 
Kants  mathematisches  Vorurteil  und  dessen  Folgen,  Sitzungsberichte  der 
k.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien,  philos.-hist.  Klasse,  Sitzung 
V.  11.  Jan.  1871  (Bd.  67,  S.  7—48),  und  R.  Seydel,  Kants  synthetische 
Urteile  a priori,  insbesondere  in  der  Mathematik,  Zeitschrift  für  Philo- 
sophie, Bd.  94  (1888). 


Kants  Philosophie  der  Mathematik. 


269 


ist  er  analytisdi.^)  Man  hat  nicht  nötig,  auf  irgend  welche  An- 
schauung zurückzugreifen,  sei  es  auf  die  Anschauung  der  Finger 
der  Hand,  der  Rechenpfennige  oder  Kieselsteine,  um  in  aller 
Strenge  diesen  Satz  zu  beweisen.^)  Kant  behauptet,  daß  der 
synthetische  Charakter  der  arithmetischen  Wahrheiten  noch  besser 
in  die  Erscheinung  tritt,  wenn  es  sich  um  höhere  Zahlen  handelt 
(B.  16),  aber  dieses  Argument  kehrt  sich  gegen  ihn  selbst.  In 
der  Tat  ist  es  praktisch  unmöglich,  eine  genaue  und  vollständige 
Anschauung  von  Zahlen  von  der  Ordnung  der  Millionen  zu 
haben,  und  niemals  könnte  man  sie  handhaben,  noch  genau  mit 
ihnen  rechnen,  wenn  dies  ein  Zurückgehen  auf  die  Anschauung 
verlangte.  Was  von  den  großen  Zahlen  gilt,  das  gilt  auch  von 
den  kleineren,  und  demzufolge  ist  es  nicht  die  Anschauung, 


y Hier  ist  übrigens  die  formale  Äbleitung  dieses  Satzes: 
Definitionen: 

2=1  + 1,  3 = 2+1,  4 = 3+1,  5=4+1,  6=5+1,  7=6+1, 
8=7+1,  9 = 8+1,  10  = 9+1,  11  = 10+1,  12=11  + 1. 

Kraft  der  Definition  der  Summe  hat  man: 

a + (b  + 1)  = (a  + b)  + 1. 

Somit: 


7 + 5=7+(4+l)  = (7  + 4)  + l,  7 + 4 = 7+(3+1)  = (7  + 3)  + 1, 
7 + 3=7+(2+l)  = (7+2)  + l,  7 + 2=7+(1  + 1)  = (7+1)  + 1. 


Aber: 

Somit: 


7+1  = 8. 


7+2=8+1  = 9,  7 + 3 = (7  + 2)  + l = \x.s.U 
7+4  = (7  + 3)+l  = \x.s.i.,  7 + 5=11  + 1 = 12. 

q.  e.  d. 

Man  bemerkt,  dass  wir  beständig  durch  Substitution  von  gleichen, 
d.  h.  identischen  Andrücken  fortgeschritten  sind,  derart,  daß  unsere 
Ableitung  einfacher  und  im  höheren  Grade  analytisch  ist,  als  irgend  ein 
Syllogismus. 

2)  J.  Pommer  (Zur  Abwehr  einiger  Angriffe  auf  Kants  Lehre  von 
der  synthetischen  Natur  mathematischer  Urteile)  zieht  die  pädagogischen 
Prozesse  der  Elementarschule  herein.  Dieses  Argument  kehrt  sich  aber 
gegen  ihn  selbst,  denn  in  der  Elementarsdiule  beruft  man  sich  auch  auf 
die  Anschauung,  um  das  Kommutationsgesetz  der  Multiplikation  (mit 
Hülfe  eines  Tableaus)  darzulegen.  Aber  man  kann  (was  auch  dieser 
Verfasser  darüber  sagen  mag)  auf  logischem  Wege  das  Kommutations- 
gesetz  beweisen  ohne  Berufung  auf  die  Anschauung,  ebenso  wie  man 
logisch  beweist,  daß  7 + 5=  12  ist. 
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sondern  der  Vernunftschluß,  der  uns  zu  behaupten  gestattet,  daß 
2 und  2 4 machen. 

Das  ist  aber  nicht  die  Meinung  Kants,  der  im  Gegenteil 
alle  arithmetischen  Einzelwahrheiten  dieser  Art  als  „unmittelbar 
gewisse“,  „evidente“  und  „unbeweisbare“  Sätze  betrachtet 
(B.204 — 205).  Es  ergibt  sich  daraus  die  folgende  stark  para- 
doxe Konsequenz,  daß  man  nämlidi  eine  unendliche  Anzahl  von 
Axiomen  annehmen  müßte,  da  ja  derartige  Wahrheiten  in  un- 
endlicher Zahl  vorhanden  sind.^)  Kant  hat  die  Schwierigkeit 
bemerkt  und  entzieht  sich  derselben,  indem  er  diese  Wahrheiten 
nicht  Axiome,  sondern  „Zahlenformeln“  nennt,  weil  sie  nicht 
allgemein  sind  (wie  die  Axiome  der  Geometrie).  Welchen  Namen 
er  ihnen  aber  auch  immer  geben  möge,  so  ist  es  nicht  minder 
wahr,  daß  er  eine  unendliche  Zahl  von  synthetischen  und  un- 
zurückführbaren  Grundsätzen  annimmt,  was  wenig  zum  Begriff 
einer  rationalen  Wissenschaft  paßt.  Aber  wie  kommt  es  dann, 
daß  man  der  Rechnung  bedarf,  und  manchmal  selbst  langer 
Rechnungen,  um  sie  abzuleiten  oder  zu  beweisen?  Wenn  die 
arithmetischen  Wahrheiten  in  Wirklichkeit  anschaulich  wären,  so 
wäre  es  nicht  so  schwierig,  sich  zu  überzeugen,  daß  eine  gegebene 
Zahl  eine  Primzahl  ist  oder  das  berühmte  Theorem  von  Gold- 
bach zu  verifizieren  (ich  sage  nicht  zu  beweisen):  „Jede  gerade 
Zahl  ist  die  Summe  zweier  Primzahlen“.  In  Wirklichkeit  liegt 
hier  ein  fundamentaler  Irrtum  über  die  Natur  der  einzelnen  arith- 
metischen Wahrheiten  vor,  welche  sämtlich  beweisbar  sind;  die 
einzigen  grundlegenden  oder  unbeweisbaren  Wahrheiten  der 
Arithmetik  sind  die  allgemeinen  Sätze  oder  Axiome,  mit  welchen 
gerade  Kant  sich  nicht  beschäftigt. 

Es  genügt  nicht,  einen  Irrtum  zu  widerlegen,  sagt  man  oft, 
man  muß  ihn  auch  erklären.  Der  Irrtum  Kants  erklärt  sich  durch 
seine  zu  enge  und  einseitige  Auffassung  der  Logik.  ^)  Er  sagt 


y Eine  Bemerkung,  die  W.  Brix  macht,  a.  a.  0.,  Kap.  III,  § 3. 

2)  Diese  Auffassung  offenbart  sich  bereits  in  der  kleinen  Schrift: 
Über  die  negativen  Größen  (1763)  durch  die  Unterscheidung  der 
logischen  Gründe  als  Folgerungen  des  Identitätsprinzips  und  der  realen 
Gründe,  wofür  Kant  in  folgendem  Satze  ein  Beispiel  gibt:  „Ihr  möget, 
nun  den  Begriff  vom  göttlichen  Wollen  zergliedern,  soviel  euch  beliebt, 
so  werdet  ihr  niemals  eine  existierende  Welt  darin  antreffen,  als  wenn 
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an  der  zuletzt  herangezogenen  Stelle:  „Wir  möchten  unsere  Be- 
griffe drehen  und  wenden,  wie  wir  wollen,  wir  könnten  ver- 
mittelst der  bloßen  Zergliederung  unserer  Begriffe  die  Summe 
niemals  finden  . . (B.  16).  Allein  wer  sagt  uns,  daß  alle  Be- 
griffe zusammengesetzt  sind  aus  Teilbegriffen  von  der  Art,  daß 
ihre  Zergliederung  hinreicht,  um  alle  ihre  Eigenschaften  aufzu- 
decken? Hierin  liegt  eine  vollständig  willkürliche  Voraussetzung 
der  alten  Logik,  welche  sich  auf  gewisse  empirische  Begriffe 
anwenden  läßt,  aber  gerade  nicht  auf  die  mathematischen  Be- 
griffe.^) Dieselbe  fast  naive  Forderung  offenbart  sich  an  einer 
anderen  Stelle:  „Ich  denke  weder  in  der  Vorstellung  von  7,  noch 
von  5,  noch  in  der  Vorstellung  von  der  Zusammensetzung  beider, 
die  Zahl  72“  (B.  205).  Daß  der  Begriff  von  12  nicht  enthalten 
ist,  weder  in  7 noch  in  5,  das  ist  nur  zu  evident;  allein  daß  er 
nicht  enthalten  ist  in  der  „Zusammensetzung“  von  7 und  5,  das 
ist  gerade  die  Frage:  und  das  hängt  davon  ab,  was  man  unter 
„Zusammensetzung“  versteht.  Kant  hat  so  sehr  die  Schwäche 
dieses  Arguments  gefühlt,  daß  er  eine  Klammer  hinzufügt,  in 
der  er  eine  subtile  Unterscheidung  zwischen  „Zusammensetzung“ 
und  „Addition“  zu  machen  scheint:  „Daß  ich  diese  (die  Zahl  12) 
in  der  Addition  beider  denken  solle,  davon  ist  hier  nicht  die 
Rede“,  (es  scheint  uns  im  Gegenteil,  daß  davon  hier  sehr  wohl 
die  Rede  ist);  „denn  bei  dem  analytischen  Satze  ist  nur  die 
Frage,  ob  ich  das  Prädikat  wirklich  in  der  Vorstellung  des  Subjekts 
denke.“  Man  möchte  für  den  ersten  Augenblick  glauben,  daß 

sie  darin  enthalten  und  um  der  Identität  willen  dadurch  gesetzt  sei“ 
(Hartenstein,  II,  104).  Man  wird  die  formelle  Analogie  dieses  Satzes  mit 
denen  der  Kritik  bemerken,  wo  die  synthetischen  Urteile  in  Frage  stehen 
(B.  15;  B.  m usw.). 

2)  Wenn  man  sehen  will,  wie  sehr  die  klassische  Logik  sich  als  un- 
zureichend erweist  gegenüber  den  einfachsten  mathematischen  Urteilen, 
so  braucht  man  nur  die  kleine  schon  erwähnte  Schrift  von  J.  Pommer 
zu  lesen.  Man  wird  hier  das  Argument  finden,  daß  das  Prädikat  in  dem 
Satze:  74-5  = 72  nicht  12  ist,  sondern  „gleich  12“,  vorausgesetzt,  daß 
die  logische  Kopula  nicht  „gleich“,  sondern  „ist“  bedeutet;  daraus  folgt, 
daß  die  Umkehrung  von  7-\-5=12  nicht  ist  12=z7~{-5,  sondern  viel- 
mehr: „Irgend  etwas,  das  gleich  72  ist,  ist  die  Summe  von  7-F5.“  Ein 
derartiger  Kommentar  der  Kantschen  Behauptung  ist  gleichwertig  mit  einer 
indirekten  Widerlegung.  Vgl.  W.  Reichardt,  der  weiter  unten  zitiert  wird 
(S.  279,  Anm.  1). 
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Kant  sidi  hier  auf  eine  Betrachtung  psychologischer  Ärt  zurüdc- 
zieht,  indem  er  das  untersdieidet,  was  man  denken  soll,  und 
das,  was  man  in  Wirklichkeit  denkt;  darauf  wäre  zu  ant- 
worten, daß,  wenn  er  nicht  in  Wirklichkeit  das  Prädikat  in 
der  Vorstellung  des  Subjekts  denkt,  dies  daher  kommt,  daß  er 
sich  dieses  Subjekt  in  Wirklichkeit  nicht  vorstellt.  Es  ist  klar, 
daß,  wenn  man  sich  mit  einem  symbolischen  Gedanken  (wie 
Leibniz  sagte)  zufrieden  gibt,  d.  h.  mit  der  Vorstellung  der  Zeichen 
7, -[-,5,  man  dadurch  nicht  den  Begriff  der  Zahl  12  hat;  allein, 
wenn  man  in  Wirklichkeit  sieben  Einheiten  auf  der  einen  und 
fünf  auf  der  anderen  denkt  und  diese  in  Wirklichkeit  als  zu 
einer  einzigen  Zahl  zusammengesetzt  denkt  (was  ja  der  Sinn 
des  Zeichens  + ist),  man  notwendigerweise  eben  dadurch  die 
Zahl  zwölf  denkt.  ^). 

Doch  dies  ist  nicht  der  wirkliche  Sinn  dieses  Satzes,  wie 
seine  formale  Analogie  mit  einem  Satze  zeigt,  den  wir  im  Vor- 
hergehenden kommentiert  haben  (B.  17).  Er  bezeichnet  in  Wirk- 
lichkeit (trotz  der  zweideutigen  und  unregelmäßigen  Anwendung 
der  Ausdrücke  des  „Gedankens“  und  der  „Vorstellung“,  welche 
Kant  im  selben  Satze  macht):  „Nicht  durch  die  gedankliche  Zu- 
sammensetzung der  beiden  Begriffe  von  7 und  5 erhalte  ich  den 
Begriff  von  12,  sondern  durch  ihre  Konstruktion  in  der  An- 
schauung und  durch  die  anschauliche  Zusammensetzung  der  beiden 
entsprechenden  Mengen  behufs  Bildung  einer  einzigen“.  Allein, 
wenn  Kant  zunächst  in  Wirklichkeit  annimmt,  daß  die  Zahlen 
Begriffe  sind,  so  können  sie  nur  Sammelbegriffe  sein.  Die  Zahl  7 
ist  der  Begriff  einer  Menge  von  7 Objekten  usf.;  allein  man 
darf  ihn  nicht  verwechseln  mit  einer  konkreten  Menge,  ebenso 
wie  man  im  allgemeinen  nicht  einen  Begriff  mit  irgend  einem 
der  Objekte,  auf  welche  er  Anwendung  findet,  verwechseln  darf. 


^)  Das  folgende  Argument  von  Hegmans  scheint  eine  Parodie  von 
jenem  Kants  zu  sein:  Der  Begriff  von  12  ist  nicht  enthalten,  weder  in  7, 
noch  in  5,  noch  in  denn  keiner  dieser  Begriffe  sagt,  daß  man  die 
natürliche  Zahlenreihe  über  7 hinaus  fortsetzen  könne,  und  daß  in 
Konsequenz  davon  12  existiere.  (Noch  einmal:  analytisch,  synthetisch, 
Ztsdir.  f.  Phil.,  Bd. 96,  1889.)  Sicherlich:  Aber  diese  Fortsetzung  ins  Un- 
begrenzte ist  in  dem  Begriff  der  ganzen  Zahl  selbst  „enthalten“,  weil 
das  Induktionsprinzip  an  ihrer  Definition  teilhat. 
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Äber  wenn  die  Arithmetik  in  Wirklichkeit  auf  Zahlbegriffe  sich 
bezieht  und  nidit  auf  besondere  Mengen  (wie  etwa  Häufchen 
von  Kieselsteinen),  so  muß  auch  die  Addition  der  Zahlen  eine 
begriffliche  und  nicht  anschauliche  Verbindung  sein.  Ohne  Zweifel 
kann  sie  in  der  Anschauung  dargestellt  werden,  wie  die  Zahlen 
selbst,  aber  diese  Operation  hat  einen  allgemeinen  und  formalen 
Wert  und  ist  abhängig  von  der  Natur  der  Objekte,  die  zur  Dar- 
stellung dienen;  sie  ist  somit  eine  gedankliche  und  nidit  ansdiau- 
lidie  Operation.  Außerdem  ist  die  durch  sie  zwisdien  den  beiden 
Zahlen  oder  vielmehr  zwisdien  ihren  Einheiten  hergestellte  Ver- 
knüpfung von  derselben  Natur,  wie  jene,  welche  zwischen  den 
Einheiten  jeder  einzelnen  Zahl  besteht  und  diese  Zahl  begründet; 
es  wäre  somit  sinnlos,  ein  gedankliches  Band  zwischen  den  jede 
Zahl  ausmadienden  Einheiten,  aber  nur  ein  anschauliches  Band 
zwischen  den  Einheiten  je  zweier  Zahlen  anzunehmen.  Wenn 
man  somit  die  Addition  als  eine  wesentlich  anschauliche  Operation 
betrachtet,  so  muß  man  sich  auf  den  Standpunkt  stellen,  daß  die 
Zahlen  selbst  nur  in  der  Anschauung  existieren  (was  die  Be- 
hauptung der  Empiristen  ist),  und  daß  die  „Begriffe“  der  Zahlen 
sich  auf  bloße  Worte  oder  auf  sinnlose  Zeichen  reduzieren.^) 

Die  vorstehende  Überlegung  entspricht  dem  recht  befrem- 
denden Argument,  das  in  dem  folgenden,  der  zweiten  Auflage 
der  Kritik  eingefügten  Satze  enthalten  ist:  „Daß  7 zu  5 hinzu- 
getan werden  sollten,  habe  ich  zwar  in  dem  Begriffe  einer  Summe  = 
7 5 gedacht,  aber  nicht,  daß  diese  Summe  der  Zahl  12  gleich 

sei.“  (B.  16)  Kuno  Fischer  hat  diese  Stelle  auf  eine  Art  kom- 
mentiert, welche  die  beste  Widerlegung  ermöglicht:  „7-f-5,  das 
Subjekt  des  Urteils,  sagt:  addiere  die  beiden  Größen!  das  Prä- 
dikat 12  sagt,  daß  sie  addiert  sind.  Das  Subjekt  ist  eine 
Aufgabe,  das  Prädikat  ist  die  Lösung“.^).  Dies  ist  eine  sehr 
bizarre  logische  Auffassung:  Wo  hat  man  jemals  gesehen,  daß 
eine  Aufgabe  das  Subjekt  eines  Urteils  und  ihre  Lösung  das 
Prädikat  ist?  Ein  Problem  ist  ein  Fragesatz  oder  ein  proble- 
matisches Urteil,  und  ihre  Lösung  ist  ein  anderes  (assertorisches 


^)  Wir  waren  so  glücklich,  diese  Entgegnung  wiederzufinden  in 
Vaihinger,  Kommentar  I,  296,  Änm.  1. 

2)  Vaihinger,  I,  297. 
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oder  apodiktisches)  Urteil.  Äußerdem,  wie  kommt  man  von  den 
Daten  einer  Aufgabe  zu  deren  Lösung?  Dies  kann  nur  durch 
einen  Verstandesakt  geschehen,  durch  einen  Schluß,  und  nicht 
durch  eine  mechanische  Operation  oder  durch  einen  Anschauungs- 
akt. Doch  liegt  hier  eben  eine  unrechtmäßige  Art,  die  Frage  zu 
dramatisieren,  vor,  denn  es  heißt  psychologische  Überlegungen 
hereinziehen,  die  hier  nichts  zu  tun  haben.  Wenig  verschlägt 
es,  ob  ein  Satz  sich  dem  Verstände  als  ein  Problem  oder  als  ein 
Theorem  darstellt,  wenig  verschlägt  es,  wie  viel  Zeit  man 
braucht,  um  es  zu  verifizieren,  oder  auf  welche  Art  man  dazu 
gelangt;  alles  das  ist  eine  rein  persönliche  Angelegenheit.  Vor 
allem  kann  aber  ein  Glied  einer  mathematischen  Gleichung  nicht 
eine  Aufgabe  sein;  die  Gleichung  ist,  sowie  sie  vorliegt,  in  ihrer 
Gänze  entweder  eine  Aufgabe  oder  eine  Lösung  vom  psycho- 
logischen Gesichtspunkt  aus^);  und  vom  logischen  Standpunkte 
ist  sie  eine  Wahrheit,  die  nicht  von  den  Bedingungen  abhängig 
ist,  unter  welchen  wir  zu  ihrer  Erkenntnis  gelangen.^)  Aber  das 
Erstaunliche  daran  ist  das  Folgende:  Eine  Aufgabe,  die  der 
Verstand  sich  setzt  (da  Kant  vom  Begriff  der  Summe  7-(-5 
spricht),  kann  nur  durch  das  Mittel  der  Anschauung  gelöst  werden. 
In  Wirklichkeit  liegt  hier  ein  wahres  Problem  vor,  wenn  „7-j-5“ 
nur  eine  Vereinigung  von  ausgesprochenen  Worten  oder  ge- 
schriebenen Zeichen  ist,  die  zur  Übertragung  des  Gedankens 
zwischen  zwei  Köpfen  dient  (z.  B.  vom  Kopf  des  Lehrers  zu  dem 
des  Schülers,  den  er  fragt).  Allein,  wenn  man  wirklich  den 
Sinn  dieser  Worte  oder  dieser  Zeichen  denkt,  so  liegt  hier  keine 
Aufgabe  mehr  vor,  oder  vielmehr  die  Setzung  der  Aufgabe  ist 
hre  Lösung,  denn  derselbe  Verstand,  welcher  7 -f-  5 denkt, 
denkt  zu  gleicher  Zeit  12.  Nochmals:  Diese  mathematische  Glei- 
chung stellt  keineswegs  eine  schwierige  oder  komplizierte  Opera- 
tion dar,  sondern  eine  absolute  Identität.  Die  Synthese  vollzieht 
sich  nicht  im  Übergang  vom  ersten  zum  zweiten  Glied  (bildlich 
durch  das  Zeichen  = ausgedrückt),  sondern  durch  die  Bildung 

^)  „Probleme  sind  demonstrable,  einer  Anweisung  bedürftige  Sätze.“ 
Kant,  Logik,  §38. 

2)  Ebenso  sagt  Kant  von  einem  analytischen  Urteil:  „Daß  alle 
Körper  schwer  sind,  das  ist  notwendig  und  ewig  wahr,  ob  sie  nun 
existieren  oder  nicht  ..."  Entdeckung  (Rosenkranz,  I,  463). 
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des  ersten  Gliedes  (durch  das  Zeichen  versinnlicht).  Doch 
handelt  es  sich  nicht  darum  zu  wissen,  wie  wir  das  Subjekt  ge- 
bildet haben,  sondern  ob  das  als  gebildet  und  gegeben  voraus- 
gesetzte Subjekt  das  Prädikat  enthält. 

Im  Grunde  genommen  spielt  Kant  in  dem  von  uns  behan- 
delten Satze  mit  den  Worten  Zusammensetzung  und  Addi- 
tion. Er  scheint  sagen  zu  wollen,  daß  es,  um  die  Zahl  12  zu 
gewinnen,  nicht  genügt,  im  Denken  die  beiden  Zahlen  7 und  5 
zusammenzusetzen,  wie  man  zwei  Teilbegriffe  zusammensetzt 
(Wesen  und  vernünftig  z.  B.,  um  den  Gesamtbegriff  Mensch 
zusammenzusetzen),  vielmehr  muß  man  sie  addieren,  und  diese 
Operation  kann  sidi  nach  ihm  nur  in  und  mittelst  der  Anschau- 
ung vollziehen.  Die  Unterscheidung  ist  richtig,  aber  sie  kehrt 
sich  gegen  Kant.  In  der  Tat  ist  das  Subjekt  nicht  „7  und  5“,  son- 
dern „7-f  was  bedeutet,  daß  zur  Bildung  desselben  es  nicht 
hinreicht,  die  beiden  Zahlen  zusammenzusetzen,  vielmehr  es  not- 
wendig ist,  sie  zu  addieren,  und  dies  ist  es,  was  ausdrücklich 
dem  Zeichen  -f-  entspricht.  Wenn  Kant  sie  zu  addieren  ablehnt 
und  sich  mit  ihrer  Zusammensetzung  begnügt,  so  hat  er  nicht 
mehr  das  Recht,  von  dem  Begriff  der  Summe  zu  sprechen,  nicht 
einmal  unter  dem  Titel  eines  Problems.  Zusammengefaßt:  Kant 
wirft  der  arithmetischen  Addition  vor,  nicht  eine  logische  Multi- 
plikation zu  sein,  als  ob  es  nur  eine  Art  von  Begriffsverbin- 
dungen gäbe,  und  er  dünkt  sich  infolgedessen  berechtigt,  an 
Stelle  dieser  jene  zu  setzen;  er  verrückt  direkt  das  Problem,  wenn 
überhaupt  ein  Problem  vorliegt.  Ebenso  wie  die  Begriffe  der 
Zahlen  sidi  nicht  durch  Genus  und  Differentia  definieren 
lassen,  noch  in  logische  Faktoren  sich  zerlegen  lassen,  so  kann 
man  sie  auch  nicht  durch  den  Prozeß  der  logischen  Multiplikation 
verbinden.  Doch  beweist  dies  nur  eine  Sache:  das  zu  Enge  und 
Unzureichende  der  klassischen  Logik. 

Allein  daraus  dürfte  man  nicht  schließen,  daß  die  arithme- 
tische Addition  der  Behandlung  durch  die  wahre  Logik  entgeht, 
denn  sie  kann  und  muß  mit  Hilfe  der  logischen  Addition  defi- 
niert werden.^)  Sei  a eine  Menge  von  7 Objekten  und  b eine 
solche  von  5 Objekten;  so  ist,  vorausgesetzt  daß  diese  beiden 


^)  Siehe  Kap.  II,  S.  55. 
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Mengen  kein  Element  gemeinsam  haben,  die  Summe  von  7 
und  5 die  Zahl  der  durch  Zusammensetzung  dieser  beiden  Men- 
gen gebildete  Menge,  d.  h.  die  logische  Summe  von  a und  b. 
Wenn  Kant  beansprucht,  daß  man  aus  dem  Begriff  von  7 und  5 
„herausgehen“  müsse,  um  12  zu  finden,  so  will  er  einfach  nur 
das  sagen,  daß  man  diese  Summe  nicht  ohne  weiteres  durch 
eine  Kombination  dieser  zwei  Zahlen,  sondern  durch  die  Addi- 
tion ihnen  entsprechendender  Klassen  erhält;  anders  ausgedrückt, 
nicht  durch  eine  logische  Multiplikation,  sondern  durch  eine  lo- 
gische Addition.^)  Doch  darf  man  nicht  sagen,  daß  man  dadurch 
aus  dem  Begriff  7-\-5  „heraustritt“,  denn  das  ist  es  gerade,  was 
dieser  bezeichnet:  man  macht  nichts  anderes,  als  daß  man  ihn 
im  Geiste  realisiert. 

Man  wird  uns  vielleicht  einwenden,  daß  man  durch  die  Tat- 
sache selbst,  wonach  man  den  Begriffen  der  Zahlen  die  ent- 
sprechenden Klassen  substituiert,  vom  Gebiete  des  Gedankens  zu 
dem  der  Anschauung  übergeht:  man  stellt  die  Zahlen  durch 
Klassen  oder  Ansammlungen  von  Gegenständen  dar:  Gibt  dies 
nicht  Kant  recht,  insofern  er  zeigt,  daß  die  Addition  eine  an- 
schauliche und  nicht  gedankliche  Operation  ist?  Darauf  werden 
wir  antworten:  Noch  einmal,  eine  Zahl  ist  nichts  anderes  als  der 
Begriff  einer  Menge;  verlangen  daß  man  die  Zahl  begrifflich 
fassen  könne,  ohne  eine  Menge  zu  denken,  heißt  Unmögliches 
verlangen.^)  Auf  der  anderen  Seite  ist  es  ein  psychologisches 
Gesetz,  daß  jeder  Begriff,  selbst  der  abstrakteste  und  „reinste“ 
die  Stützung  durch  irgendwelche  Vorstellung  benötigt;  es  ist  so- 
mit natürlich  und  notwendig,  das  unsere  Schlüsse  mit  Zahlen 


Dies  ist  die  schon  von  Leibniz  gemachte  Bemerkung,  indem  er 
sagte:  a-\-a  = a vom  Standpunkt  der  Logik,  d.  h.  wenn  das  Zeichen 
die  logische  Addition  (oder  vielmehr  die  Multiplikation)  bezeichnet; 
a-\-  a — 2a  vom  Standpunkt  der  Mathematik,  d.  h.  wenn  das  Zeichen  -|- 
die  arithmetische  Addition  bezeichnet;  weil  hier  die  beiden  a nicht  die- 
selbe Zahl  darstellen,  sondern  zwei  verschiedene,  nur  die  gleiche  Zahl 
besitzende  Mengen.  Vgl.  S.  56,  Anm.  1. 

2)  Massonius  (Über  Kants  transzendentale  Ästhetik.  Eine  kritische 
Untersuchung  . . . In.-Disscrtation,  Leipzig  1890)  hat  eine  analoge  Be- 
hauptung verteidigt,  (§  1);  die  mathematischen  Urteile  sind  analytisch, 
weil  die  Anschauung  in  den  Begriffen  enthalten  ist,  denn  diese  Begriffe 
wären  nichts  ohne  Anschauung. 
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von  mehr  oder  weniger  unbestimmten  bildiidien  Vorstellungen 
begleitet  werden,  aber  die  erkenntnistheoretische  Frage,  die  ab- 
solut unabhängig  ist  von  diesen  psychologisdien  Umständen,  ist 
die  folgende:  Was  ist  die  logische  Grundlage  der  arithmetischen 
Wahrheiten?  Ist  es  der  Begriff,  oder  ist  es  die  Anschauung? 
Wenn  Kant  Urteile,  wie  die  folgenden,  analytisch  nennt:  „Das 
Gold  ist  gelb“,  oder  „Alle  Körper  sind  ausgedehnt“,  so  beansprucht 
er  nicht,  daß  wir  bei  Bildung  dieser  Urteile  alle  sinnlichen  Bilder 
verbannen:  denn  dies  wäre  nodi  schwieriger  als  bei  den  arith- 
metischen Wahrheiten.  Er  verlangt  nicht,  daß  wir  das  Gold 
denken,  ohne  seine  Farbe,  noch  die  Körper,  ohne  ihre  Ausdeh- 
nung uns  vorzustellen  (weil  wir  nach  seiner  eigenen  Lehre  uns 
niemals  der  Raumanschauung  entledigen  können);  und  trotzdem 
behauptet  er  nicht,  daß  die  oben  genannten  Urteile  von  An- 
schauung durchtränkt  und  infolgedessen  synthetisch  seien.  Warum? 
Weil  diese  Begriffe  von  Gold  und  von  Körper,  was  immer  auch 
ihr  psychologischer  Ursprung  sein  möge,  und  von  welchen  bild- 
lichen Vorstellungen  sie  auch  immer  unvermeidlicherweise  be- 
gleitet sein  mögen,  in  Wirklichkeit  der  Definition  zufolge  die 
Begriffe  gelb  und  ausgedehnt  in  sich  befassen.^)  Nun  gut,  auf 
gleiche  Weise  enthält  der  Begriff  zwar  nicht  von  „7  und  5“, 
wohl  aber  von  „7  -J-  5“,  auf  welche  Art  man  ihn  auch  immer 
gebildet  haben  möge,  in  Wirklichkeit  und  der  Definition  zufolge 
den  Begriff  von  12,  ja  noch  mehr,  er  ist  identisch  mit  ihm. 

Diese  Überlegung  findet  in  den  späteren  Ausführungen  von 
Kant  eine  wertvolle  Bestätigung.  Er  anerkennt  in  der  Tat  selbst 
ein  wenig  später,  daß  die  Mathematik  einige  analytische  Grund- 
sätze verwendet  (und  wenn  es  auch  nur  der  Identitätssatz  a = n 
wäre),  und  legt  dar,  daß,  „ob  sie  gleich  nach  bloßen  Begriffen 
gelten,  sie  in  der  Mathematik  nur  darum  zugelassen  werden, 
weil  sie  in  der  Anschauung  können  dargestellet  werden“  (B.  17). 
Aber  gerade  umgekehrt,  weil  diese  Sätze  in  der  Ansdiauung 
(wenn  auch  notwendig)  sich  darstellen  lassen,  darum  sind  sie 

^)  Vgl.  Prolegomena,  § 2b:  „Alle  analytischen  Sätze  sind  Urteile 
a priori,  wenngleich  ihre  Begriffe  empirisch  sind“.  (Beispiel:  das  Gold 
ist  ein  gelbes  Metall).  Dies  beweist  klar,  dass  der  logische  Charakter 
des  Urteils  keineswegs  vcm  Ursprünge  des  Begriffs  abhängt,  der  ja 
immer  das  Produkt  einer  (empirischen  oder  apriorischen)  Synthese  ist. 
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nicht  synthetisch  und  können  „nadi  bloßen  Begriffen  gelten“.^) 
Ja  nodi  mehr,  man  könnte  bemerken,  daß  Kant  sein  Beispiel 
eines  analytischen  Grundsatzes  recht  unglüddich  wählt:  „Das 
Ganze  ist  grösser  als  der  Teil“,  was  er  in  die  Formel  bringt: 

In  der  Tat  ist  dieser  Satz  nicht  einmal  ein  Grund- 
satz oder  ein  Äxiom,  denn  er  ist  nur  wahr  für  gewisse  Größen- 
arten und  nicht  für  alle.  Er  ist  ein  einfadier  Lehrsatz,  den  man 
in  jedem  Falle  beweist,  indem  man  sidi  der  Definition  derZeidien 
-j-  und  > bedient,  (mindestens  sofern  man  nicht  jene  Formel 
als  Definition  des  Zeidiens  > benützt).  Z.  B.  ist  dieser  Lehr- 
satz gütig  für  die  endlidien  Zahlen,  aber  ungiltig  für  die  un- 
endlidien  Kardinalzahlen.^)  Freilidi  kann  man  Kant  gewiß  nicht 
einen  Vorwurf  daraus  machen,  diese  Wahrheiten  übersehen  zu 
haben,  so  elementar  sie  auch  heute  sein  mögen.  Allein  man 
fragt  sich  nichtsdestoweniger,  wie  er  auf  Grund  seiner  eigenen 
Grundsätze  annehmen  konnte,  daß  ein  solcher  Satz  analytisch 
sei.  In  der  Tat  enthält  er,  wenn  man  sein  erstes  Glied  be- 
trachtet, das  Zeichen  der  Addition,  er  ist  eine  Summe,  ganz  so- 
wie 7 + 5,  und  wenn  diese  auf  die  Anschauung  gegründet  ist, 
so  muß  es  jene  andere  auch  sein:  wenn  man  (auf  analytischem 
Wege)  nicht  weiß,  daß  7+5  die  Zahl  12  ist,  so  kann  man  auch 
weder  wissen,  was  die  Summe  von  a und  von  b ist,  noch  in- 
folgedessen ob  sie  größer  als  a ist.  Andererseits  ist  es  bei  Be- 
trachtung der  Kopula  (des  Zeichens +)  leicht,  sich  darüber  Rechen- 
schaft zu  geben,  daß  die  Wahrheit  dieses  Satzes  wesentlich  vom 
Sinne  und  der  Definition  dieser  Kopula  abhängt.  Was  immer 
dieser  Sinn  sein  möge,  so  hat  er  alle  Aussicht,  weniger  analytisch 
zu  sein  als  der  der  Kopula  = (welche,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  Identität  kennzeichnet);  es  wäre  leicht  für  einen  Kantianer  zu 


^)  Man  darf  sich  hier  nicht  zu  dem  Irrtum  verführen  lassen  durch 
den  folgenden  Satz:  „Was  uns  hier  gemeiniglich  glauben  macht,  . . .“), 
denn  wie  Vaihinger  klar  gezeigt  hat  (I,  303),  bezieht  sich  derselbe  in- 
folge einer  genug  merkwürdigen  Umstellung  auf  den  früheren  Para- 
graphen, wo  die  Rede  ist  von  den  synthetischen  Urteilen.  Man  darf 
daraus  nicht  schließen,  daß  Kant  dieselben  Grundsätze  als  synthetisch 
darlegt,  die  er  eben  als  analytisch  aufgezeigt  hat. 

*)  Das  Eine  und  das  Ändere  ist  auf  formalem  Wege  bewiesen 
worden  durch  H.  Whitehead,  On  Cardinal  numbers,  sect. III,  American 
Journal  of  Mathematics,  Bd.  XXIV  (1902). 
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behaupten,  daß  die  Beziehung  größer  als  auf  Ansdiauung  be- 
ruht. Kant  konnte  nicht  einen  Augenblick  glauben , daß  das 
Prädikat  (a)  in  dem  Subjekte  (a-\-b)  (im  logischen  Sinne)  „ent- 
halten ist“;  denn  auf  der  einen  Seite  ist  dieses  Subjekt  nicht 
ein  logisches  Produkt,  sondern  eine  mathematische  Summe,  und 
auf  der  anderen  Seite  ist  die  Kopula  des  Urteiles  nicht  das  Zeit- 
wort sein,  es  ist  folglidi  nicht  ein  Urteil  der  Aussage,  wie  es 
die  Definition  der  analytisdien  Urteile  zu  fordern  scheint.^)  Er 
konnte  sich  des  Weiteren  nicht  dieser  Illusion  hingeben,  daß  das 
in  Rede  stehende  Urteil  auf  dem  Widerspruchsatze  beruhe,  denn 
worin  liegt  das  Widerspruchsvolle  bei  Setzung  von: 
oder  „a~f  ^um  mindesten  sofern  man  nicht  die  Anschau- 

ung zu  Hilfe  nimmt,  d.  h.  eine  besondere  Art  von  Größen  und 
eine  besondere  durch  -f~  versinnlichte  Operation,  in  welchem 
Falle  ganz  wohl  hier  ein  Widerspruch  vorliegen  kann,  zwar 
nicht  in  unserem  Urteil,  wohl  aber  zwisdien  unserem  Urteil  und 
der  Anschauung.  Kurz,  in  welcher  Art  und  Weise  man  auch 
diesen  Satz  prüfen  mag,  man  findet  keinen  Grund  ihn  als  ana- 
lytisch zu  betrachten,  der  nicht  a fortiori  gelten  würde  für 
/2“,  und  man  findet  auch  keinen  Grund  den  Satz 
„7-)- 5=  72“  als  synthetisch  zu  betrachten,  der  nicht  a forte- 
riori  gelten  würde  für  „a  + ö>>a“.  Was  muß  man  daraus 
schließen,  wenn  nicht  das,  daß  die  Unterscheidung  der  analy- 
tischen und  synthetischen  Urteile  selbst  im  Geiste  ihres  Urhebers 
in  eigentümlicher  Weise  unbestimmt  und  schwankend  war?^) 

Wilibald  Reidiardt  (Kants  Lehre  von  den  synthetischen  Ur- 
teilen a priori  in  ihrer  Bedeutung  für  die  Mathematik,  Philosophische 
Studien,  Bd.  IV,  1888)  endet,  indem  er  Kants  Methode  folgend  seine  Über- 
legungen anstellt,  mit  dem  Schlüsse,  daß  das  Urteil  a + ö > a synthe- 
tisch ist,  weil  das  Subjekt  {a-\-b)  nicht  das  Prädikat  „>  a“  enthält!  Man 
sieht,  wie  ungeschickt  es  ist,  auf  mathematische  Urteile  eine  logische 
Theorie  anzuwenden,  die  zu  ihnen  nicht  paßt,  und  sie  als  Urteile  der 
Aussage  zu  behandeln.  Vgl.  das  von  uns  weiter  oben  bezüglich  Pommer 
Gesagte  (S.  271,  Anm.  1). 

2)  Das  überraschendste  Beispiel  der  Schwankungen  des  Kantischen 
Denkens  bei  der  Anwendung  seiner  grundlegenden  Unterscheidung  der 
analytischen  und  synthetischen  Urteile  ist  der  Grundsatz  von  der  not- 
wendigen Einheit  der  Apperzeption,  den  er  als  synthetisch  betrachtet  in 
der  ersten  Auflage  der  Kritik  (A.  117,  Anm.)  und  als  analytisch  in  der 
zweiten  (B.  135,  138).  Siehe  Koppelmann,  a.  a.  0.,  § V. 
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Überdies  hat  sie  ihn  mandimal  in  offenbare  Irrtümer  ver- 
strickt. So  betrachtet  er  z.  B.  als  ein  analytisches  Urteil  den 
Grundsatz:  „Gleiches  zu  Gleichem  hinzugefügt  (oder  davon  ab- 
gezogen) gibt  Gleiches“,  weil  man  unmittelbar  das  Bewußtsein 
der  Identität  der  zwei  verglichenen  Größen  besitzt  (B.204).  Allein 
hierin  liegt  ein  Irrtum,  wenn  dieses  Urteil,  weit  entfernt  davon, 
auf  dem  Grundsätze  der  Identität  zu  beruhen,  eine  Eigenschaft 
der  Addition,  (oder  der  Subtraktion)  ausdrückt,  insofern  nämlich 
diese  Operation  eindeutig  ist.  Es  ist  also  dies  ein  Axiom, 
das  wahr  ist  für  gewisse  Operationen  und  falsch  für  andere.^) 
Z.  B.  kann  man,  da  die  Wurzelausziehung  keine  eindeutige 
Operation  ist,  nicht  schreiben:  = obv/ohl  diese  Gleich- 

heit allen  äußeren  Anschein  der  Identität  hat,  und  obwohl  man 
gemäß  den  Kantischen  Worten  selbst  unmittelbar  das  Bewußt- 
sein einer  Identität  in  der  Erzeugung  der  Größe  besitzt:  denn 
\^4  kann  ebenso  gut  -\-2  wie  — 2 sein,  sodaß  die  betrachtete 
Gleichheit  zur  unsinnigen  Gleichung  führen  könnte:  -\-2  = — 2. 

Der  Schematismus. 

Es  erübrigt  nur  mehr  ein  einziges  Argument  zugunsten  der 
synthetischen  Natur  der  arithmetischen  Wahrheiten:  Es  ist  dies 
die  begriffliche  Fassung  der  Zahl,  sowie  sie  aus  der  Lehre  vom 
Schematismus  sich  ergibt.  Bekanntlich  ist  nach  Kant  die  Zahl, 
das  Schema  der  Größe,  „eine  Vorstellung,  die  die  sukzessive 
Addition  von  Einem  zu  Einem  (gleichartigen)  zusammenbefaßt“; 
und,  demzufolge  „ist  die  Zahl  nichts  anders,  als  die  Einheit  der 
Synthesis  des  Manigfaltigen  einer  gleichartigen  Anschauung  über- 
haupt, dadurch,  daß  ich  die  Zeit  selbst  in  der  Apprehension  der 
Anschauung  erzeuge“  (B.  182).  Auf  diese  Art,  liegt  die  Zahl, 
soweit  sie  Schema  ist,  in  der  Mitte  zwischen  Sinnlichkeit  und 
Verstand:  sie  ist  gleichzeitig  intellektuell  und  anschaulich.  Auf 
der  einen  Seite  ist  sie  ein  Produkt  der  Einbildungskraft,  aber 
auf  der  anderen  Seite  nimmt  sie  an  der  Allgemeinheit  des  Be- 
griffes teil  und  unterscheidet  sich  dadurch  von  der  bildlichen 
Vorstellung. 


^)  Siehe  S.  12,  Änm.  1 und  S.  113,  Anm.  1. 
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Aus  dieser  Auffassung  ergibt  sidi,  daß  die  Zahl  einen  an- 
sdiaulidien  Inhalt  hat,  und  daß  sie  wesentlich  die  Reihenfolge 
involviert.  Die  Anschauung  und  zwar  speziell  die  Anschauung 
der  Zeit  ist  es,  die  als  Grundlage  der  arithmetischen  Urteile  dient 
und  allein  ihre  synthetische  Natur  erklärt.  Dodi  empfiehlt  es 
sichzunädist  Vorbehaltungen  zu  machen  bezüglich  der  Tragweite 
dieser  Lehre.  Ohne  Zweifel  könnte  man,  wenn  von  anders- 
woher dargelegt  wäre,  daß  die  arithmetischen  Urteile  synthetisch 
sind,  die  Erklärung  dieser  Tatsache  in  der  anschaulichen  Natur 
der  Zahl  finden  und  daraus  sogar  ein  Argument  zugunsten  dieser 
ziehen;  allein  kann  man  aus  der  Annahme,  daß  die  Zahl,  min- 
destens zum  Teil,  von  der  Anschauung  sich  herschreibt,  schließen, 
daß  die  arithmetischen  Urteile  synthetisch  seien?  Nicht  im  min- 
desten, und  die  vorstehenden  Diskussionen  lehren  uns,  warum 
nicht.  Wir  sahen  in  der  Tat,  daß  der  synthetische  Charakter 
der  Urteile  keineswegs  von  der  Natur  der  Begriffe  abhängt, 
von  ihrem  Ursprung  oder  ihrer  Bildungsweise;  und  wir  wissen, 
daß  man  nach  dem  eigenen  Geständnis  von  Kant  analytische 
Urteile  über  em.pirische  Begriffe,  wie  z.  B.  die  vom  Körper 
oder  vom  Gold,  die  das  Produkt  einer  anschaulichen  Synthese 
sind,  fällen  kann.  Wenig  verschlägt,  daß  die  Anschauung,  auf 
welcher  diese  Synthese  beruht,  empirisch  ist,  während  die  Zahl 
auf  einer  Anschauung  a priori  ruht:  dies  ändert  nichts  an  der 
synthetischen  Natur  aller  dieser  Begriffe  und  hindert  keineswegs, 
daß  sie  der  Gegenstand  von  analytischen,  auf  ihre  Definition 
gegründeten  Urteilen  sein  könnten. 

Wir  könnten  uns  mit  diesem  non  sequitur  zufrieden  geben 
und  uns  der  Diskussion  der  Kantischen  Lehre  von  der  Zahl  ent- 
hoben halten.  Übrigens  werden  wir  es  auch  sehr  kurz  abtun, 
da  wir  anderwärts  dieselbe  Frage  in  grösserer  Ausführlichkeit 
behandelt  haben.^)  Daß  die  Zahl  notwendigerweise  die  Reihen- 
folge in  sich  enthält,  ist  ein  psychologischer  Satz,  welcher  selbst 
vom  psychologischen  Standpunkt  mehr  als  bestreitbar  ist,  min- 
destens für  kleine  Zahlen:  hat  man  nicht  eine  absolut  simul- 
tane Anschauung  von  2,  3,  4,  5 Punkten,  insbesondere  wenn 


y De  rinfini  mathematique,  2.  Teil,  Buch  I,  Kap.  IV:  Die  Zahl, 
der  Raum  und  die  Zeit. 
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sie  regelmäßig  angeordnet  sind?  Wie  könnte  man  den  Buch- 
staben A z.  B.  lesen,  wenn  man  nicht  die  gleichzeitige  Wahr- 
nehmung von  seinen  drei  Seiten  und  drei  Eckpunkten  besäße? 
Wie  könnten  auch  die  Blinden  die  Buchstaben  des  Brailleschen 
Alphabets  bei  Berührung  unterscheiden,  wenn  sie  nicht  gleich- 
zeitig die  Punkte  (in  der  Höchstzahl  von  sechs)  wahrnähmen, 
welche  jeden  von  ihnen  zusammensetzen?  Wie  dem  übrigens 
auch  immer  sein  möge,  solche  psychologischen  Erwägungen  haben 
keinerlei  Wert  in  der  uns  beschäftigenden  erkenntnistheoretischen 
Frage.  Es  handelt  sich  nicht  darum  zu  wissen,  wie  wir  Kennt- 
nis gewinnen  von  einer  Zahl,  sondern  worin  der  Begriff 
einer  Zahl  besteht.  In  diesem  Begriffe  jedoch  bleibt  nichts  von 
den  gleichzeitigen  oder  aufeinanderfolgenden  Operationen  übrig, 
durch  welche  wir  ihn  gebildet  haben,  und  zwar  aus  dem  guten 
Grunde,  weil  wir  zugleich  Bewußtsein  haben  müssen  von  allen 
Einheiten,  um  sagen  zu  können,  daß  wir  eine  Zahl  denken  und 
an  welche  wir  denken.  Im  Grunde  genommen  verwechselt  jeder, 
der  die  Zeit  in  den  Begriff  der  Zahl  hereinzieht,  diese  letztere 
(nach  Art  der  Empiristen)  mit  dem  Vorgang  der  Abzählung.  Es 
ist  aber  leicht  zu  zeigen,  daß  die  Abzählung  schon  den  Zahl- 
begriff voraussetzt,  weit  entfernt  davon,  ihn  erst  zu  erzeugen, 
und  daß  für  alle  Fälle,  selbst  wenn  der  Zahlbegriff  der  Abzäh- 
lung erst  folgte,  keine  beträchtlichere  Spur  von  der  zu  dieser 
Operation  verwandten  Zeit  übrig  bleibt,  als  bei  einem  Gebäude 
von  der  Spur  des  Gerüstes  erhalten  bleibt,  das  zur  Konstruktion 
desselben  gedient  hat.^) 

Überdies,  wer  allzuviel  beWeist,  beweist  nichts;  aber  das 
von  uns  zitierte  psychologische  Argument  geht  auf  nicht  weniger 
hinaus  als  zu  zeigen,  daß  die  Zeit  einen  integrierenden  Bestand- 
teil von  allen  unseren  Ideen  und  allen  unseren  Erkenntnissen 
bildet,  insoferne  sie  die  allgemeine  Form  nicht  allein  der  Sinn- 
lichkeit, sondern  des  ganzen  geistigen  Lebens  bildet,  und  alle 
unsere  Akte,  selbst  die  im  höchsten  Maße  intellektuellen,  sich 
notwendigerweise  in  der  Zeit  vollziehen.  Ein  Denkmal,  ein 
Gemälde  sind  viel  sicherer  noch  als  die  Zahl  das  Produkt  einer 


Diese  Behauptung  ist  sehr  gut  verteidigt  worden  von  Michaelis 
(a.  a.  0.). 
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notwendigerweise  sukzessiven  Synthesis,  sei  es  der  Steinlagen, 
sei  es  der  neben  und  übereinandergesetzten  Pinselstriche; 
und  dennoch  bewahren  sie,  einmal  vollendet,  nidits  von  der  zu 
ihrer  Herstellung  erforderten  Zeit.  Eine  rein  logische  Erwägung 
„braucht  Zeit“,  um  im  Geiste  vollzogen  zu  werden;  es  folgt  da- 
raus nicht,  daß  sie  eine  noch  so  kleine  intuitive  und  zeitliche 
Synthesis  in  sich  enthält. 

Wird  man  sagen,  daß  die  intuitive  Synthesis,  die  die  Zahl 
begründet,  sich  im  Raume  und  nidit  in  der  Zeit,  oder  im  Raume 
ebensogut  wie  in  der  Zeit  vollzieht?  Diese  Deutung  könnte,  so 
sehr  sie  auch  der  Theorie  vom  Sdiematismus  widerspricht,  auf 
die  im  Vorstehenden  herangezogenen  Stellen  der  Einleitung  und 
der  Prolegomena  sich  stützen,  denn  in  diesen  wird  die  Zahl 
als  ein  räumliches  und  nicht  als  ein  zeitliches  Schema  dargestellt. 
Allein  die  Behauptung,  welche  die  Zahl  auf  der  Anschauung  des 
Raumes  beruhen  läßt,  ist  nicht  haltbarer  als  diejenige,  die  sie 
auf  die  Anschauung  der  Zeit  stützt:  denn,  ebenso  wie  man 
Gegenstände  abzählen  kann,  v/elche  nicht  aufeinanderfolgen,  ja 
nicht  einmal  der  zeitlichen  Dauer  unterworfen  sind,  kann  man 
Gegenstände  abzählen,  welche  weder  ausgedehnt  sind,  noch 
selbst  im  Raume  gelegen  sind:  Begriffe  z.  B.  oder  Sätze.  Übrigens 
würde  man  damit  nichts  anderes  tun  als  die  Schwierigkeit  zu- 
rückverlegen,  da  der  Raum  selbst  nach  Kant  nur  in  der  Zeit 
wahrgenommen  werden  kann.  Er  verteidigt  wirklich  die  Ansicht, 
daß  der  Raum  eine  extensive  Größe  ist,  d.  h.  von  der  Art,  daß 
die  Vorstellung  des  Ganzen  nur  möglich  ist  durch  eine  vorher- 
gehende Vorstellung  seiner  Teile.  (B.  203.)^)  Aber  die  ex- 
tensiven Größen  lassen  sich  nur  durch  eine  sukzessive  Syn- 
thesis ihrer  Teile  auffassen  (B.  204).  Und  Kant  wiederholt 
später  dieselbe  Behauptung  bezüglich  der  stetigen  Größen:  die 


0 Es  ist  schwierig,  diese  Behauptung  mit  der  der  transzendentalen 
Ästhetik  in  Einklang  zu  bringen,  wonach  der  Raum  eine  „unendliche  ge- 
gebene Größe“  ist  und  seine  Teile  „nicht  vor  ihm,  sondern  allein  in 
ihm  gedacht  werden  können“  (B.  39).  Dieselbe  Behauptung  erscheint  in 
den  Antinomien  wieder  (B.  466):  die  Teile  des  Raumes  sind  nur  im 
Ganzen  möglich  und  nicht  das  Ganze  durch  seine  Teile.  Huf  diesen 
Widerspruch  ist  schon  aufmerksam  gemacht  worden  von  P.  Schröder, 
Kants  Lehre  vom  Raum  (1904). 
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Sgnthesis  (der  produktiven  Einbildungskraft),  die  sie  erzeugt,  ist 
ein  in  der  Zeit  wirksamer  Prozeß  (B.  212)^);  und  übrigens  sind 
der  Raum  und  die  Zeit  stetige  Größen  (B.  211).  Was  soll  man 
sagen,  wenn  nicht  das,  daß  die  räumlidien  Größen  und  der 
Raum  selbst  nur  mittelst  der  Zeit  auf  gefaßt  werden  können? 
Äuch  Kant  behauptet,  daß  die  Geometrie  selbst  „auf  diese  suk- 
zessive Synthesis  der  produktiven  Einbildungskraft,  in  der  Er- 
zeugung der  Gestalten,  sich  gründet“  (B.  204).  Man  kann  z.  B. 
sich  nicht  eine  Linie  vorstellen,  ohne  sie  in  Gedanken  zu  ziehen 
und  demzufolge  in  der  Zeit  zu  erzeugen  (B.  203;  vgl.  154, 
137 — 138).  Dieses  Beispiel  genügt,  um  diese  ganze  Lehre  zu 
beurteilen;  sie  besteht  in  der  Verwechslung  der  geometrischen 
Begriffe  mit  den  subjektiven  Bildern,  die  ihnen  als  anschau- 
liche Träger  dienen,  — ganz  nach  Art  der  Empiristen.  Der  Be- 
griff einer  Linie  ist  ebenso  unabhängig  von  dem  Bilde,  das  man 
gewinnt,  indem  man  sie  in  Gedanken  „zieht“  wie  die  sinnliche 
Figur,  die  man  mit  einem  Lineal  auf  dem  Papier  oder  mit 
der  Kreide  auf  der  Tafel  verwirklicht.  Man  hat  nicht  mehr 
Recht  zu  sagen,  daß  eine  Linie  eine  bestimmte  Dauer  in  sich 
einschließt,  als  zu  sagen,  daß  sie  sich  aus  Tusche  oder  aus 
kohlensaurem  Kalk  zusammensetzt.  ^). 

Überdies  gibt  die  Lehre  vom  Schematismus  in  dem,  was  die 
Zahl  angeht,  zu  vielen  Schwierigkeiten  Anlaß.  Bekanntlich  ist 
ein  Schema  „die  Vorstellung  von  einem  allgemeinen  Verfahren 
der  Einbildungskraft,  einem  Begriff  sein  Bild  zu  verschaffen“ 

0 Man  sieht  von  hier  aus  nicht  recht  ein,  wie  diese  Eigenschaft 
die  stetigen  Größen  von  den  anderen  unterscheidet.  Uebrigens  hat  die 
von  Kant  gegebene  Definition  der  stetigen  Größen  heute  keinerlei  Wert 
mehr:  er  definiert  sie  tatsächlich  durch  die  Eigenschaft,  daß  kein  Teil  der 
kleinstmögliche  ist  (B.  211);  allein  das  ist  die  ins  Unbegrenzte  gehende 
Teilbarkeit,  und  jedermann  weiß  heute,  daß  diese  nicht  genügt,  um  die 
Stetigkeit  zu  begründen. 

2)  Man  könnte  den  Standpunkt  vertreten,  daß  die  Zahl  das  Produkt 
zwar  nicht  einer  anschaulichen  Synthese,  aber  einer  verstandesmäßigen 
Synthese  ist , und  auf  diese  Art  den  synthetischen  Charakter  der 
arithmetischen  Sätze  zu  erhalten  suchen.  Dies  scheint  der  Schluß  von 
Michaelis  zu  sein,  a.  a.  O.  (Wir  begnügen  uns  festzustellen,  daß  hierin 
eine  von  der  Kantischen  Lehre  vollständig  verschiedene  Behauptung 
liegt,  für  welche  die  Ansdiauung  etwas  Wesentliches  ist  und  die  allein 
wir  hier  zu  besprechen  haben.) 
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(B.  179 — 180).  Ällein  Kant  unterscheidet  die  Zahl  als  Schema 
der  Größe  vom  Bilde,  das  man  von  ihr  konstruiert,  z.  B.  mit 
Hilfe  von  Punkten  (B.  179).  Das  Denken  einer  besonderen  Zahl 
ist  „mehr  die  Vorstellung  einer  Methode,  einem  gewissen  Be- 
griffe gemäß  eine  Menge  (z.  E.  1000)  in  einem  Bilde  vorzustellen, 
als  dieses  Bild  selbst,  welches  ich  im  letzteren  Falle  schwerlich  wurde 
übersehen  und  mit  dem  Begriffe  vergleichen  können“  (B.  179). 
Äber  was  ist  dieser  Begriff,  wenn  nidit  der  Begriff  einer  aus 
1000  Einheiten  zusammengesetzten  Menge,  d.  h.  der  Begriff  der 
Zahl  1000  selbst?  Was  soll  daher  das  Schema  zwischen  diesem 
Begriff  und  seinem  Bilde?  Wenn  es  ein  Produkt  der  Ein- 
bildungskraft ist,  kann  es  nicht  verworren  sein  wie  das  Bild 
selbst;  wenn  es  eine  allgemeine  Methode  der  Konstruktion  ist, 
so  unterscheidet  es  sich  nicht  vom  Begriff;  in  keinem  Falle  sieht 
man,  wie  es  die  Vergleichung  und  die  Annäherung  von  Begriff 
und  Bild  erleichtern  kann. 

Andererseits  scheint  es,  wenn  die  Zahl  das  Schema  der 
Größe  ist,  daß  der  durch  die  Zahl  vorgestellte  Begriff  der  Begriff 
einer  Größe  sei.  Allein  was  macht,  daß  diese  Zahl  diese  be- 
stimmte Größe  eher  als  jene  andere  darstellt?  Es  kommt  dies 
daher,  daß  sie  die  Beziehung  dieser  Größe  zur  Größeneinheit 
der  gleichen  Art  ausdrückt.  Aber  die  Wahl  dieser  Einheit  ist 
vollständig  willkürlich.  Es  gibt  somit  in  dem  Begriff  einer 
Größe  nichts,  was  anzeigt,  daß  ihr  als  Schema  diese  bestimmte 
Zahl  eher  zukommen  kann  als  eine  andere.  Ja  nodi  mehr, 
wenn  die  Größe  ein  Begriff  ist,  und  wenn  sie  nur  durch  die 
Zahl  schematisiert  werden  kann,  was  wird  dann  aus  der 
Kantischen  Lehre,  derzufolge  alle  Größe  anschaulich  ist  und  not- 
wendigerweise die  Form  von  Raum  und  Zeit  annimmt?  Was 
endlich  ist  die  Beziehung  der  Zahl,  soweit  sie  Schema  ist,  zu 
den  „Schemata“  der  geometrischen  Figur?  Man  wird  ohne 
Zweifel  sagen,  daß  die  Zahl  ein  zeitliches  Schema  ist,  während 
die  geometrischen  Schemata  räumlich  sind.  Immerhin  nimmt 
Kant  an,  daß  die  Zahl  5 zum  Bilde  fünf  in  einer  Reihe  ange- 
ordnete Punkte  besitze;  aber  wenn  man  den  Prozeß  dieser  Kon- 
struktion verallgemeinert,  gewinnt  man  ein  räumliches  Schema 
der  Zahl  5;  und  andererseits  müssen,  da  die  Konstruktion  der 
geometrischen  Figuren  nach  Kant  eine  sukzessive  ist,  die  geo- 
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metrischen  Schemata  ebenfalls  die  Zeit  enthalten.  Man  sieht 
also  nicht,  was  die  Zahl  von  den  geometrischen  Schemata  unter- 
scheidet, noch  wodurch  die  Arithmetik  von  der  Geometrie  in 
Hinsicht  auf  die  Methode,  wie  auf  ihren  Gegenstand  abgegrenzt 
ist.  Und  doch  fühlt  alle  Welt  den  Unterschied,  der  zwischen 
den  Zahlen  und  den  geometrischen  Figuren  vorhanden  ist;  die 
ersteren  sind  abstrakter,  allgemeiner,  verstandesmäßiger  und 
haben  eine  universelle  Tragweite;  alles  gehorcht  den  Gesetzen 
der  Zahl,  während  nicht  alles  unter  den  Bereich  der  Geometrie 
fällt.  Alles  zusammengefaßt:  Wenn  die  Zahl  ein  Schema  ist, 
so  kann  sie  weder  das  Schema  der  Zahl  noch  der  Größe  sein, 
so  daß  man  nicht  weiß,  wovon  sie  das  Schema  ist. 

Die  Zahl  und  die  Größe. 

Übrigens  ist  es  schwierig,  sich  eine  genaue  Vorstellung  von 
der  Kantischen  Lehre  bezüglich  der  Größe  und  ihrer  Beziehungen 
zur  Zahl  zu  machen.  Grundsätzlich  ist  die  Größe  eine  Ka- 
tegorie, d.  h.  ein  Verstandesbegriff  a priori^);  sie  hat  als 
Schema  die  Zahl  und  als  Bild  den  Raum  (B.  182).  Die  Zahl 
wäre  also  ein  Mittelding  zwischen  der  Größe  und  dem  Raume, 
das  Vehikel  jener  in  diesem.  Allein  der  Begriff  der  Größe  hat 
wie  alle  Kategorien  nur  objektiven  Wert  infolge  ihrer  Anwendung 
auf  die  Daten  einer  möglichen  Erfahrung,  d.  h.  auf  die  An- 
schauung. Man  muß  somit  „die  Begriffe  vorstellig  machen“,  und 
dazu  dienen  die  Schemata.  Auf  diese  Art  sucht  nach  Kant  der 
Größenbegriff  seine  Unterlage  und  seinen  Sinn  in  der  Zahl,  und 
diese  wieder  in  den  Fingern,  in  den  Kugeln  des  Rechenbrettes, 
in  den  Strichen  oder  Punkten  (B.  299).  Es  scheint  infolgedessen, 
daß  man  die  Größe  in  der  Mathematik  nur  durch  die  Dazwischen- 


^)  Man  darf  nicht  vergessen,  daß,  wenn  die  Quantität  eine 
Kategorie  ist,  sie  dies  kraft  eines  wirklichen  Spiels  mit  Worten  ist:  denn 
die  logische  Quantität  (die  ja  die  ursprüngliche  Grundlage  dieser  Kategorie 
ist)  hat  nur  den  Namen  gemein  mit  der  mathematischen  Quantität.  Wenn 
die  klassische  Logik  dieser  selben  Eigenschaft  der  Urteile  den  Namen 
Zahl  oder  Ausdehnung  gegeben  hätte,  so  hätte  Kant  ebensogut  daraus 
schließen  können,  daß  die  Ausdehnung  und  die  Zahl  ein  Verstandesbegriff 
a priori  sind.  Dieses  Beispiel  zeigt,  beiläufig  gesagt,  was  der  Wert  der 
Kategorientafel  ist. 
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kunft  der  Zahl  denken  kann  und  zwar  wohlgemerkt  der  ganzen 
und  konkreten  Zahl,  welche  ihrem  Wesen  nadi  unstetig  ist.  Man 
kann  somit  die  Größe  selbst  nur  als  unstetig  auffassen;  und  in 
der  Tat  kann  man  sie  nach  Kant  nidit  anders  definieren,  als 
indem  man  sagt,  daß  sie  die  Bestimmung  von  etwas  ist,  wo- 
durch man  denkt,  wieviel  Male  es  in  einem  anderen  enthalten 
ist  (B.  300).  Und  er  fügt  hinzu,  daß  dieses  „wieviel  Male“  auf 
die  sukzesive  Wiederholung  sich  gründet  und  demzufolge  auf 
die  Zeit  und  die  Synthesis  des  Gleichartigen  in  der  Zeit  (d.  h. 
die  Zahl).  Man  fragt  sich  also,  wie  man  jemals  zu  dem  Be- 
griff der  stetigen  Größe  kommen  konnte.  Denn  von  zwei 
Dingen  gilt  das  eine:  entweder  ist  es  die  Zahl,  welche  der 
Größe  „nachgebildet  ist“  (imite)  dem  Paskalschen  Worte  zu- 
folge, und  dann  kann  man  die  Verallgemeinerung  der  Zahl 
(die  gebrochenen,  negativen,  irrationalen  Zahlen)  nidit  erklären, 
außer  durch  die  Annahme,  daß  wir  einen  ursprünglichen  und 
selbständigen  Begriff  der  Größe  unabhängig  von  der  Zahl  be- 
sitzen^); oder  aber,  wir  können  die  Größe  nur  durch  die  Da- 
zwisdienkunft  (das  Schema)  der  Zahl  begrifflich  fassen,  und 
dann  muß  man  zur  Erklärung  der  Stetigkeit  der  Größe  die 
gebrochenen,  negativen  und  irrationalen  Zahlen  auf  eine  eigen- 
gesetzliche Art  definieren,  ohne  sich  auf  die  Vorstellung  der 
Größe  oder  auf  die  räumliche  Anschauung  zu  berufen.  Diese 
letztere  Alternative  ist  vollständig  möglich^),  allein  sie  widerlegt 
durdi  ihre  Existenz  selbst  die  Kantische  Lehre,  denn  sie  endet 
damit,  die  ganze  Mathematik  auf  analytischen  Grundlagen  be- 
ruhen zu  lassen.  Zummindesten  nötigt  sie,  diesen  empiristischen 
Zahlenbegriff  zu  verlassen,  demzufolge  die  Zahl  notwendiger- 
weise sich  in  den  Mengen  sichtbarer  und  tastbarer  Gegenstände 
verkörpern  müßte,  denn  er  gestattet  augenscheinlich  nicht,  über 
die  ganzen  Kardinalzahlen  hinauszugehen. 

In  jedem  Fall  können  wir  von  dieser  ganzen  Lehre  das 
folgende  Zugeständnis  zurückbehalten:  Der  Größenbegriff  ist  in 


y Dies  haben  wir  zu  verteidigen  gesucht  in  unserem  Buche  De 
l’infini  mathematique. 

y Dies  ist  die  Theorie  von  H.  Russell,  derzufolge  alle  Zahlenarten 
einer  rein  logischen  Definition  fähig  sind. 
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sich  unterschieden  von  Raum  und  Zeit,  weil  diese  beiden  Formen 
der  Anschauung  ihm  nur  die  Bilder  oder  Sdiemata  leihen.^) 
Aber  die  Mathematik  ist  nadi  Kant  die  Wissenschaft  von  der 
Größe  im  allgemeinen,  folglich  ist  sie  als  solche  unabhängig  von 
Raum  und  Zeit;  sie  stützt  sich  nicht  auf  die  Ansdiauung,  sondern 
auf  den  apriorischen  Begriff  der  Größe.  Nur  kann  man  dasselbe 
von  der  Zahl  sagen,  da  aus  der  vorhergehenden  Diskussion  sich 
ergibt,  daß,  wenn  die  Zahl  im  Raum  und  in  der  Zeit  eigens 
angepaßte  Schemata  findet,  sie  in  sich  selbst  ein  eigener  und 
von  den  beiden  Anschauungsformen  unabhängiger  Begriff  ist  in- 
folge der  Tatsache  allein,  daß  sie  nach  Belieben  in  dem  einen 
ebensowohl  wie  in  der  anderen  „konstruiert“  werden  kann. 
Ziehen  wir  somit  die  Folgerung  daraus,  daß  die  Wissenschaften 
von  der  Zahl  und  der  Größe  rein  vernunftgemäße  von  der  An- 
schauung unabhängige  Disziplinen  sind. 

Kant  selbst  hat  manchmal  die  Zahl  als  Verstandesbegriff 
betrachtet,  nicht  allein  in  seiner  Dissertation  von  1770,  die 
man  zurückweisen  könnte^),  sondern  auch  in  der  Kritik  der 
reinen  Vernunft.  Er  sagt  da  wirklich  folgendes:  „Die  reine 
Synthesis,  allgemein  vorgestellt,  gibt  nun  den  reinen  Verstandes- 
begriff. Icii  verstehe  aber  unter  dieser  Synthesis  diejenige, 
welche  auf  einem  Grunde  der  synthetischen  Einheit  a priori 
beruht:  so  ist  unser  Zählen  (vornehmlich  ist  es  in  größeren 
Zahlen  merklicher)  eine  Synthesis  nach  Begriffen,  weil  sie  nach 
einem  gemeinschaftlichen  Grunde  der  Einheit  geschieht  (z.  E.  der 
Dekadik)“  (A.  78,  B.  104).  Diese  Stelle  scheint  in  sich  zu  schließen, 
daß  die  Zahl  als  Produkt  einer  reinen  Synthesis  ein  reiner  Ver- 
standesbegriff sei,  was  der  Lehre  vom  Schematismus  anscheinend 
widerspricht.  Man  könnte  diese  Tatsache  damit  erklären,  daß 
Kant,  als  er  diese  Zeilen  schrieb,  noch  nicht  die  Lehre  vom  Sche- 


y In  den  Prolegomena  (§  20)  sagt  Kant:  „Der  Grundsatz:  die 
gerade  Linie  ist  die  kürzeste  zwischen  zweien  Punkten,  setzt  voraus, 
daß  die  Linie  unter  den  Begriff  der  Größe  subsumiert  werde,  welcher 
gewiß  keine  bloße  Anschauung  ist,  sondern  lediglich  im  Verstände  seinen 
Sitz  hat  . . .“  Wie  stimmt  diese  Behauptung  mit  der  zusammen,  daß 
der  Raum  und  die  Zeit  die  einzigen  ursprünglichen  Größen  sind  und  die 
reine  Mathematik  nur  auf  den  Raum  und  die  Zeit  Anwendung  findet? 
y Siehe  weiter  oben  S.  265,  Anm.  1. 
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matismus  ausgearbeitet  hatte.  Gleichwohl  spricht  er  an  derselben 
Stelle  von  der  Rolle  der  Einbildungskraft  und  schreibt  ihr  sogar 
alle  Synthesen  im  allgemeinen  zu  (B.  103).  Es  ist  um  so  be- 
merkenswerter, daß  er  an  dieser  Stelle  die  Zahl  als  Produkt 
einer  verstandesmäßigen  und  nicht  imaginativen  Synthesis  be- 
trachtet, und  daß  hier  keineswegs  die  Rede  ist  von  der  An- 
schauung (der  Zeit),  welche  dem  Schematismus  gemäß  als 
Grundlage  oder  Inhalt  für  diese  Synthesis  dient.  ^) 

Die  Algebra. 

Kant  erkennt  anderwärts  an,  daß  die  Mathematik  zum  Ob- 
jekt nicht  nur  konkrete  Größen  hat,  wie  solche  die  Geometrie  be- 
trachtet, sondern  auch  die  reine  Größe,  bei  welcher  von  jedem 
besonderen  Gegenstand  abstrahiert  wird;  und  hier  liegt  nach 
ihm  die  Aufgabe  der  Algebra  (B.  745).  Er  scheint  somit  an- 
zunehmen, daß  die  Größe  etwas  sei,  das  den  Formen  der 
Anschauung  und  demzufolge  des  Verstandes  überlegen  ist;  dies 
widerlegt  zum  mindesten  die  Behauptung,  daß  der  Raum  und 
die  Zeit  allein  ursprüngliche  Größen  sind  (B.  753).  Aber  er 
versucht  seine  Lehre  zu  retten  durch  die  Behauptung,  daß  auch 
die  Algebra  mittelst  Konstruktion  von  Begriffen  fortschreitet; 
nur  ist  dies  nicht  mehr  eine  „ostensive  oder  geometrische“  Kon- 
struktion, die  sich  auf  Objekte,  vielmehr  ist  es  eine  „symbolische“ 
oder  „charakteristische“  Konstruktion,  die  sich  auf  algebraische 
Zeichen  bezieht  (B.  745,  762).  Hier  liegt  eine  offenbare  Über- 
treibung vor:  denn  angenommen,  daß  es  unentbehrlich  (und 
nicht  einfach  bequem)  sei,  die  Begriffe  durch  Zeichen  darzustellen, 
so  kann  man  diese  nicht  eine  Konstruktion  der  Begriffe 
nennen,  noch  daraus  schließen,  daß  sie  ihrer  Natur  zufolge  an- 
schaulich sind.  Das  heißt  einfach,  das  Zeichen  mit  der  bezeichneten 

q Diese  Bemerkung  ist  gemacht  worden  von  Michaelis,  Über  Kants 
Zahlbegriff,  S.  7.  Derselbe  Verfasser  stellt  fest,  daß,  als  Kant  bei  Ge- 
legenheit der  Kategorientafeln  bemerkt,  daß  die  dritte  Kategorie  jeder 
Klasse  aus  der  Synthese  der  beiden  ersteren  durch  einen  Verstandes- 
akt sich  ergibt,  als  Beispiel  den  Begriff  der  Zahl  wählt,  welche,  wie  er 
sagt,  „der  Kategorie  der  Totalität  angehört“  (Kritik,  § 11,  B.  111). 
Es  scheint  daraus  noch  hervorzugehen,  daß  die  Zahl  ein  rein  verstandes- 
mäßiger Begriff  ist. 
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Sache  verwechseln.^)  Man  kann  selbst  logische  Begriffe  durch 
den  algebraischen  Zeidien  analoge  Zeidien  darstellen  (in  der 
Algebra  der  Logik);  doch  folgt  daraus  nicht,  daß  diese  Be- 
ziehungen nur  mit  Hilfe  der  Anschauung  gedacht  werden  könnten. 
Wir  haben  gesehen,  Kant  selbst  stellt  sich  die  Bildung  eines 
Begriffes  mittels  der  symbolischen  Formel  a-\-  b vor.  Darf  man 
daraus  schließen,  daß  diese  Zusammensetzung  eine  anschauliche 
Synthese  ist?  Er  widerlegt  somit  seine  eigene  Lehre,  indem 
er  sie  bis  ins  Extrem  führt,  denn  auf  Grund  derartiger  Schlüsse 
gäbe  es  gar  keinen  Begriff  und  gar  keine  Beziehung,  von  der 
man  nicht  zeigen  könnte,  daß  sie  auf  Anschauung  gegründet 
sei.  Lassen  sich  nicht  alle  unsere  Begriffe  durch  Worte  wieder- 
geben, und  sind  diese  Worte  etwas  anderes  als  sichtbare  oder 
hörbare  Zeichen,  welche  unsere  Begriffe  im  Raum  und  in  der 
Zeit  „konstruieren“? 

Kant  unterscheidet  ohne  Zweifel  die  Worte  von  den  alge- 
braischen Zeichen,  indem  er  sagt,  daß  man  in  der  Philosophie 
nicht  bezüglich  der  Worte  Schlüsse  zieht,  während  man  in  der 
Algebra  bezüglich  der  Zeichen  Überlegungen  anstellt  und  die 
bezeichneten  Gegenstände  bis  zum  Schlüsse  der  Überlegung  bei- 
seite läßt.^)  Allein  hierin  liegt  eine  Verwirrung  der  Begriffe. 
Es  ist  nicht  wahr,  daß  man  in  der  Algebra  bezüglich  der  Zeichen 
Überlegungen  anstellt;  man  schließt  immer  bezüglich  der  durch 
sie  dargestellten  Begriffe;  und  wenn  man  mechanisch  mit  ihnen 
operieren  kann,  so  geschieht  dies  unter  der  Bedingung,  daß  man 
ein  für  allemal  die  formalen  Regeln  der  Operationen  bewiesen 
hat,  was  sich  nur  tun  läßt,  indem  man  den  wirklichen  Sinn 
dieser  Operationen  und  dieser  Zeichen  selbst  betrachtet.  Es  ist 
wahr,  daß  man  in  gewissem  Sinne  von  der  Natur  der  Objekte 
abstrahiert,  allein  dies  geschieht  nur  deshalb,  weil  diese  Natur 
wirklich  gleichgiltig  und  unwesentlich  für  die  Überlegung  ist.  In 
der  Algebra  kümmert  man  sich  nicht  darum,  ob  die  Zeichen 


^)  R.  Seydel  (a.  a.  0.)  vertritt  mit  Recht  den  Standpunkt,  daß  Kant 
hier  den  psychischen  Prozeß  mit  dem  logischen  Inhalt  verwechselt,  und 
daß  die  Wahrheiten  der  Algebra  sich  nicht  auf  die  Zeichen,  sondern  auf 
die  durch  sie  dargestellten  Begriffe  beziehen. 

2)  Untersuchung  über  die  Deutlichkeit  . . . Erste  Betrachtung,  § 2 
(1764). 
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ganze  oder  gebrochene  Zahlen  darstellen,  ebenso  wie  in  der 
Arithmetik  (der  reinen,  nicht  angewandten)  man  sidi  nicht  darum 
kümmert,  ob  eine  Zahl  eine  Menge,  oder  eine  Länge,  oder  ein 
Gewicht  darstellt,  und  ebenso  wie  man  in  der  Geometrie  sich 
nicht  darum  kümmert,  ob  ein  Körper  aus  Holz  oder  Metall  be- 
steht. Es  sind  das  für  jede  dieser  Disziplinen  wesentliche  Ab- 
straktionen, durch  weldie  man  die  Begriffe,  die  deren  speziellen 
Gegenstand  bilden,  von  jeder  Einmischung  fremder  Elemente 
befreit.  Doch  folgt  daraus  nicht,  daß  man  in  der  Algebra  sogar 
von  der  allgemeinen  Zahl  oder  von  der  Größe  abstrahieren 
könnte,  die  deren  eigentliches  Objekt  ist  und  die  gerade  den 
Inhalt  der  algebraischen  Formeln  bildet.  Wenn  man  also  in 
einem  Problem  der  Algebra  von  der  besonderen  Natur  der  be- 
handelten Größen  abstrahiert,  so  geschieht  dies  nicht,  um  die 
Zeichen  und  die  Formeln  alles  Inhalts  zu  berauben,  sondern  um 
sie  auf  ihren  wesentlichen  Inhalt  zurückzuführen,  der  der  Begriff 
der  Größe  im  allgemeinen  ist. 

Endlich  schreibt  Kant  dem  „Buchstabenkalkül“  (wie  er  recht 
uneigentlich  die  Algebra  nennt)  ein  ganz  besonderes  Vermögen 
der  Unfehlbarkeit  zu,  welche  dem  Umstande  zu  verdanken  wäre, 
daß  man  bloß  bezüglich  sinnlich  vorstellbarer  Zeichen  Schlüsse 
zieht,  die  das  Gedächtnis  und  die  Aufmerksamkeit  unterstützen 
und  eine  Bürgschaft  gegen  jedes  Übersehen  und  alles  Vergessen 
bilden.  Die  Worte  können  im  Gegenteil  nicht  den  gleichen  Dienst 
leisten:  denn  man  kann  sie  nicht  handhaben,  ohne  mehr  oder 
weniger  an  ihren  Sinn  zu  denken;  und  somit  ist  man  immer 
der  Gefahr  ausgesetzt,  ihre  Bezeichnungen  zu  verwechseln  oder 
abzuändern.  Diese  Vorteile  des  algebraischen  Symbolismus  be- 
stehen wirklich,  allein  sie  begründen  nicht  ein  Argument  zu 
Gunsten  der  Kantischen  Lehre:  und  der  Beweis  davon  ist,  daß 
sie  schon  von  solchen  Rationalisten  anerkannt  wurden  wie  Des- 
cartes  und  Leibniz.  Dieser  besonders  betrachtete  so  sehr  den 
algebraischen  Kalkül  als  eine  Methode  der  Unfehlbarkeit,  daß  er 
ihn  auf  jede  Art  von  Deduktion  ausdehnen  und  eine  allgemeine 
Charakteristik  begründen  wollte,  welche  „Riditerin  in  Streitfragen“ 
sein  sollte.  Er  lobte  weit  stärker  noch  als  Kant  den  Nutzen, 
den  das  Denken  aus  der  Anwendung  „von  bequemen  und 
angepaßten“  Zeichen  ziehe,  ohne  dadurch  aber  in  den  Nomina- 
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lismus  zu  verfallen  und  die  Algebra,  die  Mathematik  und  selbst 
die  Logik  auf  ein  bloßes  Spiel  mit  jeden  Sinnes  entkleideten 
Zeidien  zu  reduzieren.  Was  die  Überlegenheit  des  algebraisdien 
Kalküls  gegenüber  den  Sdilüssen  in  Worten  ausmadit,  ist  nicht 
das,  daß  man  in  dem  ersteren  Falle  mit  Zeichen  und  im 
letzteren  mit  Begriffen  arbeitet;  das  ist  vielmehr,  daß  in  dem 
ersteren  die  Zeichen  klaren  und  wohl  definierten  Begriffen  ent- 
sprechen, während  beim  letzteren  die  Zeichen,  d.  h.  die  Worte, 
verworrenen,  schwankenden  und  zweideutigen  Begriffen  ent- 
sprechen, welche  ihnen  der  gemeine  Sprachgebrauch  für  gewöhn- 
lich zuordnet.  Das  Zeichen  ist  einfach  ein  Mittel,  einen  genauen 
und  streng  definierten  Begriff  zu  identifizieren;  und  das  Wort 
würde  den  gleichen  Dienst  erweisen  unter  der  Bedingung,  daß 
sein  Sinn  ebenfalls  wohl  definiert  wäre,  und  daß  man  ihm  nie- 
mals einen  anderen  beilegte.  Man  darf  also  nicht  den  Zeichen 
eine  gleichsam  geheimnisvolle  Kraft  zuschreiben,  welche  sicher 
vor  jedem  Irrtum  bewahrt;  man  begeht  Rechenfehler  ebensowohl 
wie  Schlußfehler,  was  die  Rechnung,  sowie  den  Schluß  nicht 
verhindert,  Sicherheit  zu  geben  und  theoretisch  unfehlbar  zu  sein. 
Es  ist  merkwürdig  zu  sehen,  wie  Kant,  einem  einfachen  Empi- 
risten gleich,  die  „Evidenz“  in  der  „anschaulichen  Gewißheit“ 
bestehen  läßt  und  sich  auf  das  Zeugnis  der  „Augen“  beruft, 
um  „alle  Schlüsse  vom  Irrtum  zu  bewahren“,  und  als  Beweise 
nur  die  anerkennt,  welche  sich  auf  die  Anschauung  gründen. 
Entweder  liegt  hier  ein  einfacher  Wortstreit  vor,  d.  h.  eine  nomi- 
nale und  willkürliche  Definition  des  Wortes  Beweis;  oder  aber 
es  ist  ein  greifbarer  Irrtum,  denn  man  kann  nicht  leugnen,  daß 
es  rein  logische  und  verstandesmäßige  Beweise  gibt;  und  Kant 
selbst  wäre  ohne  Zweifel  nicht  so  weit  gegangen,  den  Stand- 
punkt zu  vertreten,  daß  der  Wert  des  Syllogismus  auf  der  An- 
schauung beruht. 


Die  geometrischen  Urteile. 

Es  erübrigt  uns  die  Lehre  von  Kant  bezüglich  der  Geo- 
metrie zu  besprechen.  Wenn  es  eine  Disziplin  gibt,  die  auf  An- 
schauung zu  beruhen  scheint,  so  ist  es  gewiß  diese,  insofern  sie 
die  Wissenschaft  vom  Raume  ist;  auch  betrachten  Mathematiker- 
Philosophen,  welche  die  Analysis  für  eine  reine  und  apriorische 
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Disziplin  halten,  die  Geometrie  als  eine  empirische  oder  zum- 
mindesten intuitive  Wissenschaft.  Dies  beweist  jedenfalls,  daß 
Grund  vorhanden  ist,  die  Geometrie  von  der  allgemeinen  Wissen- 
schaft der  Größen  zu  trennen,  und  daß  man  nicht  einen  Schluß 
von  der  einen  auf  die  andere  ziehen  kann. 

Auch  hier  versucht  Kant  an  der  Hand  von  Beispielen  seine 
Behauptung  darzulegen.  Wir  werden  also  genötigt  sein,  diese 
Beispiele  der  Reihe  nach  zu  prüfen.  Um  zu  zeigen,  daß  die  geo- 
metrischen Urteile  synthetisch  seien,  führt  er  folgenden  Satz  an: 
„Die  gerade  Linie  ist  die  kürzeste  zwischen  zweien  Punkten“. 
In  der  Tat,  sagt  er,  enthält  mein  Begriff  der  Geraden  nichts  von 
Größe,  sondern  bloß  eine  Qualität.  Der  Größenbegriff  „die 
kürzeste“  kann  also  weder  im  Subjekte  enthalten  sein,  noch  aus 
demselben  durdi  Zergliederung  geschöpft  werden.  Er  kann  ihm 
nur  hinzugefügt  werden  durch  eine  auf  Anschauung  gegründete 
Synthese. 

Fragen  wir  uns  zunächst,  was  der  methodologische  Wert 
des  herangezogenen  Satzes  ist:  ist  er  eine  Definition,  ein  Axiom 
oder  ein  Lehrsatz?  Es  scheint,  daß  er  ein  Axiom  sei,  denn  Kant 
spricht  von  „Grundsatz“.^)  Nun  eben!  Er  ist  aber  durchaus 
kein  Grundsatz,  sondern  ein  beweisbarer  und  bewiesener  Lehr- 
satz.^) Derselbe  kann  kein  Grundsatz  sein,  denn  er  setzt  voraus, 
daß  man  weiß,  was  die  Länge  irgend  einer  Linie  sei;  allein  die 
Länge  einer  gekrümmten  Linie  läßt  sich  nur  in  der  analytischen 

y Bekanntlich  ist  für  Legendre  dieser  Satz  die  Definition  der  ge- 
raden Linie.  Er  ist  es  nicht  für  Kant,  denn  dieser  scheint  als  Definition 
der  Geraden  die  Eigenschaft  zu  betrachten,  daß  es  nur  eine  zwischen 
zwei  gegebenen  Punkten  gibt  (Rechtslehre,  Einleitung,  § E). 

2)  Wir  haben  diese  Frage  schon  in  der  Revue  de  Metaphysique 
behandelt,  Bd.  1,  S.  77  (Jan.  1893).  Um  zu  beweisen,  daß  die  Gerade 
kürzer  als  jede  gebrochene  Linie  mit  denselben  Endpunkten  ist,  zeigt 
man,  daß  in  einem  Dreieck  eine  beliebige  Seite  kleiner  ist,  als  die  Summe 
der  beiden  anderen.  Dieser  Satz  seinerseits  beruht  auf  folgendem:  In 
einem  Dreieck  liegt  dem  größeren  Winkel  die  größere  Seite  gegenüber. 
Und  dieser  Satz  leitet  sich  endlich  von  folgendem  ab:  In  einem  Dreieck 
ist  der  Außenwinkel  größer  als  jeder  von  den  beiden  nidit  anliegenden 
Innenwinkel,  welcher  Satz  unabhängig  ist  von  dem  Euklidischen  Postulat 
(S.  Niewenglowski  undGerard,  Cours  de  Geometrie  elementaire,  Bd.  I, 
S.  27,  31,  32,  Paris,  Naud,  1898).  Alle  diese  Sätze  lassen  sich  beweisen 
nicht  mit  Hilfe  einer  einfachen  Berufung  auf  die  Anschauung,  sondern 
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und  infinitGsimalen  Geometrie  definieren  und  zwar  in  Abhängig- 
keit von  der  geraden  Linie.  Der  Definition  zufolge  ist 
also  die  gerade  Linie  das  Urbild  oder  das  Normalmaß  der 
Längen.  Kant  stellt  sich  auf  den  Standpunkt  des  empiristischen 
gemeinen  Menschenverstandes,  der  die  Länge  einer  Kurve  zu 
sehen  glaubt,  weil  er  sich  einen  feinen  und  nicht  ausdehnbaren 
Faden  an  die  Kurve  angelegt  und  sodann  in  der  Form  einer 
geraden  Linie  ausgestreckt  vorstellt.  Allein  diese  Anschauung 
spielt  keineswegs  als  wissenschaftliches  Prinzip  in  die  Geometrie 
hinein,  und  zwar  mit  vollem  Recht;  denn  wenn  man  einmal  die 
Länge  einer  Kurve  definiert  hat,  so  kann  man  allein  auf  Grund 
der  Definition  klar  einseh en,  daß  ein  Faden  seine  Länge  bei- 
behält, auch  wenn  er  eine  andere  Form  annimmt.  Infolgedessen 
würde  jede  Berufung  auf  die  Anschauung  in  dieser  Sache  einen 
Zirkelschluß  begründen. 

Man  kann  somit  nicht  sagen,  daß  die  Gerade  durch  sich 
selbst  und  ursprünglich  eine  Quantität  ist;  übrigens  ist  es 
für  alle  Fälle  nicht  die  gerade  (unbegrenzte)  Linie,  die  eine 
Quantität  sein  kann,  sondern  die  begrenzte,  auf  ihr  bestimmte 
St  re  (he.  Man  kann  deshalb  nicht  sagen,  daß  die  Gerade 
eine  Beschaffenheit  darstellt,  wie  das  Rote,  oder  das  Warme. 
Alles,  was  sich  vom  Standpunkt  der  Grammatik  (welcher  der- 
jenige der  Aristotelischen  Logik  ist)  sagen  läßt,  ist,  daß  die  Ge- 
radheit eine  Beschaffenheit  ist,  und  daß  die  Gerade  der  Gegen- 
stand dieser  Beschaffenheit  ist.  Aber  die  Wahrheit  zu  sagen, 
haben  diese  scholastischen  „Kategorien“  keinen  Sinn,  sobald  sie 
auf  geometrische  Dinge  angewendet  werden.  In  Wirklichkeit 
ist  die  gerade  Linie  eine  Figur:  Vom  projektiven  Standpunkt 
aus  (den  man,  wenn  man  will,  den  qualitativen  nennen  kann) 


mittels  der  Definition  der  Ungleichheit  und  der  Summe  der  Strecken  und 
Winkel.  Daß  diese  Definitionen  anschauliche  Elemente  enthalten,  davon 
ist  gegenwärtig  nicht  die  Rede;  es  genügt,  daß,  wenn  einmal  diese  Defi- 
nitionen aufgestellt  sind,  sich  aus  ihnen  alle  ausgesprochenen  Lehrsätze 
logisch  ableiten  lassen. 

^)  Zimmermann  (a.  a.  0.)  hat  bereits  bemerkt,  daß  es  nicht  die 
vollständige  Gerade  ist,  die  die  kürzeste  ist,  sondern  vielmehr  der 
zwischen  zwei  Punkten  enthaltene  Teil  der  Geraden.  Dies  nennt  man 
heute  Strecke. 
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und  in  ihrer  Totalität  betrachtet,  ist  die  Gerade  absolut  und  unend- 
lich, sie  enthält  alle  in  ihrer  Richtung  gelegenen  Punkte.  Sie 
ist  nicht  eine  Größe;  aber  sie  wird  der  Träger  einer  Reihe  von 
Größen  (Längen),  sobald  man  Punkte  fixiert  und  zwischen  ihnen 
gewisse  Beziehungen,  genannt  Entfernungen,  definiert.  Man 
wird  z.  B.  sagen,  daß,  wenn  der  Punkt  B zwischen  A und  C 
liegt,  die  Entfernung  A C größer  ist  als  die  Entfernungen  A B 
und  BC,  und  daß  sie  ihre  Summe  ist.  Mit  Hilfe  dieser  De- 
finitionen der  Ungleichheit  und  der  Summe  werden  die  Ent- 
fernungen meßbare  Größen.  Liegt  hierin  eine  „Synthesis“  der 
Qualität  und  der  Quantität?  Wir  wissen  nichts  davon;  es  liegt 
hier  einfach  die  Definition  einer  Größenart  vor.  Soviel  bleibt 
immer,  daß  diese  Größe  nicht  die  gerade  Linie  als  solche 
charakterisiert:  nicht  von  der  geraden  Linie  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung,  in  ihrer  Unendlichkeit  und  unteilbaren  Einheit 
kann  man  sagen,  daß  sie  die  kürzeste  ist^);  nur  von  einer 
Strecke  der  durch  die  zwei  Punkte  begrenzten  Geraden  läßt  sich 
dies  sagen.  Und  wenn  man  sagt,  daß  diese  Strecke  kürzer 
ist  als  jede  gebrochene  Linie  zwischen  denselben  Endpunkten, 
vergleicht  man  im  Grunde  genommen  eine  Strecke  der  Geraden 
mit  einer  anderen  Strecke  und  behauptet,  daß  die  erstere  in  der 
zweiten  enthalten  ist  oder  sein  kann.  Die  Beziehung  der  Un- 
gleichheit (größer  als)  zeigt  sich  also  definiert  durch  die  Be- 
ziehung des  Ganzen  zum  Teil,  und  der  in  Frage  stehende  Satz 
ist  nur  eine  Anwendung  des  folgenden  Satzes:  „Das  Ganze  ist 
größer  als  der  Teil“,  den  Kant  als  einen  Grundsatz,  ja  selbst 
als  einen  analytischen  Grundsatz  betrachtet.  Auf  diese  Art  hat 
Kant  vollständig  recht,  wenn  er  sagt,  daß  der  folgende  Satz: 
„In  einem  Dreieck  ist  die  Summe  zweier  Seiten  größer  als  die 
dritte“,  sich  niemals  aus  den  Begriffen  der  Linie  und  des  Drei- 


^)  Audi  dieses  Axiom  oder  Postulat:  „Jede  gerade  Linie  läßt  sich 
verlängern“,  welches  Kant  als  synthetisch  betrachtet,  ist  im  Gegenteil  so 
analytisch  als  nur  möglich,  denn  die  gerade  Linie  muß  ursprünglidi  in 
ihrer  unendlichen  Totalität  gefaßt  werden.  Der  landläufige  Begriff  der 
Geraden  als  einer  Begrenzten  hat  augenscheinlich  einen  empirischen  und 
praktischen  Ursprung,  der  ihm  jeden  wissenschaftlichen  Wert  nimmt. 

2)  Zimmermann  a.  a.  O. 
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ecks  ableiten  läßt  (B.  39)^),  denn  es  ist  hier  in  Wirklidikeit  keine 
Rede  weder  von  Linie,  nodi  von  Dreieck;  dieser  Satz  läßt  sidi 
tatsächlich  so  formulieren:  „Wenn  drei  beliebige  Punkte  gegeben 
sind,  so  ist  die  Entfernung  zwischen  zwei  von  ihnen  kleiner  als 
die  Summe  ihrer  Entfernungen  vom  dritten.“ 

In  seiner  kleinen  Schrift  über  die  Fortschritte  der  Meta- 
physik (1791)  gibt  Kant  als  Beispiel  eines  synthetischen  Urteils 
das  folgende:  „Eine  jede  dreiseitige  Figur  ist  dreiwinklicht.  Denn 
obgleich,  wenn  ich  drei  gerade  Linien  als  einen  Raum  ein- 
schließend denke,  es  unmöglich  ist,  daß  dadurch  nicht  zugleich 
drei  Winkel  gedacht  würden,  so  denke  ich  doch  in  jenem  Be- 
griff des  Dreiseitigen  gar  nicht  die  Neigung  dieser  Seiten  gegen- 
einander, das  ist  der  Begriff  der  Winkel  wird  in  ihm  wirklich 
nicht  gedacht“.^)  Wie  bereits  bemerkt  wurde ^),  liegt  hierin  ein 
Irrtum;  der  Begriff  des  Winkels  ist  in  dem  Begriff  der  einander 
schneidenden  Geraden  enthalten:  aber  wie  könnten  diese  einen 
Raum  einschließen,  wenn  sie  einander  nicht  begegneten?  Von 
zwei  Möglichkeiten  gilt  die  eine:  entweder  faßt  man  das  Drei- 
eck nach  klassischer  Art  als  eine  begrenzte  Figur  auf,  und  dann 
muß  man  es  definieren  als  die  Figur,  welche  von  drei  einander 
zu  je  zweien  schneidenden  Geraden  gebildet  wird.  Daraus  folgt 
kraft  eines  Lehrsatzes  der  Kombinatorik,  daß  diese  drei  Geraden 
Schnittpunkte  besitzen  und  somit  drei  Winkel  bestimmen.  Oder 
aber  man  faßt  das  Dreieck  im  projektiven  Sinne  auf  als  die 
Gesamtheit  von  drei  in  einer  und  derselben  Ebene  gelegenen 
Geraden:  und  dann  können  zwei  von  ihnen  oder  selbst  alle 
drei  parallel  sein.^)  Doch  muß  man  gleichzeitig  annehmen,  daß 


Vgl.  Reditslehre,  § 19:  „Daß  ich,  um  ein  Dreieck  zu  machen,  drei 
Linien  nehmen  müsse,  ist  ein  analytisdier  Satz;  daß  deren  zwei  aber 
zusammengenommen  größer  sein  müssen,  als  die  dritte,  ist  ein  synthe- 
tischer Satz. 

2)  Hartenstein,  Bd.  VIII,  S.  582. 

Richard  Manno,  Wesen  und  Bedeutung  der  Synthesis  in  Kants 
Philosophie,  Zeitschrift  für  Philosophie  und  philosophische  Kritik,  Bd.  94. 
S.  29-88  (1888). 

Übrigens  ist  es,  wie  Michaelis  bemerkt  hat  (a.  a.  0.),  unsinnig, 
den  Dreiecksbegriff  in  zwei  Begriffe  zu  zerlegen,  in  den  Begriff  von  drei 
und  in  den  der  geraden  Linie,  als  ob  diese  zwei  Begriffe  einfach 
nebeneinandergesetzt  (durch  die  logische  Multiplikation  verbunden)  wären. 
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zwei  parallele  Gerade  einen  Punkt  im  Unendlichen  und  infolge- 
dessen drei  beliebige  in  derselben  Ebene  gelegene  Gerade  drei 
Punkte  zu  je  zweien  gemein  haben  und  auf  diese  Ärt  drei 
Winkel  bestimmen  (die  freilich  auch  Null  sein  können).  Somit 
ist  in  allen  Fällen  der  Begriff  des  Winkels  in  dem  der  drei 
Geraden  oder  in  dem  des  „Dreiseits“  sehr  wohl  enthalten.’) 
Übrigens  behauptet  Kant,  daß  man  aus  dem  Begriff  zweier 
gerader  Linien  auf  logischem  Wege  nicht  ableiten  kann,  daß 
zwei  Gerade  keinen  Raum  einschließen  (B.  65;  vgl.  B.  299);  er 
vergißt,  daß  hierin  die  Geradendefinition  selbst  für  ihn  liegt,  daß 
nämlidi  nur  eine  Gerade  durch  zwei  Punkte  hindurchgeht,  und 
daß  sich  somit  diese  Eigenschaft  auf  analytisdiem  Wege  von 
dem  Geradenbegriff  ableiten  läßt.^)  Trotzdem  behauptet  er,  daß 
der  Satz:  „Drei  Punkte  sind  in  einer  Ebene  gelegen“  synthetisch 
ist  (B.  761);  und  dodi  bildet  dieser  einen  Teil  der  Ebenende- 
finition selbst.  Älle  diese  Beispiele  zeigen,  daß  die  Unterschei- 


Ällein  das  ist  es  eben,  was  Kant  an  folgender  Stelle  tut:  „Er  (der  Phi- 
losoph) mag  diesem  Begriffe  nadidenken,  so  lange  er  will,  er  wird  nichts 
Neues  herausbringen.  Er  kann  den  Begriff  der  geraden  Linie,  oder  eines 
Winkels,  oder  der  Zahl  Drei  zergliedern  und  deutlich  machen,  aber  nicht 
auf  andere  Eigenschaften  kommen,  die  in  diesen  Begriffen  gar  nicht 
liegen“.  (H.  716,  B.  744).  Das  ist  immer  dieselbe  Anwendung  der  her- 
kömmlichen Logik  auf  die  mathematischen  Begriffe,  für  welche  jene  gar 
nicht  gemacht  ist.  Michaelis  hat  bereits  die  Beobachtung  gemacht,  daß 
sich  die  mathematische  Methode  vollständig  den  Handhaben  der  klassi- 
schen Logik  entzieht  und  daß  Kant  in  seiner  Arithmetik  durch  „logische 
Vorurteile“  beherrscht  gewesen  ist. 

9 Merkwürdigerweise  scheint  Kant  selbst  dies  anderwärts  zuzuge- 
stehen: „Man  gebe  einem  Philosophen  den  Begriff  eines  Triangels  . . . 
Er  hat  nun  nichts  als  den  Begriff  von  einer  Figur,  die  in  drei  geraden 
Linien  eingeschlossen  ist,  und  an  ihr  den  Begriff  von  eben  so  viel  Win- 
keln“ (B.  744).  Er  ist  noch  deutlicher  an  der  folgenden  Stelle:  „Ein 
Dreieck  setzen  und  doch  die  drei  Winkel  desselben  aufheben,  ist  wider- 
sprechend“ (B.  622). 

^)  Er  sagt  anderwärts,  daß  kein  Widerspruch  im  Begriffe  einer  von 
zwei  Geraden  eingeschlossenen  Figur  liege  (B.  268);  allein  dieser  Begriff 
steht  im  Widerspruche  mit  dem  Geradenbegriff  selbst.  In  den.  Prole- 
gomena  (Auflösuug  der  allgemeinen  Frage,  Ende)  erwähnt  er  als  syn- 
thetisches Urteil  den  folgenden  Satz:  „Zwischen  zwei  Punkten  kann  man 
nur  eine  gerade  Linie  ziehen“,  den  er  anderwärts  als  Definition  der 
Geraden  benützt  (siehe  S.  293,  Anm.  1). 
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düng  der  analytisdien  und  synthetischen  Urteile  auch  für  Kant 
selbst  nidit  klarer  oder  haltbarer  war  in  der  Geometrie  als  in 
der  Arithmetik. 


Die  geometrischen  Beweise. 

Endlich  betrachtet  Kant  zum  Beweise,  daß  die  geometrischen 
Demonstrationen  auf  Anschauung  beruhen,  den  bekannten  Lehr- 
satz: „Die  Summe  von  drei  Winkeln  eines  Triangels  ist  gleich 
zwei  Rechten“^),  und  er  stellt  fest,  daß  man  beim  Beweis  auf 
eine  Konstruktion  zurüdcgeht.  Diese  hat  zum  Ziel,  drei  Winkel 
zu  erzeugen,  die  auf  der  einen  Seite  drei  Dreieckswinkeln  gleich 
sind  und  von  denen  andererseits  die  Summe  der  Anschauung 
nach  gleich  zwei  Rechten  ist  (B.  744). 

Es  scheint  somit,  daß  man  nach  Kant  einen  geometrischen 
Lehrsatz  nicht  beweisen  könne,  ohne  eine  Figur  zu  konstruieren 
und  Hilfslinien  zu  ziehen,  und  daß  jede  Konstruktion  not- 
wendigerweise eine  Berufung  auf  die  Anschauung  in  sich 
schließe.  Allein  weder  die  eine,  noch  ^die  andere  von  diesen 
Behauptungen  ist  gerechtfertigt.  Um  mit  der  zweiten  zu  be- 
ginnen — ein  geometrischer  Beweis  ist  nur  von  Wert,  wenn  er 
nicht  auf  eine  Berufung  auf  die  Anschauung  gegründet  ist:  jeder- 
mann weiß,  daß  man  niemals  die  sinnenfälligen  Eigenschaften 
der  Figur  hereinziehen  darf  und  man  gerade  so  Fehlschlüsse 
begehen  kann,  von  welchen  einige  klassisch  sind.^)  Ebenso  ver- 
hält es  sich  mit  den  Hilfskonstruktionen:  Man  darf  keine  Linie 
ziehen,  keinen  Punkt  festsetzen  und  nachher  sich  auf  seine  Lage 
berufen,  ohne  zu  beweisen,  daß  die  Elemente  existieren  und  da 
gelegen  sind,  wo  man  sie  sich  vorgestellt  hat.^)  Übrigens  liegt 
darin,  daß  man  von  der  Konstruktion  dieser  oder  jener  Figur 

1)  Ein  Lehrsatz,  der  infolge  eines  pikanten  Kontrastes  seitens  der 
Rationalisten  (Descartes,  Spinoza)  als  der  Typus  der  logischen  Gewiß- 
heit herangezogen  zu  werden  pflegte. 

2)  Siehe  Beispiele  von  solchen  Fehlschlüssen  bei  Rouse  Ball,  Recrea- 
tions  et  problemes  mathematiques,  übersetzt  von  Fitz-Patrick,  S.  61  ff. 
(Paris,  Hermann,  1898). 

2)  Siehe  beispielsweise  den  Beweis  folgenden  Lehrsatzes;  „ln  jedem 
Dreieck  ist  ein  Außenwinkel  größer  als  jeder  der  ihm  nicht  anliegenden 
Innenwinkel“  in  Enriques  und  A mal  di,  Elementi  di  Geometria,  S.  61 
(Bologna,  1903). 
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spridit,  eine  anthropomorphe  Redewendung,  eine  dem  praktischen 
Gebiete  entlehnte  Metapher:  Die  Figuren,  die  man  zeichnet,  d.h. 
die  man  in  der  Erfahrung  verwirklicht,  sind  schon  gedanklidi 
vorhanden,  insoferne  sie  durch  Daten  der  Fragestellung  vorher 
bestimmt  sind.  Wenn  man  sagt:  „Verbinden  wir  die  beiden 
Punkte  A und  5“,  so  bedeutet  dies  in  Wirklichkeit:  „Die  zwei 
Punkte  A und  ß bestimmen  eine  Gerade,  kraft  der  Geradende- 
finition selbst.“  Wenn  man  sagt:  „Verlängern  wir  die  Gerade 
Aß"*,  so  ist  dies  ein  nebensächlicher  empirischer  Umstand  der 
materiell  gezeichneten  Figur,  da  ja  die  Gerade  Aß  ihrem  Wesen 
nach  unbegrenzt  ist.  Ebenso  endlich,  wenn  man  unter  der  Vor- 
aussetzung zweier  gegebener  aufeinander  senkrechtstehender 
Geraden  davon  spricht,  durch  eine  von  ihnen  eine  zur  anderen 
senkrechte  Ebene  zu  legen,  tut  man  nichts  anderes  als  das 
schon  in  der  Voraussetzung  Enthaltene  verwirklichen.  Denn 
zwei  Gerade  stehen  nach  der  Definition  aufeinander  senkrecht, 
sobald  eine  von  ihnen  in  der  zur  anderen  senkrechten  Ebene 
enthalten  ist  (man  beweist,  daß  diese  Eigenschaft  umkehrbar 
ist);  infolgedessen  existiert  die  in  Rede  stehende  Ebene  bereits 
auf  Grund  der  Definition.  Ebenso  verhält  es  sich  überall: 
man  kann  (in  wertvoller  und  gütiger  Weise)  keine  Figur  kon- 
struieren, die  nicht  schon  durch  die  Daten  oder  die  Definitionen 
bestimmt  wäre.  Man  macht  nichts  anderes  als  daß  man  die  vor- 
herbestimmten Elemente  der  idealen  Figur  in  der  Erfahrung 
verwirklicht;  und  da  man  gerade  bezüglich  jener  Figur  Schlüsse 
zieht,  so  fügt  man  ihr  eigentlich  nichts  hinzu.  Man  konstruiert, 
man  erschafft  kein  Element,  man  macht  es  nur  sinnlich  wahr- 
nehmbar in  dem  Maße,  als  man  dessen  bedarf.  Es  verhält  sich 
so,  als  ob  man  eine  in  fast  unsichtbaren  Kreidestrichen  skizzierte 
Zeichnung  mit  der  Tinte  nachführe.  Alles,  was  als  wahr  be- 
hauptet wird  „gemäß  Konstruktion“,  kann  auch  als  wahr  be- 
zeichnet werden  „gemäß  Voraussetzung“,  oder  „gemäß  De- 
finition“.^) 


1)  Wie  wir  bemerkt  haben  (S.  152  und  S.  169,  Änm.  1),  dienen  die 
Postulate  und  Existentialsätze  gerade  dazu,  die  Existenz  von  gewissen 
Wesenheiten  zu  verbürgen,  die  durch  gewisse  andere  bestimmt  sind. 
Vgl.  das  von  uns  über  die  genetischen  Definitionen  Gesagte  (S.  203, 
Änm.  2), 
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So  würden  die  Konstruktionen,  selbst  wenn  sie  unentbehr- 
lich wären,  keine  Berufung  auf  die  Anschauung  in  sich  ein- 
sdiließen.  Allein  sie  sind  nicht  so  unentbehrlich,  als  man  nach 
den  „Elementen“  der  synthetischen  Geometrie  glaubt.  Man  hat 
schon  seit  langem  den  künstlichen  Charakter  der  Euklidischen 
Beweise  kritisiert^),  weil  sie  sich  auf  manchmal  sehr  verwickelte 
und  augenscheinlich  willkürliche  Konstruktionen  stützen,  auf  ein 
Gerüst  von  Hilfslinien,  welche  über  den  Rahmen  der  gegebenen 
Figur  herausgehen  und  ihr  vollkommen  fremde  Elemente  hinzu- 
fügen. Es  scheint  also,  daß  man  von  der  Voraussetzung  zur 
Folgerung  nur  auf  langen  Umwegen  und  durch  besondere  An- 
strengungen der  Einbildungskraft  gelangen  könne;  derartige  Be- 
weise bewegen  sich  oft  auf  so  entlegenen  Bahnen,  daß  sie  tat- 
sächlich nicht  regelrechte  und  zusammenhängende  Überlegungen, 
sondern  förmliche  Taschenspielerkünste  zu  sein  scheinen.^)  Man 
kann  jedoch  im  allgemeinen  an  ihre  Stelle  viel  einfachere  und 
unmittelbarere  Beweise  setzen,  die  auf  die  inneren  Eigenschaften 
der  gegebenen  Figur  gegründet  sind  und  die  vielfach  die  Ziehung 
keiner  einzigen  Hilfslinie  erfordern.  Um  ein  Beispiel  dem  an- 
deren entgegenzusetzen,  glauben  wir  hier,  einen  Beweis  von 
dieser  Gattung  erv/ähnen  zu  sollen.  Wir  entlehnen  ihn  einem 
elementaren  Unterrichtswerk,  welches  ganz  außerhalb  einer  be- 
stimmten Schule  entstanden  und  einzig  und  allein  der  Sorge 
um  die  logische  Strenge,  verbunden  mit  der  um  Ordnung  und 
pädagogische  Klarheit,  entsprungen  ist.^) 

„Wenn  zwei  Ebenen  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  steht 


Es  ist  bekannt,  dass  Ärnauld  in  der  Logik  von  Port-Royal  (IV, 
VIII)  die  „Methode  der  Geometer“  (d.  h.  diejenige  Euklids)  einer  strengen 
Kritik  unterzieht.  Es  ist  weniger  bekannt,  daß  er  „Nouveaux  Elements 
de  Geometrie  (1667)“  geschrieben  hat,  in  welchen  er  sich  bemüht,  den 
Fehlern  dieser  Methode  abzuhelfen  und  insbesondere  die  logische  Ver- 
kettung der  Sätze  mit  ihrer  natürlichen  Ordnung  in  Einklang  zu  bringen. 
Vgl.  Karl  Bopp,  Antoine  Arnauld  als  Mathematiker:  Abhandlungen  zur 
Gesdiidite  der  mathematischen  Wissenschaft,  Bd.  XIV. 

2)  Von  dieser  Art  ist  beispielsweise  der  klassische  Beweis  des  Pg- 
thagoräischen  Lehrsatzes,  welcher  einem  Geduldspiel  oder  einem  chine- 
sischen Kopfzerbrecher  gleichsieht. 

^)  Ch.  Merag,  Nouveaux  Elements  de  Geometrie,  no.  113  (Dijon, 
Jobard,  1903). 
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die  in  der  einen  Ebene  zum  Schnitte  Senkrechte  senkrecht  auf 
der  anderen.“ 

„Denn  diese  Gerade  kann  als  Schnitt  der  ersten  Ebene  mit 
einer  dritten  betrachtet  werden,  welche  auf  dem  Schnitte  der 
vorausgesetzten  Ebenen  (95)  und  somit  auch  auf  der  zweiten 
senkrecht  steht  (107,  111)“. 

Dieser  in  einen  Satz  zusammengefaßte  Beweis  beruft  sidi 
für  keine  Tatsache  auf  die  Anschauung:  er  ist  von  keiner  Figur 
begleitet  und  verlangt,  wie  man  sieht,  auch  keine  Konstruktion. 
Er  bezieht  sich  bloß  auf  drei  frühere  Lehrsätze,  welche  er  ein- 
ander zu  nähern  und  miteinander  zu  verbinden  sich  begnügt. 
Um  ihn  zu  verstehen,  ist  es  notwendig,  die  folgenden  Sätze  zu 
kennen: 

„95.  Durch  einen  Punkt  einer  eine  Gerade  enthaltenden 
Ebene  kann  man  zu  dieser  Geraden  nur  eine  Senkrechte  ziehen: 
und  diese  Senkrechte  ist  der  Schnitt  der  gegebenen  Ebene  und 
der  Ebene,  die  zu  der  gegebenen  durch  den  gegebenen  Punkt 
hindurchgehenden  Geraden  senkrecht  ist. 

„107.  Zwei  Ebenen  stehen  aufeinander  senkrecht,  wenn 
eine  von  ihnen  eine  zur  anderen  senkrechte  Gerade  enthält. 

„111.  Wenn  zwei  einander  schneidende  Ebenen  auf  einer 
dritten  Ebene  senkrecht  stehen,  so  ist  ihr  Schnitt  senkrecht  zu 
dieser.“ 

Kehren  wir  zu  dem  Beweise  zurück,  um  ihn  zu  analysieren 
und  zu  entwickeln.  Die  Voraussetzung  enthält:  zwei  senkrechte 
Ebenen,  etwa  P und  Q;  ihr  Schnitt  etwa  die  Gerade  Z);  und 
die  zu  D in  P senkrechte  Gerade  E.  Die  Gerade  E ist  (nach 
dem  Satze  95)  der  Schnitt  der  Ebene  P mit  einer  zur  Geraden 
D senkrechten  Ebene  R.  Allein  (nach  107)  steht  die  Ebene  /?, 
die  zu  einer  Geraden  D der  Ebene  Q normal  ist,  senkrecht  auf  Q. 
Die  zwei  Ebenen  P und  R stehen  senkrecht  auf  Q,  somit  ist 
(nach  111)  ihr  Schnitt  E normal  zu  Q;  q.  e.  d. 

Wir  enthalten  uns  mit  Absicht,  eine  Figur  zu  zeichnen,  da 
dies  absolut  unnütz  ist,  man  hat  nicht  nötig,  die  Ebenen  P,  Q,  R 
und  die  Geraden  Z),  E zu  sehen;  es  genügt  zu  wissen,  was 
ihre  Beziehungen  sind,  und  auf  sie  drei  Lehrsätze  95,  107  und 
111  sozusagen  automatisch  anzuwenden.  Dies  ist  ein  bloß  mit 
Worten  geführter,  d.  h.  rein  formaler  Beweis.  Man  könnte  die 
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Wesenheiten  Z),  E,  P,  Q,  R ebenso  wie  die  sie  verbindenden 
Beziehungen  des  Senkrechtstehens  und  des  Ineinanderliegens 
jeder  geometrischen  Bedeutung  entkleiden;  der  Schluß  bliebe  der 
gleiche  und  wäre  ebenso  gütig  von  dem  Augenblicke  an,  als 
die  drei  Sätze  95,  107  und  111  als  wahr  vorausgesetzt  sind,^) 
Dieses  Beispiel  zeigt,  daß  ein  geometrischer  Satz  eine  rein  lo- 
gische Ableitung  sein  kann  (und  soll).  Es  empfiehlt  sich  noch 
hinzuzufügen,  daß  der  in  Frage  stehende  Lehrsatz  keineswegs 
ein  Korollar  ist,  (d.  h.  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  einem 
anderen),  und  daß  der  eben  herangezogene  Beweis  keine  Aus- 
nahme bildet:  die  Mehrzahl  der  in  demselben  Werke  enthaltenen 
Beweise  hat  denselben  Charakter  und  geht  ebensowenig  auf  die 
Figur  oder  auf  die  Konstruktion  zurück. 


^)  Man  kann  dies  zeigen,  indem  man  diesen  Beweis  in  einer  übrigens 
ganz  rohen,  symbolischen  Form  darstellt.  Bezeichnen  wir  mit  « die 
Beziehung  einer  Geraden  zu  der  durch  sie  hindurchgehenden  Ebene  und 
durch  J_  die  Beziehung  des  Senkrechtstehens  (sei  es  zweier  Geraden 
oder  zweier  Ebenen  oder  einer  Geraden  und  einer  Ebene).  Die  Voraus- 
setzungen sind: 

0)P±Q  (2)DsP  (3)DeQ  (4)EsP  (5)E±D, 

Der  Lehrsatz  95  wird  durch  die  Einschlußbeziehung  übersetzt: 

DeP.EeP.E±D.D.EeR.R±D. 

Der  Lehrsatz  107  wird  durch  die  EinschluBbeziehung  übersetzt: 

R±D.D€Q.d.R±Q. 

Der  Lehrsatz  111  wird  durch  die  EinschluBbeziehung  übersetzt: 

P±Q,R±Q,D:EeP.E€R.o.E±Q. 

Man  bemerkt,  daß  gemäß  den  Regeln  der  mathematischen  Methode 
alle  Voraussetzungen  benützt  worden  sind.  Stellen  wir  sie  durch  ihre 
Nummern  dar,  und  nummerieren  wir  die  Folgerungen  aus  ihnen.  Die 
erste  Äbhängigkeitsbeziehung  ist: 

(2).  (4).  (5).  0.(6).  (7)  (A) 

Die  Zweite  ist; 

(7), (3). 0.(8)  (B) 

Die  Dritte  ist: 

(1). (8). o:  (4). (6). 0.(9)  (C) 

Auf  diese  Art  beruft  man  sidi  auf  (2),  (4)  und  (5)  bei  A,  auf  (3)  bei  B 
und  auf  (1)  bei  C.  Desgleichen  wurden  die  zwischenliegenden  Folgerungen 
benutzt:  (6)  bei  C;  (7)  bei  ß;  (8)  bei  C.  Die  Folgerung  (9)  ist  die  zu 
beweisende  Behauptung. 
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Rolle  der  Ansdiauung  in  der  Geometrie. 

Was  die  von  Kant  oft  wiederholte  Behauptung  betrifft,  daß 
die  Mathematik  in  dem  Besonderen,  ja  selbst  im  Speziellen 
und  im  Konkreten  immer  das  Allgemeine  betrachtet,  so  ist 
dieselbe  nicht  gerechtfertigt.  Selbst  in  der  synthetischen  Geo- 
metrie, auf  die  sie  Anwendung  zu  finden  scheint,  wenn  man 
eine  Figur  behufs  Beweises  eines  Lehrsatzes  zeichnet,  stellt  man 
niemals  Überlegungen  bezüglich  der  besonderen  Eigenschaften 
der  Figur  an,  sondern  nur  bezüglidi  der  allgemeinen  Eigensdiaf- 
ten,  die  ihr  mit  allen  Figuren  derselben  Art  gemeinsam  sind, 
auf  welche  der  Lehrsatz  abzielt. Man  beruft  sich  im  Beweise 
niemals  auf  anschauliche  Eigenschaften  der  besonderen  betrach- 
teten Figur,  sondern  ausschließlich  auf  Eigenschaften,  welche  aus 
der  Definition  oder  Konstruktion  der  Figur  sich  ergeben,  d.  h. 
auf  die  Voraussetzungen  des  Lehrsatzes.  Kant  sagt,  daß  die 
Mathematik  „das  Allgemeine  in  concreto  (in  der  Einzelanschau- 
ung) . . .,  wobei  jeder  Fehltritt  sichtbar  wird“  (B.  763)  darstellt. 
Es  liegt  hier  eine  Zweideutigkeit  vor.  Wenn  es  sich  um  die 
Methode  der  Algebra  handelt,  so  hat  er  recht  zu  behaupten, 
daß  die  sinnlidien  Zeichen  vor  Irrtum  bewahren,  wie  Leibniz 
dies  schon  bemerkt  hat.  Aber  wenn  es  sich  um  die  geometrische 
Methode  handelt,  so  können  die  Figuren  ganz  im  Gegenteile  nur 
zum  Irrtum  verführen,  denn  die  behauptete  anschauliche  „Evi- 
denz“ kann  einen  Schlußfehler  oder  ein  Postulat  verschleiern.  Dies 
zeigt,  beiläufig  gesagt,  daß  keinerlei  Analogie  zwischen  diesen 
zwei  Arten  der  Anschauung  besteht.  So  ist  die  geometrische 
Anschauung  nicht  soweit,  als  es  notwendig  wäre,  eine  Bürg- 
schaft für  die  Wahrheit  oder  mindestens  für  die  logische  Strenge. 
Man  kann  bezüglich  einer  unexakten,  ja  selbst  falschen  Figur 
richtig  schließen;  man  kann  bezüglich  einer  gut  konstruierten 


^)  Die  Empiristen  behaupten,  daß  die  Geometrie  ihre  Lehrsätze  nur 
in  besonderen  Fällen  beweist,  und  daß  man  jedem  Lehrsätze  eigentlich 
folgende  Erinnerung  hinzufügen  müßte:  „Derselbe  Beweis  könnte  bezüg- 
lich jeder  anderen  analogen  Figur  widerholt  werden.“  Wenn  es  jedoch 
derselbe  Beweis  ist,  so  ist  es  unnütz,  ihn  zu  wiederholen,  und  über- 
dies kann  es  nur  derselbe  sein,  wenn  ersieh  auf  dieselbe  ideale  oder 
allgemeine  Figur  bezieht. 
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Figur  falsch  schließen,  da  man  eine  wahre,  aber  bloß  empirische 
Eigensdiaft  heranziehen  kann,  welche  aus  den  Definitionen  oder 
Voraussetzungen  sich  nicht  ergibt.  Was  soll  man  sagen,  wenn 
nidit  das,  daß  die  Änsdiauung  keinen  reellen  Anteil  an  den 
geometrischen  Überlegungen  haben  darf,  und  daß  dieselbe,  um 
streng  zu  sein,  rein  logisch  sein  müsse?  Eine  Berufung  auf  die 
Anschauung  (und  wäre  diese  auch  a priori)  unterscheidet  sich 
bei  einer  guten  Methode  in  keiner  Weise  von  einer  empirisdien 
Feststellung  und  besitzt  keinen  größeren  Wert.  Man  kann  die 
Zahl  X bestimmen,  indem  man  den  Umfang  eines  wirklichen 
Kreises  mißt;  Archimedes,  sagt  man,  hat  die  Quadratur  der  Pa- 
rabel gefunden,  indem  er  nach  dem  Laufe  dieser  Kurve  zuge- 
schnittene Plättchen  abwog;  das  sind  der  mathematischen  Methode 
offenbar  fremde  Prozesse,  doch  sind  sie  es  nicht  mehr,  als  es 
die  Berufung  auf  die  Anschauung  wärc.^) 

Soll  man  sagen,  daß  die  geometrischen  Überlegungen  nicht 
auf  bildliche  Vorstellungen,  sondern  auf  Schemata  sich  beziehen? 
Dies  würde  die  Schwierigkeit  auflösen,  da,  während  die  bild- 
lichen Vorstellungen  einzelhaft  sind,  die  Schemata,  sowie  die  Be- 
griffe selbst,  allgemein  sind.  Kant  sagt,  daß  unsere  „reinen  An- 
schauungsbegriffe“ (d.  h.  die  geometrischen  Begriffe)  nicht  auf 
bildlichen  Vorstellungen,  sondern  auf  Schemata  ruhen,  weil  kein 
Bild  dem  Begriffe  des  Dreiecks  entsprechen  kann,  noch  seine 
Allgemeinheit  erlangen  kann  (B.  180).  Allein  zunächst  scheint 

^)  Wir  haben  bereits  gewisse  Beweisgründe  gegen  Kant  in  die 
Wagschale  fallen  lassen,  die  man  für  gewöhnlich  gegen  die  Empiristen 
anwendet.  Dies  kommt  daher,  daß  tatsächlich  kein  wesentlicher  Unter- 
schied zwischen  der  Behauptung  besteht,  welche  die  geometrischen  Wahr- 
heiten auf  empirischer  Anschauung  beruhen  läßt  und  derjenigen,  welche 
sie  auf  eine  apriorische  Anschauung  gründet.  Es  handelt  sich  immer  um 
Anschauung,  auf  die  man  sich  beruft,  d.  h.  um  die  Einzeldarstellung 
einer  einzigen  und  vollkommen  bestimmten  Figur.  Kant  selbst  berech- 
tigt uns,  die  zwei  Arten  der  Anschauung  gleichzustellen,  indem  er  sagt: 
„Ich  konstruiere  einen  Triangel,  indem  ich  den  diesem  Begriffe  ent- 
sprechenden Gegenstand,  entweder  durch  bloße  Einbildung,  in  der  reinen, 
oder  nach  derselben  auch  auf  dem  Papier,  in  der  empirischen  An- 
schauung, beide  Male  aber  völlig  a priori,  ohne  das  Muster  dazu  aus 
irgend  einer  Erfahrung  geborgt  zu  haben,  darstelle“  (B.  741).  Wir  haben 
also  das  Recht,  den  in  der  bloßen  Einbildung  dargestellten  Triangel  dem 
auf  dem  Papier  gezeichneten  gleichzustellen.  (Vgl.  B.  65.) 
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GS,  daß  sich  diese  Theorie  schwer  mit  der  oft  wiederholten  Be- 
hauptung in  Übereinstimmung  bringen  läßt,  daß  die  Mathematik 
ihre  Begriffe  in  concreto  konstruiert  (B.  743),  und  daß  sie  das 
Allgemeine  in  dem  Einzelnen  betrachtet  (B.  742),  Immerhin 
liest  man  am  selben  Orte:  „Die  einzelne  hingezGichnete  Figur 
ist  empirisch  und  dient  gleichwohl  dazu,  den  Begriff  unbeschadet 
seiner  Allgemeinheit,  auszudrücken , weil  bei  dieser  empirischen 
Anschauung  immer  nur  auf  die  Handlung  der  Konstruktion  des 
Begriffs,  welchem  viele  Bestimmungen,  z.  B.  der  Größe  der 
Seiten  und  der  Winkel,  ganz  gleichgültig  sind,  gesehen  und 
also  von  diesen  Verschiedenheiten,  die  den  Begriff  des  Triangels 
nicht  verändern,  abstrahiert  wird“  (B.  742).  Diese  Wendung 
beweist,  daß  Kant  die  Schwierigkeit  gesehen,  jedoch  nicht  ge- 
löst hat.^)  Denn  eine  von  den  beiden  Möglichkeiten  gilt:  ent- 
weder man  zieht  bezüglich  der  einzelnen  Figur  Schlüsse  (in  der 
apriorischen  oder  empirischen  Anschauung,  darauf  kommt  wenig 
an)  und  dann  fehlt  der  Überlegung  vollständig  der  Charakter  der 
Allgemeinheit;  oder  aber  man  zieht  Schlüsse  bezüglich  des  all- 
gemeinen Schemas,  wovon  diese  Figur  nur  ein  Bild  darstellt, 
und  dann  kann  man  nicht  mehr  sagen,  daß  die  Mathematik  das 

1)  Desgleichen  lassen  sich  Stellen  finden,  wo  Kant  zu  erkennen 
scheint,  daß  der  Verstand  die  Quelle  der  geometrischen  Wahrheiten  ist, 
oder  wenigstens,  daß  die  synthetische  Einheit  des  Raumes  von  ver- 
standesmäßiger Ärt  ist  (B.  160,  Änm.;  vgl.  Prolegomena,  § 38).  Ällein 
man  sieht  nicht,  wie  dieses  Zugeständnis  gegenüber  dem  Intellektualis- 
mus vereinbar  ist  mit  seiner  beständigen  Behauptung,  daß  die  syntheti- 
schen Urteile  a priori  nur  soweit  möglich  sind,  als  sie  auf  eine  An- 
schauung gegründet  sind.  Dieses  Zugeständnis  selbst  kommt  daher, 
daß  nach  Kant  die  Geometrie  den  geometrischen  Raum  nicht  bloß  als 
eine  Hnschauungsform,  sondern  als  einen  Gegenstand,  betrachtet  (B.  160, 
Änm.);  aber  es  scheint  ihm  durch  eine  andere  Stelle  widersprochen  zu 
werden:  „Der  Raum  ist  bloß  die  Form  der  äußeren  Anschauung  (formale 
Anschauung),  aber  kein  wirklicher  Gegenstand,  der  äußerlich  angeschauet 
werden  kann“  (B.  457,  Anm.).  Alle  diese  Inkonsequenzen  schreiben  sich 
von  der  fortwährenden  (seitens  H.  Vaihinger  in  klares  Licht  gesetzten) 
Verwechslung  her  zwischen  der  Form  der  Anschauung  und  der  An- 
schauung der  Form  (B.  160).  In  der  Tat  ist  kein  Grund  vorhanden,  daß 
die  Form  der  Anschauung  selbst  eine  Anschauung  sei.  Man  könnte 
vielleicht  auf  diese  Art  die  Schwierigkeiten  der  Kantischen  Lehre  auf- 
lösen;  der  Raum  und  die  Zeit  wären  Formen  der  Anschauung,  aber  Ver- 
standes- und  nicht  Anschauungsformen. 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik. 
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Allgemeine  nur  im  einzelnen  und  konkreten  betrachtet,  man  kann 
nicht  einmal  mehr  sagen,  daß  sie  es  in  der  Änsdiauung  be- 
traditet,  da  ein  Schema  ein  allgemeiner  Prozeß  ist,  eine  Kon- 
struktionsregel und  nicht  eine  vollständig  fertige  Konstruktion, 
welche  nach  dem  Zugeständnisse  Kants  „ein  einzelner  Gegen- 
stand“ (B.  741)  wäre.  Ferner  sehen  wir  auch  nicht,  worin  das 
Schema  sich  vom  Begriff  unterscheidet,  mit  dem  es  die  All- 
gemeinheit und  die  Indifferenz  in  Hinblick  auf  die  besonderen 
Bestimmungen  teilt,  ohne  welche  es  keine  Anschauung  gibt.^) 
Der  Begriff  selbst  ist  es,  welcher  diese  allgemeine  Konstruktions- 
regel begründet,  indem  vor  allem  gegeben  ist,  daß  die  geome- 
trischen Begriffe  niemals  durch  Genus  und  Differentia,  son- 
dern meistens  durch  die  Erzeugung  definiert  werden.  Jedes 
Produkt  der  Einbildungskraft  ist  von  besonderer  Natur,  und  man 
kann  ein  Dreieck  sich  nicht  vorstellen,  ohne  ihm  eine  bestimmte 
Gestalt  beizulegen.  Wenn  das  Schema  allgemein  ist,  so  kann 
es  nicht  ein  Produkt  der  Einbildungskraft  sein.  Das  Schema  ist 
somit  ein  zummindesten  unnützes  Zwischending  zwischen  dem 
Begriff  und  der  bildlichen  Vorstellung. 

Für  alle  Fälle  spielt  die  Anschauung,  wenn  sie  noch  in  der 
synthetischen  Geometrie  mit  dem  Rechtstitel  eines  bloßen  Hilfs- 
mittels auftritt,  in  die  analytische  Geometrie  fast  nicht  mehr  hin- 
ein und  noch  weniger  in  die  projektive  Geometrie  und  die  ver- 
schiedenen geometrischen  Kalküle.  In  der  analytischen  Geometrie 
zieht  man  Schlüsse  mittels  allgemeiner  Gleichungen,  welche  ohne 
Unterschied  alle  Figuren  einer  und  derselben  Art  darstellen,  und 
wenn  man  sich  behufs  Entwicklung  dieser  Gleichungen  auf  die 
Anschauung  beruft,  so  entschlägt  man  sich  derselben  vollkommen 
bei  allen  Ableitungen,  die  man  macht.  In  der  projektiven  Geo- 
metrie zieht  man  zwar  Schlüsse  unmittelbar  bezüglich  der  Figuren, 
aber  indem  man  sie  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  versteht  und 
indem  man  von  allen  ihren  anschaulichen  Besonderheiten  ab- 


Bringen  wir  die  Kantisdie  Definition  der  Änsdiauung  in  Er- 
innerung: sie  ist  die  Erkenntnisart,  die  sich  unmittelbar  auf  die  Gegen- 
stände bezieht  und  durch  welche  diese  uns  individuell  gegeben  sind. 
Vgl.  Logik,  § 1.  „Die  Anschauung  ist  eine  einzelne  Vorstellung 
(repraesentatio  singularis),  der  Begriff  eine  allgemeine  . . . oder 
reflektierte  Vorstellung  . . .“ 
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strahiert.  Man  wird  z.  B.  bezüglich  des  allgemeinen  Kegel- 
schnittes Überlegungen  anstellen,  ohne  nötig  zu  haben,  ihn  als 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  zu  spezialisieren  oder  selbst  ohne 
sie  unterscheiden  zu  können.  Desgleichen  wird  man  parallele 
Gerade  oder  Ebenen  nicht  von  einander  schneidenden  Geraden 
oder  Ebenen  unterscheiden,  d.  h.  man  läßt  unbeachtet  und  be- 
trachtet als  gleichgültig  solche  Tatsachen  der  Anschauung,  an 
denen  die  synthetische  Methode  Euklids  fast  ausschließlich  kleben 
bleibt.  Endlich  definiert  man  in  den  verschiedenen  geometrischen 
Kalkülen  selbst  die  grundlegenden  Figuren  als  algebraische  Kom- 
binationen von  Punkten  (d.  h.  von  undefinierbaren  Elementen)  und 
zieht  Schlüsse  bezüglich  ihrer  mit  Hilfe  formaler  Algorithmen, 
die  denen  der  Algebra  analog  sind.  In  allen  diesen  Disziplinen 
zieht  man  für  die  Beweise  niemals  die  anschaulichen  Eigen- 
schaften der  Figuren  heran  und  verwendet  niemals  solche  Hilfs- 
konstruktionen, wie  sie  in  der  synthetischen  Geometrie  eine  Art 
von  Krücken  für  die  Schlußziehung  darstellen.  Man  konnte 
ganze  Abhandlungen  auf  Grund  dieser  Methoden  ohne  eine  ein- 
zige Figur  schreiben,  was  am  besten  zeigt,  daß  man  die  An- 
schauung nicht  benötigt,  und  daß  man  nicht  mehr  bezüglich  ein- 
zelner Fälle  Überlegungen  anstellt. 

y Es  ist  interessant,  hier  die  Ansicht  Schopenhauers  bezüglich  des- 
selben Gegenstandes  in  Erinnerung  zu  bringen,  da  sie  offenbar  abge- 
leitet ist  von  der  Kantischen  Lehre.  Schopenhauer  meint,  daß  die  Geo- 
metrie dem  Ansprüche,  ihre  Lehrsätze  zu  beweisen,  entsagen  und  die 
Arithmetik  nachahmen  sollte,  welche  vollständig  auf  der  Anschauung  der 
Zeit,  auf  dem  Abzählungsakte,  beruht.  (Vgl.  Vierfache  Wurzel  des 
Satzes  vom  zureichenden  Grunde.  [§39]:  „Jeder  geometrische  Satz 
müsste  auf  die  Anschauung  zurückgeführt  werden,  und  der  Beweis  be- 
stände bloß  darin,  daß  man  den  Nexus,  auf  dessen  Anschauung  es  an- 
kommt, deutlich  heraushöbe.“)  Er  findet,  daß  die  logische  Methode  der 
Geometer  an  die  „Heuchelei“  grenzt:  Welch  sonderbare  Art,  eine  mittel- 
bare Gewißheit  für  das  zu  suchen,  was  eine  unmittelbare  Gewißheit  dar- 
bietet! Für  ihn  ist  die  nicht-Euklidische  Geometrie  eine  Frucht  und  ein 
Beweis  für  diesen  Mißbrauch  der  Logik,  für  diese  Wut,  alles  zu  be- 
weisen, jede  Sache  von  einer  anderen  abzuleiten.  Wenn  man  vergebens 
einen  Beweis  des  Euklidischen  Postulates  sucht,  so  kommt  dies  daher, 
daß  man  nichts  Evidenteres  finden  kann.  Die  nicht-Euklidische  Geo- 
metrie ist  „die  Parodie  und  Karikatur“  der  Euklidischen  Methode.  (Die 
Welt  als  Wille  und  Vorstellung,  Bd.  2,  Kap.  XIII;  vgl.  Bd.  1,  § 15). 
Diese  Angriffe  gegen  die  Methode  der  Geometer  und  gegen  die  nicht- 

20* 
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In  den  Prolcgomena  (§  12)  beruft  sich  Kant  auf  die  Tat- 
sache, daß  die  geometrische  Gleichheit  in  letzter  Analyse  auf  der 
Deckung  beruht,  welche  ein  Phänomen  der  Anschauung  ist.  Er 
vergißt,  daß  man  da,  wo  man  diese  Methode  anwendet,  (deren 
sich  die  strengsten  modernen  Geometer  vollständig  enthalten) 
sich  nicht  begnügt,  die  Deckung  de  visu  festzustellen.  Man 
zeigt,  daß  sie  statthaben  muß,  d.  h.,  daß  die  beiden  zu  deckenden 
Figuren  auf  eine  eindeutige  Art  durch  die  gegebenen  Elemente 
bestimmt  sind,  derart,  daß  man  aus  der  Identität  dieser  Elemente 
die  Identität  der  ganzen  Figuren  erschließen  kann.  Aber  diese 
eindeutige  Bestimmung  beruht  auf  der  Definition  selbst  der 
Figuren;  beispielsweise  schließt  man  aus  der  Tatsache,  daß  zwei 
Gerade  zwei  Punkte  gemein  haben,  daß  sie  zusammenfallen: 
hierin  liegt  nicht  eine  anschauliche  Konstatierung,  sondern  eine 
logische  Folge  aus  der  Definition  der  Geraden,  und  ebenso  in 
anderen  Fällen.^) 

Das  Paradoxon  der  symmetrischen  Gegenstände. 

Doch  hier  kann  man  uns  das  berühmte  Paradoxon  der 
symmetrischen  Gegenstände  entgegenhalten.^)  Es  gibt  (drei- 
dimensionale) Figuren,  welche  in  allen  ihren  Elementen  „ähnlich 
und  gleich“  und  doch  „inkongruent“  sind,  d.  h.  die  nicht  zur 
Deckung  gebracht  werden  können;  von  dieser  Art  sind  die 
sphärischen  Polar-Dreiecke,  die  rechts  und  links  gewundenen 
Schnecken,  die  beiden  Seiten  des  menschlichen  Körpers,  die  beiden 

Euklidische  Geometrie  sprechen  das  Urteil  über  Schopenhauer  als  Mathe- 
matiker. Sein  Beispiel  aber  berechtigt  uns  zu  sagen,  daß  die  Auffassung  der 
Geometrie  als  einer  auf  unmittelbarer,  anschaulicher  Evidenz  gegründeten 
Disziplin,  die  „Parodie  und  Karikatur“  der  Kantischen  Auffassung  ist. 
Man  kann  das  Gleiche  von  seiner  Auffassung  der  Arithmetik  sagen: 
„Jede  Zahl  setzt  die  vorhergehenden  als  Gründe  ihres  Seins  voraus: 
zur  Zehn  kann  ich  nur  gelangen  durch  alle  vorhergehenden...“  (Vier- 
fache Wurzel,  §38).  — Eine  Auffassung,  die  Seydel  sehr  gut  wider- 
legt hat  (a.  a.  0.). 

y Vgl.  die  Untersuchungen  von  Leibniz  de  determinantibus  et 
determinatis  und  de  Unico  (S.  „La  Logique  de  Leibniz,  Kap.  VII, 
§ 10). 

2)  Dissertation  III,  15,  C (1770);  Prolegomena,  § 13;  Metaph.  An- 
fangsgründe der  Naturwissenschaft,  Kap.  I,  Def.  II,  Scholion  III. 
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Ohren,  Hände  usw.  Dieser  Unterschied  kann  nach  Kant  weder 
begrifflich  definiert,  noch  erklärt,  sondern  bloß  in  der  Änsdiauung 
aufgezeigt  werden  und  beweist  die  anschauliche  Natur  der  geo- 
metrischen Figuren  und  des  Raumes  selbst. 

Es  ist  vielleicht  nicht  ohne  Nutzen  zunächst  zu  bemerken, 
daß  dieses  Paradoxon  früher  von  Kant  herangezogen  worden 
war,  um  eine  vollständig  verschiedene,  ja  fast  gegenteilige  Be- 
hauptung zu  beweisen,  die  nämlich  vom  absoluten  Raum.^)  Die 
Verschiedenheit  der  symmetrischen  Gegenstände  ließe  sich  durdi 
die  inneren  Beziehungen  (welche  identisch  sind)  nicht  erklären 
und  könnte  nur  durch  die  Beziehung  auf  den  absoluten  Raum 
begriffen  werden.^)  So  hat  er  aus  derselben  Tatsache  zunächst 
die  Realität  und  dann  die  Idealität  des  Raumes  erschlossen. 
Dies  läßt  vermuten,  daß  in  beiden  Fällen  oder  wenigstens  in 
einem  von  ihnen  das  Argument  nicht  beweisend  ist.^)  Es  wäre 
interessant,  eine  Untersuchung  darüber  anzustellen,  wie  Kant 
denselben  Beweisgrund  der  Reihe  nach  in  so  verschiedenem 
Sinne  zur  Anwendung  bringen  konnte.  Wir  glauben,  daß  man 
die  Erklärung  in  der  Opposition  gegen  Leibniz  finden  dürfte: 
im  ersteren  Falle  vertritt  er  die  Newtonsche  Behauptung  des 
absoluten  Raumes  gegen  die  Leibnizische  Ansicht  von  der  Re- 
lativität des  Raumes;  im  zweiten  Falle  vertritt  er  die  anschau- 
liche Natur  des  Raumes  gegen  den  Leibnizischen  Intellektualis- 
mus, der  in  demselben  eine  rein  verstandesmäßige  Anordnung 
sah.  Doch  geht  diese  historische  und  psychologische  Frage  über 
den  Rahmen  unseres  Gegenstandes  hinaus.  Es  handelt  sich 
darum,  was  der  Wert  dieses  Beweisgrundes  ist,  der  in  den 
Prolegomena  zur  Darstellung  kommt. 

Wir  glauben,  daß  das  Argument  in  der  Prämisse  fehlerhaft 
ist:  „Es  sind  hier  keine  inneren  Unterschiede,  die  irgend  ein 
Verstand  nur  denken  könnte“;  diese  Prämisse  setzt  voraus,  daß 
zwisdien  den  Teilen  der  Figuren  keine  anderen  Beziehungen  be- 


Von  dem  ersten  Grunde  des  Unterschiedes  der  Gegenden  im 
Raume  (1768). 

2)  Wie  H.  Vaihinger  (II,  522,  526)  bemerkt,  erscheint  diese  Idee  in 
einem  Satze  der  Prolegomena  wieder,  in  welchem  Kant  die  Behauptung 
aufstellt,  daß  im  Raume  die  Teile  nur  in  Bezug  auf  das  Ganze  möglich  sind. 
2)  Das  ist  die  Meinung  von  H.  Vaihinger  (Bd.  II,  S.  527). 
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stehen  als  Beziehungen  der  Größe:  allein  hierin  liegt  ein  Irrtum. 
Es  gibt  auch  Beziehungen  der  Anordnung,  und  die  Ordnungs- 
beziehungen sind  es,  welche  verschieden  oder  vielmehr  gerade 
umgekehrt  sind  in  den  symmetrischen  Figuren.  Soll  man  sagen, 
daß  diese  Beziehungen  rein  anschaulich  und  logisch  undefi- 
nierbar seien?  Das  wäre  wieder  ein  Irrtum:  denn  alle  Ordnungs- 
beziehungen lassen  sidi  mittels  der  Logik  der  Beziehungen  defi- 
nieren. Im  Grunde  genommen  entsprechen  zwei  entgegengesetzte 
Anordnungen  zwei  konversen  Beziehungen;  und  die  Konversion 
der  Beziehungen  ist  eine  absolut  logische,  von  der  Anschauung 
unabhängige  Operation.^)  Es  gibt  also  vollständig  verstandes- 
mäßige und  rein  logische  Unterschiede  zwischen  zwei  symmetri- 
schen Figuren.  Dies  läßt  Kant  außeracht,  wenn  er  sagt,  daß  sic 
„ähnlich  und  gleich“  seien  in  allen  ihren  Teilen  und  in  allen 
ihren  inneren  Beziehungen;  ihre  Teile  sind  wohl  gleich  (und 
infolgedessen  ähnlich),  aber  nicht  „in  ähnlicher  Weise  an- 
geordnct“ ; mit  andern  Worten  alle  Größenbeziehungen  sind 
dieselben,  aber  die  Ordnungsbeziehungen  sind  verkehrt. 

Um  cs  genau  anzugeben,  kommt  man  tatsächlich  folgender- 
maßen zur  fortschreitenden  Definition  der  symmetrischen  räum- 
lichen Figuren.  Man  unterscheidet  einen  doppelten  entgegen- 
gesetzten Sinn  für  die  gerichteten  Strcchcn  oder  Vektoren  einer 
und  derselben  Geraden  und  läßt  ihnen  bezüglich  die  positiven 
und  negativen  Zahlen  entsprechen.  Desgleichen  unterscheidet 
man  einen  doppelten  entgegengesetzten  Sinn  für  die  Winkel 
einer  und  derselben  Ebene.  Zwei  gleiche  Strecken  oder  Winkel 
(also  vom  gleichen  Sinn)  können  durch  eine  einfache  Verschiebung 
zur  Deckung  gebracht  werden;  zwei  symmetrische  Strecken  oder 
Winkel  (von  entgegengesetztem  Sinne)  können  es  nicht.  Ebenso 
verhält  es  sich  mit  den  gerichteten  (d.  h.  mit  einem  bestimmten 
Sinn  begabten)  Winkeln,  die  in  einer  und  derselben  Ebene  ge- 
legen sind.  Die  Symmetrie  der  körperlichen  Ecken  ist  vollständig 
analog  derjenigen  der  Winkel;  nur  hat  die  Figur  eine  Dimension 
mehr,  so  daß  die  symmetrisch  körperlichen  Echen  nicht  vermittelst 


y Man  begreift  z.  B.  sehr  gut,  daß  die  Beziehung  vom  Grund  zur 
Folge  umgekehrt  ist  gegenüber  der  von  der  Folge  zum  Grund,  ohne 
nötig  zu  haben,  sie  in  der  Zeit  und  im  Raume  zu  „konstruieren“. 
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einer  Verschiebung  im  dreidimensionalen  Raume  zur  Deckung 
gebracht  werden  können.  Allgemeiner  untersdieidet  man  homo- 
taktische  und  antitaktische  (parallele)  Strecken,  Winkel  (der- 
selben Ebene)  und  körperlidie  Ecken,  je  nachdem  sie  im  selben 
oder  entgegengesetztem  Sinne  angeordnet  sind  (auf  der  Geraden, 
in  der  Ebene,  im  Raume).^)  Aber  um  eine  gegebene  körper- 
liche Ecke  in  eine  antitaktische  körperliche  Ecke  zu  verwandeln, 
genügt  es  ebenso  wie  um  einen  Ebenenwinkel  in  einen  antitakti- 
schen überzuführen,  den  Sinn  einer  seiner  Seiten  zu  ändern, 
d.  h.  eine  Halbgerade  durch  ihre  entgegengesetzte  zu  ersetzen 
(das  Zeichen  + in  das  Zeichen  — auf  einer  der  Achsen  zu 
verwandeln).  So  läßt  sich  die  Antitaxie  durch  die  einfache 
Unterscheidung  des  doppelten  Sinnes  einer  Strecke  definieren 
und  auf  den  ursprünglichen  Gegensatz  der  positiven  und  nega- 
tiven Strecken  auf  einer  Geraden  zurückführen.  Daß  dieser 
Gegensatz  weder  etwas  Anschauliches  noch  dem  Raume  Eigen- 
tümliches besitzt,  das  hätte  der  Verfasser  des  Versuchs,  den 
Begriff  der  negativen  Größen  in  die  Philosophie  ein- 
zuführen (1763),  nicht  leugnen  können,  weil  er  alle  reellen 
Gegensätze,  selbst  die  psychologischen  (Lust  und  Schmerz)  und 
moralischen  (Verdienst  und  Schuld)  auf  den  Gegensatz  der  posi- 
tiven und  negativen  Größen  zurückzuführen  in  Anspruch  nahm. 
Wenn  also  das  Paradoxon  von  Kant  irgend  etwas  beweist,  so 
ist  es  das,  daß  der  Raum  der  Träger  von  Ordnungsbeziehungen 

y Siehe  bei  Meray,  Nouveaux  Elements  de  Geometrie,  die  Defi- 
nition der  Homotaxie  und  der  Antitaxie  der  Strecken  (132),  der  Winkel 
(177),  der  Flächen  (192),  der  Dreiecke  (217),  der  körperlichen  Ecken  (348) 
und  der  Tetraeder  (370).  Andererseits  nennt  man  isomer  die  Figuren, 
deren  Elemente  paarweise  gleich  sind;  und  man  zeigt,  daß  für  zwei 
gleiche  (einander  deckende)  Figuren  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  besteht,  daß  sie  gleichzeitig  isomer  und  homotaktisch 
sind  (373).  Weiter,  wenn  sie  isomer  und  homotaktisch  sind,  so  sind  sie 
symmetrisch  (418).  Das  gilt  in  gleicher  Weise;  1.  von  den  Strecken, 
welche  auf  ein  und  derselben  Geraden  zu  verbleiben  genötigt  sind. 

2.  von  den  Winkeln,  Dreiecken,  Polygonen...,  die  auf  derselben  Ebene, 

3.  von  den  körperlichen  Ecken,  Tetraedern,  Polyedern  .. .,  die  im  gleichen 
dreidimensionalen  Raume  gelegen  sind.  Alle  Fälle  von  Antitaxie  rühren 
von  dieser  ursprünglichen  Tatsache  her,  daß  es  einen  doppelten  ent- 
gegengesetzten Sinn  auf  einer  Geraden  gibt  und  einen  doppelten  ent- 
gegengesetzten Drehungssinn  in  einer  Ebene. 
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ist  und  daß  er  demzufolge  nicht  eine  reine  Größe,  sondern  auch 
und  vor  allem  eine  Anordnung  ist.  Was  im  Grunde  genommen 
gerade  die  Behauptung  von  Leibniz  ist,  welche  Kant  zu  wider- 
legen glaubte.^) 

Diese  Frage  muß  sorgfältig  von  der  unterschieden  werden, 
welcher  sie  ihren  Ursprung  zu  verdanken  scheint^):  „Warum  hat 
die  wirkliche  Welt  diese  gegebene  Orientierung  eher  als  die  ihr 
entgegengesezte?  Warum,  beispielsweise,  drehen  sich  die  Planeten 
von  rechts  nach  links  um  die  Sonne?“  Äuf  eine  derartige  Frage 
gibt  es  keine  Antwort,  weil  sie  keinen  Sinn  hat;  und  sie  hat 
keinen  Sinn,  gerade  weil  der  Raum  nicht  absolut  ist  und  nicht 
qualitative  und  anschauliche  Unterschiede  zuläßt.  Wenn  der 
Raum  absolut  wäre,  so  müßte  es  einen  Grund  dafür  geben, 
daß  die  Planeten  von  rechts  nach  links  eher  sich  drehen  als  von 
links  nach  rechts;  allein,  wenn  kein  Grund  für  diese  Tatsache 
vorhanden  ist  (und  es  ist  augenscheinlich  keiner  vorhanden),  so 
kommt  dies  daher,  daß  der  Raum  nicht  absolut  ist.^)  Übrigens 
ist  der  doppelte  Sinn  ganz  gleichgiltig  und  ununterscheidbar, 
weil,  wenn  die  Planeten  sich  für  einen  in  der  Sonne  mit  dem 
Kopfe  nach  Norden  und  den  Füßen  nach  Süden  gestellten  Be- 
obachter von  rechts  nach  links  drehen,  sie  sich  für  einen  in  der 
verkehrten  Stellung  befindlichen  Beobachter  von  links  nach  rechts 
drehen.  So  ist  die  Unterscheidung  des  doppelten  Sinnes  relativ 
bezüglich  der  Unterscheidung  von  Nord  und  Süd,  die  selbst 
wieder  relativ  ist;  denn  es  gibt  weder  oben  noch  unten  im 
Universum. 

Man  wird  vielleicht  sagen,  daß  trotz  allem  der  Unterschied 
der  symmetrischen  Objekte  etwas  Undefinierbares  ist,  und  daß 


Man  sieht,  was  man  von  der  Kantischen  Behauptung  zu  denken 
hat,  daß  die  Axiome  der  Geometrie  „eigentlich  nur  die  Größen  als 
solche  betreffen“  (B.  204).  Diese  Behauptung  ist  übrigens  durch  die  ganz 
moderne  Geometrie  widerlegt,  in  der  die  Axiome  im  Gegenteil  sich  auf 
die  Anordnung  und  Lage  beziehen.  Siehe  beispielsweise  D.  Hilbert, 
Grundlagen  der  Geometrie  (1899). 

2)  Briefwechsel  zwischen  Leibniz  und  Clarke,  der  nach  H. 
Vaihinger  einen  großen  Einfluß  auf  die  Entwicklung  des  Kantischen 
Denkens  ausgeübt  hätte  (II,  133,  414,  436,  505,  530). 

2)  Diesen  Standpunkt  vertrat  Leibniz  gegen  Clarke  und  Newton 
(III,  5). 
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der  Beweis  dafür  in  der  Unmöglichkeit  liegt,  sie  anders  zu  de- 
finieren, als  durch  Bezugnahme  auf  besondere  einzelne  Fälle, 
d.  h.  auf  die  Anschauung:  wir  sind  in  der  Tat  genötigt,  uns  der 
Ausdrücke  rechts  und  links  zu  bedienen,  welche  relativ  sind  be- 
züglich unseres  eigenen  Körpers,  die  niemand  definieren  kann, 
und  die  sich  nur  durch  ein  unmittelbares  und  unanalysierbares 
Gefühl  unterscheiden  lassen.  Darauf  werden  wir  antworten,  daß 
dieser  Beweisgrund  sich  nicht  mehr  auf  die  Möglichkeit  die  sym- 
metrischen Figuren  verstandesmäßig  zu  unterscheiden  bezieht, 
sondern  einzig  und  allein  auf  die  Mittel,  welche  wir  zur  sprach- 
lichen Unterscheidung,  d.  h.  zur  Übermittlung  anderen  gegenüber 
verwenden.  In  der  Schrift:  Was  heißt,  sich  im  Denken  orien- 
tieren? (1786),  vertritt  Kant  den  Standpunkt,  daß  man  sich  nur 
orientieren,  d.  h.  die  vier  Kardinalpunkte  unterscheiden  könne 
mit  Hilfe  des  subjektiven  Gefühls  der  Rechten  und  der 
Linken;  und  er  fügt  hinzu:  „Ich  nenne  es  ein  Gefühl,  weil 
diese  zwei  Seiten  äußerlich  in  der  Anschauung  keinen  merk- 
lichen Unterschied  zeigen“  (Hart,  IV,  341).  Er  vergißt,  daß  es 
einen  vollständig  merklichen  und  absolut  gegenständlichen  Unter- 
schied zwischen  den  zwei  entgegengesetzten  Halbgeraden  gibt, 
welche  ein  Punkt  auf  einer  unbegrenzten  Geraden  bestimmt  und 
von  einander  trennt,  vorausgesetzt,  daß  sie  keinen  anderen  Punkt 
gemein  haben.  Es  liegt  hier  eine  verstandesmäßige  und  sehr 
klare  Unterscheidung  vor  und  nicht  eine  bloße  Unterscheidung 
des  Gefühls.  Die  Benennungen  rechts  und  links  dienen  keines- 
wegs zur  Unterscheidung,  sondern  bloß  zur  sprachlichen  Be- 
zeichnung. Desgleichen  bedienen  wir  uns  der  geographischen 
oder  anthropomorphen  Angaben  von  Nord  und  Süd,  oben  und 
unten,  um  den  doppelten  und  entgegengesetzten  Sinn  einer 
Geraden  (einer  Koordinatenachse),  oder  des  Ausdruckes:  „Sinn 
des  Uhrzeigers“  um  den  möglichen  doppelten  Drehungssinn  auf 
einem  Kreise  zu  bezeichnen.  Und  dennoch  können  die  beiden 
Geraden  von  entgegengesetztem  Sinn  und  die  beiden  in  ent- 
gegengesetztem Sinn  beschriebenen  Kreise  zur  Deckung  gebracht 
werden.  So  ist  die  für  uns  bestehende  praktische  Notwendigkeit, 
uns  zur  Beschreibung  symmetrischer  Figuren  auf  anschauliche 
Daten  zu  berufen,  keineswegs  an  ihre  Inkongruenz  gebunden 
und  beweist  nicht,  daß  wir  selbst  in  dem  Falle  der  Kongruenz 
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die  symmetrisdien  Figuren  ohne  Berufung  auf  die  Änsdiauung 
nicht  zu  unterscheiden  vermöchten. 

Die  Grundsätze  der  Geometrie. 

Überdies  ist  der  logische  Aufbau  der  Geometrie  nicht  einfach 
eine  gedankliche  Möglichkeit,  sondern  eine  durch  die  Arbeiten 
der  zeitgenössischen  Geometer  verwirklichte  Tat.^)  Ist  doch  nun- 
mehr dargelegt,  daß  die  geometrischen  Beweise  analytisch  sind 
(d.  h.  es  sein  können  und  sollen),  und  daß  die  ganze  Geometrie 
sich  logisch  von  einigen  zwanzig  Postulaten  ableiten  läßt  und 
abgeleitet  werden  soll.  Es  erübrigt  nur  noch  zu  wissen,  was 
der  Ursprung  und  Wert  der  Postulate  ist.  Hier  liegt  ein  noch 
viel  umstrittenes  Problem  vor,  das  die  formale  Logik  aufzulösen 
nicht  kompetent  ist.  Sicher  ist,  daß  die  Postulate  der  Geometrie 
sich  nicht  wie  die  Axiome  der  Arithmetik  von  den  Grundsätzen 
der  Logik  ableiten  lassen:  und  der  Beweis  davon  ist,  daß  es 
nur  eine  Arithmetik  gibt,  während  es  mehrere  (logisch  mögliche) 
Geometrien  gibt.  Ohne  Zweifel  wird  jede  dieser  Geometrien 
sich  auf  dem  analytischen  Wege  auf  einer  Gesamtheit  von 
Postulaten  aufbauen,  welche  sie  charakterisieren  und  vollständig 
bestimmen.  Jede  von  ihnen  stellt  sich  als  ein  hypothetisch- 
deduktives System  dar  nach  dem  Ausdruck  von  H.  Mario  Pieri, 
d.  h.  als  eine  Gesamtheit  von  logisch  verketteten  Sätzen,  die  von 
einigen  Voraussetzungen  abhängen  und  die  in  dem  Falle  und  in 
dem  Maße  wahr  sind,  als  diese  Voraussetzungen  selbst  erhärtet 
werden.  Sind  einmal  diese  Voraussetzungen  angenommen,  so 
beherrscht  die  reine  Logik  jede  dieser  Geometrien;  vom  logischen 
Gesichtspunkt  aus  sind  sie  gleichwertig  und  ohne  Unterschied. 


^)  Siehe  besonders  Mario  Pieri:  I Prinzipii  della  Geometria  di 
posizione,  composti  in  sistema  logico  deduttivo;  Della  Geometria  ele- 
mentare come  sistema  ipotetico  deduttivo;  Memorie  della  R.  Äccademia 
delle  Scienze  di  Torino,  Serie  II,  Bd.  XLVIII  und  XLIX  (1898,  1899); 
und  Sur  la  Geometrie  envisagee  comme  un  Systeme  purement  logique, 
Bibliotheque  du  Congres  de  Philosophie,  Bd.  III.  Nach  diesem  Äutor  ist 
die  Geometrie  „Das  Studium  einer  bestimmten  Gattung  von  logischen 
Beziehungen“,  das  von  Anschauung  vollkommen  frei  gemacht  ist  und  die 
Form  „einer  rein  deduktiven  und  abstrakten  Gedankenwissenschaft,  wie 
die  Arithmetik“  besitzt. 
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Man  darf  nicht  glauben,  daß  sie  unverträglich  sind:  sie  wären 
es  nur,  wenn  sie  sich  auf  denselben  Gegenstand  oder  dieselbe 
Mannigfaltigkeit  von  Gegenständen  (einen  Raum)  bezögen;  allein 
sie  beziehen  sich  an  sidi  selbst  auf  gar  keinen  Gegenstand  und 
befassen  keinen  in  sidi,  weil  sie  rein  hgpothetisdi  sind.^)  Sie 
sind  Systeme  von  formalen  Äbhängigkeitsbeziehungen,  durch 
welche  ihre  Voraussetzungen  nicht  mehr  behauptet  werden  als 
ihre  Schlußfolgerungen.  Aber  diese  Voraussetzungen  sind  eben 
die  Postulate;  die  letzteren  haben  also  eigentlich  keinen  Anteil 
an  den  Sätzen,  an  den  Behauptungen,  die  jede  Geometrie 
ausmadien:  sie  werden  mit  problematischem  Rechtsansprüche  als 
unbegründete  (gratuit)  Voraussetzungen  betrachtet  (wir  sagen 
nicht  willkürliche  [arbitraire] , denn  es  gibt  nichts  Willkürliches 
in  der  Mathematik  außer  den  Definitionen  . . . und  auch  diese 
kaum!).  In  diesem  Sinne  haben  die  verschiedenen  Geometrien 
teil  an  der  reinen  Mathematik,  sie  sind  deduktive  und  rein  ana- 
lytische Wissenschaften,  insofern  sie  sich  auf  ideale  und  bloß 
mögliche  Räume  beziehen.  Merkwürdigerweise  hat  die  moderne 
Geometrie  genau  das  Ideal  verwirklicht,  das  Kant  mit  23  Jahren 
vorausgesehen  und  in  seiner  ersten  Arbeit  definiert  hat,  als  er 
noch  vollständig  durchtränkt  war  von  Leibnizischen  Gedanken: 
„Eine  Wissenschaft  von  allen  diesen  möglichen  Raumesarten  wäre 
unfehlbar  die  höchste  Geometrie,  die  ein  endlicher  Verstand 
unternehmen  könnte.“  ^) 

In  einem  anderen  Sinne  jedoch  hört  die  Geometrie  auf, 
eine  analytische  Wissenschaft  und  reine  Mathematik  zu  sein,  und 
zwar  sobald  sie  sich  auf  einen  besonderen  einzelnen  Gegenstand, 
den  wirklichen  Raum,  bezieht  und  dessen  Existenz  einschließt. 
Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  gibt  es  nur  eine  annehmbare 
Geometrie,  und  man  muß  notwendigerweise  zwischen  sämtlichen 
logisch  möglichen  Geometrien  eine  Wahl  treffen.  Übrigens  redu- 
ziert sich,  nach  dem  von  uns  Gesagten,  diese  Wahl  darauf, 
zwischen  den  verschiedenen  Systemen  von  Postulaten  zu  wählen. 


^)  Siehe  den  so  bezeichnenden  Satz  von  H.  Pasch,  angeführt  S.  164, 
Änm.  2. 

*)  Gedanken  von  der  wahren  Schätzung  der  lebendigen  Kräfte, 
§ 10  (1747). 
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welche  bezüglidi  die  versdiiedenen  Geometrien  verlangen,  d.  h.  zu 
behaupten,  daß  dieses  oder  jenes  System  durch  den  wirklichen 
Raum  und  durch  die  reale  Welt  verifiziert  wird;  eine  derartige 
Behauptung  ist  offensichtlidi  synthetisch  in  dem  von  uns  defi- 
nierten Sinne,  insofern  sie  die  Grenzen  der  formalen  Logik  über- 
schreitet. Wem  kommt  es  zu,  diese  Wahl  zu  treffen,  oder  wer 
bestimmt  dieselbe?  Dies  ist  die  einzige  Frage,  die  noch  zu  einem 
Meinungstreite  Anlaß  geben  könnte.  Die  Mehrzahl  der  Mathe- 
matiker meint,  daß  die  Erfahrung  es  ist,  welche  uns  lehrt,  was 
die  in  unserer  Welt  tatsächlidi  verifizierten  Postulate  sind;  die 
Postulate  wären  induktive  Gesetze,  Zusammenfassungen  unzäh- 
liger Erfahrungen,  und  die  Geometrie  wäre  infolgedessen  eine 
induktive  und  experimentelle  Wissenschaft,  die  erste,  d.  h.  ab- 
strakteste und  einfachste  der  Naturwissenschaften.  Nach  dieser 
Theorie  wären  die  geometrischen  Sätze  einfach  synthetisch 
a posteriori.  Allein  für  andere  wieder  wäre  die  Erfahrung 
unfähig  oder  vielmehr  inkompetent,  zwischen  den  verschiedenen 
Geometrien  zu  unterscheiden,  insofern  eine  und  dieselbe  Er- 
fahrung, eine  und  dieselbe  Gesamtheit  von  Tatsachen  sich  in 
die  verschiedenen,  von  der  reinen  Geometrie  uns  dargebotenen 
Systeme  hineinpressen  ließe  und  durch  sie  interpretiert  werden 
könnte.  Eine  Wahl  wäre  somit  nicht  durch  die  Erfahrung  uns 
auferlegt,  wohl  aber  durch  Gründe  der  „Bequemlichkeit“  geleitet. 
Aber  da  es  sich  hier  augenscheinlich  nicht  um  eine  erfahrungs- 
mäßige oder  praktische  Bequemlichkeit,  sondern  um  eine  intel- 
lektuelle Bequemlichkeit  handelt,  so  läßt  sich  vermuten,  daß  diese 
Gründe  der  „Bequemlichkeit“,  wenn  man  sie  genauer  faßte  und 
weiter  analysierte,  auf  rationale  Gründe  sich  zurückführen  ließen, 
d.  h.  auf  synthetische  Urteile  a priori.  Und  was  diese  Mut- 
maßung zu  bestärken  scheint,  ist  der  hervorragend  rationale 
Charakter  der  beiden  dem  Euklidischen  Raum  wesentlichen  Eigen- 
tümlichkeiten: 1.  die  Möglichkeit,  eine  unveränderliche  Figur  zu 
verschieben,  ohne  sie  zu  entstalten,  was  alles  in  allem  den 
Grundsatz  der  Identität  in  der  Geometrie  begründet  (die  gleiche 
Figur  kann  an  verschiedenen  Orten  bestehen);  2,  die  Möglich- 
keit ähnlicher  Figuren,  was  die  von  Delboeuf  so  genannte  Un- 
abhängigkeit von  der  Form  und  Größe  begründet  (die  gleiche 
Form  kann  in  verschiedenen  Maßstäben  existieren).  Nur  wären 


Kants  Philosophie  der  Mathematik. 


317 


diese  synthetisdien  Urteile  a priori  nicht,  wie  Kant  meinte,  auf 
eine  sinnliche  Anschauung  (und  wäre  sie  auch  eine  reine),  sondern 
auf  rationale  Notwendigkeiten  oder  mindestens  Übereinkünfte 
gegründet,  derart,  daß  diese  Behauptung  viel  eher  dem  Leib- 
nizischen  Intellektualismus  recht  gäbe,  als  dem  Kantischen  „In- 
tuitionismus“. 

Nichtsdestoweniger  gibt  es  neben  den  Postulaten  von  ver- 
standesmäßigem Charakter  mindestens  eines  und  zwar  das  auf 
die  Dimensionenzahl  unseres  Raumes  bezügliche,  das  nicht  auf 
dieselbe  Art  erklärt  werden  zu  können  scheint  und  wofür  auch 
kein  Grund  besteht,  daß  es  verstandesmäßig  sei.  Es  scheint 
wohl,  daß  hier  eine  unerklärbare  und  unzurückführbare  Tatsache 
der  Anschauung  vorliegt,  welche  sich  praktisch  allen  Menschen 
auf  eine  unwiderstehliche  Art  auf  drängt,  sei  es,  daß  sie  von 
der  subjektiven  Konstitution  unserer  Sinnlichkeit  herstammt,  sei 
es,  daß  sie  mehr  oder  weniger  symbolisch  eine  gegenständ- 
liche Eigenschaft  der  äußeren  Welt  spiegelt.  Wenn  es  also  ein 
Postulat  gibt,  welches  die  Kantische  Doktrin  zu  rechtfertigen 
sdieint,  so  ist  es  dieses.  Zwischen  den  beiden  eben  erwähnten 
Theorien  zu  entscheiden,  machen  wir  keinen  Anspruch.  Aber 
vielleicht  ist  die  wahrscheinlichste  Lösung  des  Problems  ver- 
mittelnder und  gemischter  Natur;  sodaß  gewisse  Postulate  einen 
verstandesmäßigen  und  gewisse  andere  einen  anschaulichen  Ur- 
sprung besäßen.  Der  Raum  wäre  dann  nidit  mehr  eine  einfache 
Form  der  Sinnlichkeit,  sondern  eine  ziemlich  verwickelte  Form, 
die  durch  intellektuelle  Grundsätze  in  Verbindung  mit  Elementen 
ansdiaulischer  Art  gebildet  wird. 

Wie  dem  auch  sein  möge,  so  hat,  während  die  Arithmetik 
die  Kantische  Lehre  Lügen  straft,  in  der  Geometrie  diese  Lehre 
die  größte  Aussicht  bestehen  zu  bleiben.  Dieses  Ergebnis  steht 
im  Gegensätze  zur  Meinung  einer  großen  Zahl  von  Mathe- 
matikern, welche  behaupten,  daß  die  Erfindung  der  nicht- 
Euklidisdien  Geometrie  die  Kantische  Lehre  widerlegt  habe. 
Diese  Autoren,  die  augenscheinlich  wenig  vertraut  sind  mit  dem 
Kantischen  Gedanken,  glauben,  daß  seine  Lehre  involviert,  daß 
es  nur  eine  logisch  mögliche  Geometrie  gäbe,  was  aber  falsch 
ist.  Die  Existenz  mehrerer  möglicher  Geometrien  ist  gerade 
eher  ein  Argument  zu  Gunsten  der  Kantischen  Lehre,  wonach 
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die  gcometrisdiGn  Sätze  synthetisch  und  auf  die  Anschauung 
gegründet  sind.^)  H.  Russell^)  hat  dies  viel  riditiger  gesehen, 
wenn  er  sagt,  daß  nicht  die  nicht -Euklidische  Geometrie  die 
Kantische  Philosophie  der  Mathematik  zerstören  könnte,  sondern 
der  logische  Wiederaufbau  der  Analysis,  den  H.  Klein  die 
Arithmetisierung  der  Mathematik  genannt  hat.*) 

Die  Antinomien. 

Wir  werden  hier  nicht  von  der  Antinomie  der  reinen  Ver- 
nunft sprechen,  nicht  nur  weil  wir  sie  anderwärts  behandelt 
haben  und  nichts  dieser  Besprechung  hinzuzufügen  und  an  ihr 
abzuändern  haben  ^),  sondern  auch  darum,  weil  sie  keine  wirk- 
liche Bedeutung  für  unseren  Gegenstand  besitzt.  Kant  glaubte, 
daß  die  Antinomie  der  reinen  Vernunft  sich  auf  die  Natur  der 
Zeit  und  des  Raumes  bezöge  und  die  Behauptung  der  Idealität 
dieser  beiden  Formen  bestätige.  Allein  in  Wirklichkeit  rühren 
diese  behaupteten  Widersprüche,  in  welche  die  Vernunft  sich  un- 
vermeidlich verstricken  sollte,  indem  sie  über  die  Welt  speku- 
lierte, sämtlich  von  einem  ungenauen  Begriff  des  Unendlichen 
und  der  herkömmlichen  auf  diesen  Begriff  bezüglichen  Vorurteile 
her^);  sie  haben  allen  tieferen  Grund  verloren,  seit  dieser  Be- 
griff erhellt  und  in  strenger  Weise  definiert  worden  ist.  Wenn 
es  übrigens  auch  richtig  ist  anzuerkennen,  daß  Kant  von  den 
gröbsten  Sophismen  der  Vertreter  der  Endlichkeitstheorie  nicht 
betrogen  worden  ist,  muß  man  doch  zugestehen,  daß  er  keinen 
klar  und  festgehaltenen  Begriff  vom  Unendlichen  besaß*);  denn 


y Vgl.  H.  Riehl,  Helmholtz  in  seinem  Verhältnis  zu  Kant.  Zu 
Kants  Gedächtnis  (Kantstudien,  1904). 

2)  The  principles  of  mathematics,  § 149,  S.  158. 

3)  F.  Klein,  Über  die  Arithmetisierung  der  Mathematik,  Göttinger 
Nachrichten,  1895. 

^)  De  rinfini  mathematique,  2.  Teil,  Buch  IV,  Kap.  IV. 

^)  Dies  hat  besonders  Wundt  gezeigt:  Kants  kosmologische  Anti- 
nomien und  das  Problem  der  Unendlichkeit,  Philosophische  Studien 
Bd.  II  (1885). 

®)  Immerhin  muß  man  darauf  aufmerksam  machen,  daß  er  mindestens 
einmal  die  richtige  Definition  des  Unendlichen  getroffen  hat:  „Das  Un- 
endliche ist  unter  allen  Größen  diejenige,  welche  durch  Entziehung  eines 
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während  er  in  der  transzendentalen  Ästhetik  den  Raum  als 
eine  „unendlich  gegebene  Größe“  (Ä.  25,  B.  39)  betrachtet  und 
zwar  in  simultaner  Anschauung  gegeben,  definiert  er  die  Anti- 
nomie des  Unendlidien  durch  die  Tatsache,  „daß  die  sukzessive 
Synthesis  der  Einheit  in  Durchmessung  eines  Quantum  niemals 
vollendet  sein  kann“  (A.  430 — 432,  B.  458 — 460).^)  Man  findet 
hier  die  verhängnisvolle  und  unberechtigte  Hineinziehung  des  Be- 
griffes der  Zeit  wieder,  sowohl  in  die  Zahl,  wie  selbst  in  die 
Größe.  Man  kann  also  sagen,  daß  Kant  selbst  in  den  Begriff 
des  Unendlichen  den  Widerspruch  einführt,  den  er  hier  zu  ent- 
decken glaubt,  und  kann  den  Vorwurf  gegen  ihn  kehren,  den 
er  mit  Recht  gegen  die  Vertreter  der  Endlichkeitslehre  seiner 
Zeit  (und  aller  Zeiten)  richtete:  „Confingunt  nempe  talem  infiniti 
definitionem,  ex  qua  contradictionem  aliquam  exsculpere  possint.“®) 
Für  alle  Fälle  rühren  die  Antinomien  nicht  von  eigentümlichen 
Begriffen  des  Raums  und  der  Zeit  her,  sondern  einzig  und  allein 


endlichen  Teiles  nidit  vermindert  wird.“  Allgemeine  Naturgeschichte  und 
Theorie  des  Himmels  (1755),  Anfang  des  3.  Teiles  (Hart.,  I,  332).  Leider 
hat  Kant  nicht  daran  festgehalten. 

®)  Vgl.  Vaihinger,  Kommentar,  Bd.  II,  S.  253— 261:  Exkurs  über  „den 
Raum  als  unendlich  gegebene  Größe“.  Dieser  Widerspruch  ist  sinnverwandt 
mit  dem  folgenden  anderen  von  P.  Schröder  bemerkten  (Kants  Lehre 
vom  Raum,  Halle  1894):  In  der  transzendentalen  Ästhetik  (§  2,  No.  3) 
sagt  Kant,  daß  der  Raum  seinen  Teilen  vorhergeht.  Aber  anderwärts 
(A.  162,  B.  203)  sagt  er,  daß  die  extentive  Größe  diejenige  ist,  deren 
Teile  dem  Ganzen  vorangehen,  und  daß  der  Raum  eine  solche  Größe  ist. 

De  mundi  sensibilis  atque  intelligibilis  forma  et  principiis  (1770), 
Hartenstein,  Bd.  II,  S.  396,  Anm.,  vgl.  A.  430,  B.  458.  Der  Zusammen- 
hang dieser  Anmerkung  bestätigt  vollständig  unsere  Ausdeutung,  näm- 
lich daß  der  einzige  Grund  der  Antinomien  der  der  Synthese  der  Zahlen 
und  Größen  zugeschriebene  sukzessive  Charakter  ist,  der  Synthese, 
welche  infolgedessen  „in  einer  endlichen  Zeit“  nicht  vollendet  werden 
kann.  Kant  fügt  hinzu,  daß  diese  eine  „subjektive“  Notwendigkeit  des 
„menschlichen“  Verstandes  sei,  welche  keineswegs  nach  sidi  ziehe,  daß 
das  Unendliche  in  sich  selbst  unbegreiflich  (d.  h.  widerspruchsvoll)  sei. 
Der  Begriff  des  Unendlichen,  sagt  er  noch,  ist  undarstellbar,  insofern 
er  den  Gesetzen  der  Anschauung  widerspricht,  aber  er  ist  nicht  unmög- 
lich, d.  h.  den  Gesetzen  des  Denkens  widersprechend.  Alle  Schwie- 
rigkeit verschwindet  also,  wenn  man  entgegen  dem  grundlegenden 
Postulat  der  Kritik  annimmt,  daß  das  Denken  nicht  notwendigerweise 
auf  den  Bereich  der  Anschauung  beschränkt  ist. 
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von  dem  auf  sie  angewandten  Begriff  des  Unendlidien  her;  man 
kann  somit  daraus  nichts  auf  die  Idealität  des  Raumes  und  der 
Zeit  Bezügliches  erschließen.  Man  kann  unserer  Anschauung 
nach  nur  das  Eine  daraus  schließen,  das  ist  nämlich,  daß  Kant 
sich  einen  widerspruchsvollen  Begriff  des  Unendlichen  gebildet 
hat,  weil  er  willkürlicher  Weise  den  Begriff  der  Zeit  in  den  der 
Zahl  und  der  Größe  eingeführt  hat;  und  dies  stellt  infolgedessen 
eine  indirekte  Widerlegung  seiner  Philosophie  der  Mathe- 
matik dar.^) 

Schlußfolgerungen. 

Zusammengefaßt:  die  Fortschritte  der  Logik  und  der  Mathe- 
matik im  19.  Jahrhundert  haben  der  Kantischen  Lehre  alle  Kraft 
benommen  und  Leibniz  Recht  gegeben.  Wenn  Kant  die  Logik 
und  Mathematik  voneinander  trennte  und  sie  einander  gegen- 
überstellte, so  kommt  dies  daher,  daß  er  einen  zu  engen  Begriff 
von  der  einen  und  von  der  anderen  besaß.  Bekannt  ist  die 
Meinung,  die  er  von  der  Logik  hatte:  diese  Disziplin  hat 
nach  ihm  seit  Aristoteles  (B.  VIII)  keinen  Schritt  vorwärts  getan 
und  hatte  auch  keinen  mehr  zu  tun,  da  sie  von  allem  Anfang 
an  eine  Vollendung  erreicht  hatte,  die  sie  ihrer  „Eingeschränkt- 
heit“ verdankte.  Bekannt  ist  aber  auch,  welche  eklatante  Wider- 
legung die  modernen  Logiker  dieser  Meinung  angedeihen  lassen 
sollten.  Ohne  Zweifel  konnte  Kant  die  Wiedergeburt  der  Logik 
im  1 9.  Jahrhundert  nicht  voraussehen.  Allein  er  hätte  mindestens 
gerechter  sein  können  in  der  Beurteilung  der  Bemühungen  seiner 
Vorgänger  wie  z.  B.  eines  Leibniz  und  seiner  Schule,  welche 
über  den  künstlichen  und  eng  begrenzten  Rahmen  der  Aristote- 
lischen Logik  hinauszugehen  versucht  hatten.  Anstatt  diese  Be- 
wegung fortzusetzen  und  an  diesem  Fortschritt  mit  seinen 


Viele  Autoren  haben  schon  bemerkt,  daß  die  Antinomien  die 
Idealität  der  Außenwelt  nicht  beweisen,  denn  die  behaupteten  Wider- 
sprüche bleiben  dieselben,  ob  die  Welt  ideal  oder  real  ist.  (Siehe  bei- 
spielsweise Wundt,  a.  a.  0.)  Erhardt  hat  bezüglich  dieses  Gegen- 
standes eine  treffende  und  logisch  sehr  richtige  Bemerkung  gemacht: 
Wenn  die  Grundlage  der  Antinomien  wirklich  die  Annahme  der  Realität 
der  Welt  wäre,  so  müßte  diese  Annahme  im  Beweise  der  Thesen  und 
Antithesen  auftreten,  was  nicht  der  Fall  ist  (Kritik  der  Kantischen  Anti- 
nomienlehre, Jena  1888). 
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mächtigen  Fähigkeiten  mitzuarbeiten,  hat  sich  Kant  in  der 
formalen  Logik  als  ultrakonservativ,  um  nidit  zu  sagen,  reak- 
tionär gezeigt:  er  hat  sich  damit  begnügt,  die  „falsdie  Spitz- 
findigkeit der  vier  syllogistisdien  Figuren“  zu  kritisieren  und  die 
scholastische  Logik  zu  vereinfachen,  und  scheint  niemals  daran 
gedacht  zu  haben,  daß  dieselbe  der  Ausdehnung  und  Vertiefung 
dringend  bedürftig  sei.^)  Das  ist  umso  erstaunlicher  als  die 
formale  Logik  nach  seinem  eigenen  Geständnis  die  notwendige 
Grundlage  der  transzendentalen  Logik  war;  „dieselbe  Funktion“ 
ist  es,  welche  die  Urteile  bildet  und  die  Gegenstände  unter  die 
Kategorien  subsumiert;  „derselbe  Verstand  mittels  derselben 
Handlungen“  ist  es,  welcher  einerseits  die  analytische  Einheit 
der  Begriffe  und  andererseits  die  synthetisdie  Einheit  der  An- 
schauung erzeugt  (A.  79;  B.  104 — 105).^)  Es  scheint  somit,  daß 
Kant  vor  allem  mit  größter  Sorgfalt  die  logischen  Operationen 
des  Verstandes  und  die  verschiedenen  Arten  der  Ableitung  hätte 
analysieren  müssen,  nach  der  von  Leibniz  so  gepriesenen  und 
auch  gehandhabten  positiven  Methode,  d.  h.  vermittelst  der  Be- 
trachtung der  Formen  der  Sprache  und  des  wissenschaftlichen 
Denkens.  Anstatt  dessen  hat  er  sich  damit  begnügt,  der  alten 
scholastischen  Logik  veraltete  Formeln  und  einen  vollständig 
fertigen  Rahmen  zu  entlehnen  und  die  herkömmliche  Einteilung 
der  Urteile^)  zu  übernehmen,  indem  er  sie  aus  Gründen  der 
Symmetrie  durch  blinde  Fenster  vervollständigte.^)  Und  wenn  man 
weiß,  welchen  Gebrauch,  oder  vielmehr  welchen  Mißbrauch  er 
von  diesem  engen  und  strengen  Rahmen  gemacht  hat,  wenn 


0 Vgl.  Steckelmadier,  Die  formale  Logik  Kants  in  ihren  Be- 
ziehungen zur  transzendentalen  (Breslau,  1879). 

2)  Im  § 26  der  Kritik  behauptet  Kant  „die  völlige  Zusammen- 
treffung  der  Kategorien  mit  den  allgemeinen  logischen  Funktionen  des 
Denkens“  (B.  159).  Vgl.  W.  Schuppe,  Das  Verhältnis  zwischen  Kants 
formaler  und  transzendentaler  Logik.  Philosophische  Monatshefte,  Band 
XVI,  (1880). 

®)  Dem  Organon  von  Lambert  entlehnt  (Steckelmadier,  a.  a.  0.). 

^)  F.  Erhardt  (Kritik  der  Kantischen  Äntinomienlehre,  Jena  1888) 
bemerkt  und  bedauert  diesen  Geschmack  Kants  an  der  Architektonik 
und  schreibt  ihr  die  Erfindung  der  Antinomien  der  praktischen  Vernunft 
und  der  Urteilskraft  zu,  v/elche  ihm  künstlidie  Gegenstücke  zur  Antinomie 
der  reinen  Vernunft  zu  sein  scheinen. 

Couturat,  Prinzipien  der  Mathematik. 


21 


322 


Änhang. 


man  sieht,  wie  er  ihm  die  Tafel  der  Kategorien  und  der  Grund- 
sätze nachbildet,  und  sodann  der  Reihe  nach  seine  sämtlichen 
Lehren  in  diese  eintönige  Form  hineinpreßt,  gleidisam  in  das  Bett  des 
Prokrustes  einspannt,  wo  sie  wohl  oder  übel  hineinpassen  müssen, 
ja  noch  mehr,  wie  er  sich  ihrer  als  eines  Führers  und  eines 
Entdeckungsmittels  bedient,  so  bleibt  man  beschämt  bei  dem 
Gedanken,  daß  der  große  Kritiker  ohne  Kritik  die  Grundlage 
seines  ganzen  Systems  angenommen  hat,  daß  dem  majestätischen 
(aber  allzu  künstlichen  und  symmetrischen)  Gebäude  der  drei 
Kritiken  der  unentbehrliche  Unterbau,  d.  h.  eine  moderne  und 
wahrhaft  wissenschaftliche  Logik  fehlt,  und  daß  mit  einem  Worte 
der  eherne  Koloß  auf  tönernen  Füßen  ruht. 

Äuf  der  anderen  Seite  faßte  Kant  mit  allen  seinen  Zeit- 
genossen die  Mathematik  als  die  Wissenschaft  von  der  Zahl  und 
Größe  auf,  ja  selbst  noch  enger  als  die  Wissenschaft  vom  Raume 
und  von  der  Zeit  und  nicht  als  eine  leere  oder  vielmehr  als 
eine  rein  formale  Methode,  als  eine  Gesamtheit  von  deduktiven 
und  hypothetisch  notwendigen  Schlüssen.  Auch  hier  könnte  man 
ihm  keineswegs  den  Vorwurf  machen,  nicht  in  die  Zukunft  gesehen 
zu  haben,  und  auch  nicht,  daß  bezüglich  dieses  Punktes  Leibniz 
klarer  und  weiter  als  er  gesehen  und  sehr  sauber  die  Gesamt- 
mathematik und  noch  spezieller  die  Gesamtalgebra,  (die  er  Cha- 
rakteristik nannte),  als  auf  sämtliche  mögliche  Formen  der  De- 
duktion anwendbar,  erfaßt  hat.  Waren  doch  diese  genialen 
Äntezipationen  noch  unbekannt  oder  verkannt  und  galten  also 
für  Träume  eines  Utopisten.  Zur  Zeit  Kants  waren  die  Grund- 
sätze der  Analysis  noch  dunkel,  der  Infinitesimal  - Kalkül  noch 
nidit  logisch  konstruiert  und  von  dem  geheimnisvollen  Begriff 
des  Unendlichkleinen  (welchen  gewisse  Kantianer  so  merkwürdig 
interpretiert  haben)  nicht  gereinigt;  Gauß  wußte  noch  nicht,  ob 
man  die  imaginären  „Größen“  anwenden  dürfte,  welche  die  un- 
entbehrliche Grundlage  der  Analysis  geworden  sind,  und  erst  im 
Jahre  1806  fand  Argand  die  erste  befriedigende  Deutung  für 
dieselben.  Während  langer  Zeit  noch  fragte  man  sich,  ob  diese 
wunderlichen  und  widersinnig  scheinenden  (für  einige  Wenige 
sogar  widersprudisvollen)  Wesenheiten  „Zahlen“  oder  „Größen“ 
wären.  Nur  nach  und  nach  ist  man  infolge  der  Erfindung  des 
baryzentrischen  Kalküls  von  Möbius,  des  Kalküls  der  Aquipollen- 
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zen  von  Bellavitis,  der  Äusdehnungslehre  von  Graßmann,  der 
Quaternionen  von  Hamilton,  der  projektiven  Geometrie  von  Staudt, 
der  Mengenlehre  und  der  Theorie  der  Substitutionen  und  Gruppen 
und  endlich  des  logischen  Kalküls  von  Boole  dazu  gekommen, 
die  Mathematik  als  nicht  an  eine  bestimmte  Natur  der  Gegen- 
stände gebunden  zu  betrachten,  sondern  als  eine  allgemeine  Be- 
weis- und  Entdeckungsmethode.  Gerade  Boole  ist  es,  welcher 
als  erster  diese  Idee  „verwirklichte“,  und  sie  in  folgendem  ker- 
nigen und  kurzen  Satze  aussprach:  „Es  gehört  nicht  zum  Wesen 
der  Mathematik,  sich  mit  den  Begriffen  der  Zahl  und  der  Größe 
zu  beschäftigen.“  Äuch  hat  man,  ohne  allzu  paradox  zu  sein, 
sagen  können,  daß  die  reine  Mathematik  erst  durch  Boole  ent- 
deckt wurde.^)  Und  da  wir  eben  ein  Jubiläum  feiern,  so  wird 
es  uns  gestattet  sein  zu  bemerken,  daß  die  hundertste  Wieder- 
kehr des  Todestages  von  Kant  zugleich  der  fünfzigste  Geburts- 
tag der  reinen  Mathematik  ist;  und  dies  entschuldigt  zur  Ge- 
nüge Kant,  wenn  er  diese  noch  nicht  gekannt  hat. 

Alles  in  allem  kommen  unsere  sämtlichen  kritisdien  Be- 
merkungen darauf  zurück,  einfach  die  notorische  Tatsache  festzu- 
stellen, daß  seit  einem  Jahrhundert  die  Mathematik  ungeheuere  und 
unvorhergesehene  Fortschritte  gemacht  hat,  nicht  nur  im  Sinne  der 
Erweiterung  und  der  Anwendungen,  sondern  auch  im  Sinne  der 
Grundlagen  und  ihrer  Vertiefung,  und  daß  diese  Fortschritte 
notwendigerweise  auch  einen  Gewinn  für  die  Philosophie  be- 
gründen; derart,  daß,  wenn  man  bezüglidi  der  Mathematik  an 
den  Theorien  und  Formeln  Kants  festhielte,  dies  ganz  einfach  um 
ein  Jahrhundert  Zurückbleiben  hieße.  Wir  überlassen  den  Schülern 
Kants  die  Mühe,  Untersuchungen  darüber  anzustellen,  was  von 
seiner  Erkenntnistheorie  bestehen  bleiben  kann,  von  der  die 
Philosophie  der  Mathematik  einen  wesentliclien  Teil  zu  bilden 
scheint.^)  Man  hat  ihm  sogar  den  Vorwurf  gemacht,  seine  Er- 
kenntnistheorie zu  ausschließlich  auf  die  Betrachtung  der  Mathe- 


Laws  of  Thought,  Vorwort,  S.  12  (1854). 

2)  B.  Russell,  Recent  work  on  the  prindples  of  malheniatics,  The 
International  Monthly,  Juli  1901  (S.  83). 

2)  Nach  Zi  mm  ermann  (a.  a.  O.)  ist  „das  mathematische  Vorurteil 
Kants“  (die  Behauptung  nämlich,  daß  die  mathematischen  Urteile  synthe- 
tisch sind)  „die  Wurzel  der  Kritik“.  Vgl.  den  als  Motto  benutzten  Satz 
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matik  gegründet,  diese  für  den  einzigen  Typus  der  rationalen 
Wissenschaft  genommen  und  auf  diese  Ärt  seiner  Kritik  eine  zu 
schmale  Grundlage  gegeben  zu  haben.  Dieser  Vorwurf  scheint  uns 
gerechtfertigt,  aber  in  einem  anderen  Sinne  als  ihn  seine  Ur- 
heber verstehen.  Wenn  die  Grundlage  der  Kritik  zu  schmal  ist,  so 
kommt  dies  nicht  daher,  daß  sie  speziell  der  Mathematik  entlehnt  ist, 
sondern  daher,  daß  sie  einer  unzureichenden  und  in  die  Brüche 
gegangenen  Auffassung  der  Mathematik  entstammt.  Die  Hoff- 
nung ist  vergebens,  daß  man  aus  dem  Studium  der  Naturwissen- 
schaften neues  Licht  über  die  Natur  des  Verstandes  werde  ge- 
winnen können;  denn  dies  heißt  den  formalen  Charakter  der 
Mathematik  und  ihre  allgemeine  Anwendbarkeit  mißverstehen: 
sie  ist  die  wahrhaftige  Logik  der  Naturwissenschaften,  und  es 
gibt  keine  Logik,  die  außer  ihr  möglich  wäre.  Ohne  Zweifel 
wird  sie  sich  immer  noch  mehr  ausdehnen  müssen,  geschmeidiger 
und  komplizierter  werden,  um  sich  der  rationalen  Ausarbeitung 
neuer  Theorien  dienlich  erweisen  zu  können;  allein  jede  Wissen- 
schaft muß  notwendigerweise  die  mathematische  Form  annehmen, 
eben  in  dem  Maße,  als  sie  exakt,  rational  und  deduktiv  wird.^) 
Die  Wissenschaft  ist  bloß  eine,  sowie  der  Verstand;  und  ebenso 
wie  es  im  Geiste  keine  Abteilungen  mit  undurchdringlichen 
Scheidewänden  gibt,  so  gibt  es  zwischen  den  Wissenschaften 
keine  Sprünge  oder  Klüfte,  welche  die  Jurisdiktion  einer  Logik 
beschränken  und  die  Einführung  einer  anderen  Logik  rechtfer- 
tigen könnten.  Es  gibt  nur  eine  Logik,  die  Logik  der  Deduktion, 
deren  sogenannte  induktive  Methoden  nur  eine  Anwendung  dar- 
stellen, weil  es  nur  eine  Art  gibt,  die  Wahrheiten  auf  eine  for- 
male und  notwendige  Weise  zu  verketten.-)  Nur  ist  diese  Logik 
nicht  mehr  die  arme,  dürftige  und  unfruchtbare  scholastische 
Logik,  sie  hat  dieselbe  Ausdehnung  wie  die  Mathematik  und  ist 
wie  diese  einer  unbegrenzten  Entwicklung  fähig. 

Weit  davon  entfernt  also,  Kant  den  Vorwurf  zu  machen, 
daß  er  zu  sehr  Mathematiker  oder  Logiker  gewesen  sei,  werfen 

desselben  Verfassers;  und  Kuno  Fischer,  III,  284;  „Der  Punkt,  wo  die 
kritische  Philosophie  einsetzt,  ist  die  richtige  Einsicht  in  die  wissenschaft- 
liche Natur  der  Mathematik“. 

y Wie  Kant  selbst  sagt,  in  den  Metaphysischen  Hnfangsgründen 
der  Naturwissenschaft,  Vorwort. 

Vgl.  La  Logique  de  Leibniz,  S.  271. 
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wir  ihm  im  Gegenteile  vor,  es  nicht  genug,  mit  einem  Worte 
nicht  genug  Rationalist  gewesen  zu  sein.  Auch  ist  es  im  allge- 
meinen unklug  und  verwegen,  eine  Begrenzung  des  Gebietes 
und  der  Kompetenz  des  Denkens  zu  beanspruchen  und  zu  die- 
sem zu  sagen:  „Du  wirst  nicht  weiter  kommen“.  Alle  Philo- 
sophen, welche  auf  diese  Art  Grenzen  der  Wissensdiaft  oder 
Grenzlinien  zwischen  den  Wissenschaften  zu  ziehen  versucht 
haben,  sind  früher  oder  später  durch  die  unaufhörlichen  Fort- 
schritte unserer  Erkenntnisse  widerlegt  worden.  In  demselben 
Sinne  hat  die  so  viel  bestrittene  Maxime  von  Leibniz  einen  tiefen 
Sinn:  „Die  Systeme  sind  wahr,  weil  sie  behaupten,  und  sie  sind 
falsch,  weil  sie  verneinen“.  Kant  hat  zuviel  die  Fähigkeiten  des 
Geistes  zu  scheiden  und  abzugrenzen  gesucht,  zu  sehr  sie  in 
wohl  etikettierte  Fächer  einzupferchen  sich  bemüht;  sein  System 
mit  seiner  künstlichen,  absichtlichen  Symmetrie  macht  den  be- 
klemmenden Eindruck  einer  beschränkten  und  von  allen  Seiten 
eingeschlossenen  Konstruktion.  Es  ähnelt  dem  antiken  System 
der  Welt  mit  ihren  übereinander  gelagerten  Kristallhimmeln,  es 
läßt  keinen  Platz  für  die  nicht  zurückdämmbare  Ausdehnung 
der  Wissenschaften,  d.  h.  für  die  Zukunft  und  für  den  Fort- 
schritt. Endlich  hat  Kant  das  Vertrauen  in  das  Vermögen  und 
die  Fruchtbarkeit  des  menschlichen  Geistes  gefehlt.  Er  war  all- 
zusehr damit  beschäftigt,  das  Feld  des  Denkens  in  minutiöser 
Weise  zu  umschreiben,  die  spekulative  Vernunft  der  praktischen 
unterzuordnen,  das  Wissen  zu  begrenzen,  ja  selbst  aufzuräumen, 
um  für  den  Glauben  Platz  zu  bekommen  (B.  XXX).  Aber  die 
Vernunft  hat  Rache  genommen,  indem  sie  die  starren  Rahmen 
und  scholastischen  Formen  zerbrach,  in  welche  er  sie  für  immer 
einzuschließen  glaubte. 

y Wir  haben  uns  mit  Absicht  enthalten,  hier  die  Betrachtungen 
historischer  Art  zu  wiederholen,  welche  wir  in  unserer  Abhandlung: 
Kant  et  la  Mathematique  moderne,  Bulletin  de  la  Societe  fran^aise  de 
Philosophie,  seance  du  20  mars  1904  angestellt  haben.  Seitdem  diese 
Abhandlung  veröffentlicht  wurde,  fanden  wir  vollkommen  ähnliche  Schlüsse 
bei H.  Josiah  Royce,  Kants  doctrine  of  the  basis  of  mathematics,  Journal 
of  Philosophg,  Psychology  and  scientific  methods,  Bd.  II,  Nr.  8 (April  1905), 
und  bei  H.  Maxime  Bö  eher,  The  fundamental  conceptions  and  methods 
of  mathematics,  Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  XI, 
Nr.  3 (Dezember  1904). 
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P.-S.  — Während  des  Druckes  nahmen  wir  Kenntnis  von 
der  Abhandlung  des  H.  Huntington:  The  continuum  as  a type 
of  Order;  an  exposition  of  the  modern  theory.  With  an  appen- 
dix  on  the  transfinite  numbers,  veröffentlicht  in  den  Ännals  of 
Mathematics,  2.  Serie,  Bd.VI,  n®  4,  und  Bd.VII  n®  1 (Juli -Oktober 
1905).  Es  ist  dies  eine  sehr  elementare,  sehr  klare  und  rein 
didaktische  (mit  zahlreichen  Beispielen  illustrierte)  Darstellung  der 
Lehre  von  den  geordneten  Mengen  und  der  Definition  der  Stetig- 
tigkeit  mittelst  rein  ordinaler  Eigenschaften.  Man  findet  hier 
auch  zusammenfassende  Bemerkungen  bezüglich  der  normalen 
Reihen  (wohlgeordneten  Mengen)  und  der  ordinalen  und  kardi- 
nalen unendlichen  Zahlen. 
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Tedinisdi^volkswirtsdiaftlidiG 

Monographien 

Herausgegeben  von  Professor  Dr. 

Ludwig  Sinzheimer,  Mündien. 

Ein  großzügig  angelegtes  Unternehmen,  das  unter 
cinheitlidien  Gesichtspunkten  die  volkswirtschaftliche  Be- 
deutung der  modernen  technischen  Entwicklung  auf  dem 
Gebiete  des  industriellen  Schaffens  darstellen  und  würdigen 
will.  Es  sollen  mit  der  Zeit  alle  wichtigen  Industrie- 
zweige monographisch  behandelt  werden. 

Bisher  erschienen: 

Band  I.  Die  volkswirtsdiaftliche  Bedeutung  der 
tedinisdien  Entwicklung  der  deutschen  Zucker-* 
industrie.  Von  Diplomingenieur  Dr. Th.  Schuch art. 
VIII,  267  S.  u.  3 Tafeln.  Preis  geh.  M.  5. — , geb.  M.  6.—. 

Band  II.  Die  ökonomisdie  Bedeutung  der  Technik 
in  der  Seeschiffahrt.  Von  Dr.  J.  Haarmann. 
VIII,  109  S.  Preis  geh.  M.  2.—,  geb.  M.  3.—. 

Folgende  Themen  befinden  sich  zur  Zeit  in  Bearbeitung: 

Glasindustrie  — Schwefelsäurefabrikation  — Uhrenfabri-^ 
kation  — Farbstoffindustrie  — Elektrische  Ausnutzung  der 
Wasserkräfte  — Elektrotechnik  — Bierbrauerei  — Spiritus- 
fabrikation — Gasfabrikation  — Ziegelfabrikation  — Soda- 
und  Sulfatindustrie  — Zellulose-  und  Zelluloidindustrie  — 
Motoren  (außer  Dampf  und  Wässer)  ~ Dampfmaschinen 
Dampfturbinen  — Schiffbau  — Getreidemüllerei  — Schuh- 
fabrikation — Papierfabrikation  — Buchdrucherei  u.  a.  m. 
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Dr.  Gottlieb  Sdinapper-Ärndt 

Sozialstatistik 

Vorlesungen  über  Bevölkerungslehrc 
Wirtsdiafts-  und  Moralstatistik 

Ein  Lesebuch  für  Gebildete,  insbesondere  für  Studierende 
herausgegeben  von  Dr.  Leon  Zeitlin 

Mit  zahlreichen  Tabellen,  10  Abbildungen  im  Text  und  22  T-afcIn 
XXII,  6^  Seiten.  Preis  geheftet  M.  18.—,  gebunden  M.  20.— 

Dr.Hans  Rost  in  der  Augsburger  Postzeitung : ...  Das  Buch  ist  keine  Zahlen- 
wüste, sondern  ein  frischer,  abwechslungsreicher  Gang  durch  die  Mannigfaltigkeit 
und  Buntfarbigkeit  des  gesellschaftlichen  Lebens  nach  seinen  Äußerungen  im 
Bevölkerungswesen,  in  wirtschaftlicher  Beziehung  und  nach  der  moralischen 
Seite  hin.  Der  Verfasser  bindet  sich  an  keine  einengende  Schablone,  er 
beschreibt  und  erläutert  die  sozialstatistischen  Erscheinungen  in  ihren  Tatsachen 
und  namentlich  in  ihren  Ursachen,  wobei  er  erzählend  und  oft  weitausholend 
stets  in  fesselnder,  nie  ermüdender  Weise  seine  Darstellung  erfrischt  und  belebt. 
Zwei  große  Vorzüge  sind  dem  Werke  eigen.  Das  Buch  ist  die  erste  Zusammen- 
fassung der  in  Arbeitsteilung  gepflegten  Disziplinen  der  statistischen  Wissen- 
schaft. Die  meisten  Handbücher  der  Statistik  sind  bis  jetzt  unvollkommen 
geblieben,  namentlich  ist  das  Feld  der  Wirtschafts-  und  Moralstatistik  zu- 
gunsten der  Bevölkerungsstatistik  verhältnismäßig  wenig  angebaut.  Die  Sozial- 
statistik berücksichtigt  zum  ersten  Male  alle  Untergebiete  der  Statistik.  Ein 
zweiter  schäfeenswerter  Vorzug  besteht  in  der  außerordentlichen  Belesenheit 
und  Vertrautheit  mit  den  Tatsadien  der  Statistik  und  Gesellschaftslehre,  welche 
der  Verfasser  aus  allen  Kulturstaaten  der  Erde  zusammengetragen  und  zu 
einem  einheitlichen  Bau  aufgeführt  hat.  . . . Der  Leser  wird  durch  die  Sozialstistik 
angenehm  und  zweckersprießlich  in  das  Wesen  des  sozialen  und  gesellschaft- 
lichen Lebens  eingeführt.  Diesen  Vorzug  kann  man  nur  selten  statistischen 
Werken  nachrühmen. 

. . . Das  Buch  gibt  auf  alle  die  vielen  Fragen,  die  in  einem  Werke  über  Sozial- 
statistik in  Betracht  kommen,  eine  sättmende  und  von  der  Zahl  als  Beweis- 
mittel nach  Möglichkeit  losgebundene  Antwort.  Das  Werk  ist  wirklich  ein 
Lesebuch,  welches  die  wichtigsten  Tatsachen  unseres  sozialen,  kulturellen, 
wirtschaftlichen  und  moralischen  Lebens  in  angenehmer  Form  und  reichlicher 
Nahrung  darbietet.  Unterstüht  wird  die  Anschaulichkeit  der  Probleme  und 
Erscheinungen  durch  eine  Reihe  von  graphischen  Karten,  Linien-  und  Flächen- 
diagramraen.  Der  wißbegierige  Leser  wird  das  Buch  mit  größtem  Nufeen 
zur  Hand  nehmen. 

Dr.  S.  Sdiidrowitz,  London,  in  der  Finanz-Chronik:  . . . Studierenden  sowie 
überhaupt  allen  Gebildeten  können  diese  Vorlesungen  von  Schnapper-Arndt 
nicht  warm  genug  empfohlen  werden. . . 

Kleine  Presse  Frankfurt:  . . . Das  Werk  Schnapper-Arndts  sollte  in  keiner 
Bibliothek  fehlen,  die  volkswirtschaftliche  Gegenstände  berücksichtigt. 


Buchdruckerei  Julius  Klinkhardt,  Leipzig. 
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